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@ Uscan muuttujan funktiot
© Raja-arvot

© Jatkuvat funktiot

@ Osittaisderivaatat

© Derivaatta eli gradientti
@ Lineaarinen approksimointi

@ Newtonin menetelmi
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¥ Vektoreista
o R on reaalilukujen joukko jaR?2=R xR ={(x,y):x,y €R} on
Xxy-tason pisteita.
o Jokaista pistettd tai paria (x,y) voimme kisitelld vektorina, jonka

voimme myds esittdsd joko pystyvektorina (2 x 1-matriisina) [;]

vaakavektorina (1 x 2-matriisina) [x y| tai muodossa xi+ yj (missa
siis i on positiivisen x-akselin suuntainen yksikkévektori jne.)

: . : 1 .
o Jos u on vaakavektori [u(1) u(2)] ja v on pystyvektori [ZEzg] niin
niiden matriisitulo on uv = u(1)v(1) 4+ u(2)v(2). Jos emme tee eroa
vaaka- ja pystyvektoriden vililla voimme myés kirjoittaa tata

pistetulona (sisdtulona, skalaaritulona) u - v.
o Vektorin pituuden maaritelmaksi otamme [|u|| = /u - u.
o Vektorit u ja v ovat kohtisuorassa tosiaan vastaan jos u-v = 0.

o RY = {(x1,x2,...,Xq) xie€R,j=1,...,d} ja kun R? korvataan
RY:114 niin "ainoastaan” kuvien piirtiminen tulee vaikeammaksi.

v
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@ Funktioista
o f(x) = (1+ cos(x))cos(x) on yhden
reaalimuuttujan reaaliarvoinen funktio
(eli funktio: R — R) jolla on kuvaaja: 1
(1 4 cos(t)) cos(t)
(1 4 cos(t)) sin(t)
reaalimuuttujan vektoriarvoinen funktio
(eli funktio: R — R?) jonka kuvajoukko on kayra:
o Funktio h(x,y) = (1 + cos(x))sin(y) on
kahden reaalimuuttujan reaaliarvoinen
funktio (eli funktio: R? — R),
Jjota voi myés kasitella yhden
vektorimuuttujan funktiona

h (H) = (1 + cos(x)) sin(y) ja jolla

on seuraava kuvaaja:

o Funktio g(t) = on yhden

Huomaa, ettd f:n kuvaaja on kidyra, jolla on parametriesitys t +—» [(1 + cos(t)) cos(t):| . J
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% Usean muuttujan vai vektorimuuttujan funktiot

e Funktio f : D c RY — R on "sdiants” tai "yhteys” (usein mutta ei
suinkaan véalttimatta, kaava) joka jokaiseen mdaarittelyjoukon D
alkioon (x1,x2,...,xq) liittdd yksikdsitteisen "arvon”
f(Xl,Xz, ce ,Xd) e R.

o Funktion f : RY — R™ arvot ovat vektoreita ja vektorin f jokainen
komponentti on funktio: RY — R eli

fl(Xl, ... 7Xd)
f(Xl, 50 c ,Xd) —
fm(Xl, “e . ,Xd)

@ Usein voi olla hyodyllista, etta sen sijaan ettd kasittelemme funktiota
f(x1,x2,...,Xq) usean muuttujan funktiona kasittelemmen sitd yhden
vektorimuuttujan x funktiona f(x) missa vektorilla x on d
komponenttia.

@ Useimmiten otamme funktion argumentit pystyvektorina jolloin
funktion derivaatta eli gradientti (kun funktio on reaaliarvoinen) OIN vaakavektori.
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% Tasa-arvokayrat

Jos f(x,y) on kahden muuttujan reaaliarvoinen funktio ja ¢ € R niin
Joukko { (x,y) : f(x,y) = c} on usein kdyrd (tai sitten kdyrien unioni) eli
funktion tasa-arvokdyra. Kuvio, jossa on piirrettynd monta tallaista
tasa-arvokayrad antaa tietynlaista informaatiota funktiosta.

Funktion f(x,y) = x 4+ 2y tasa-arvokayrat ovat suoria kun taas funktion
g(x,y) = x? + y? tasa-arvokdyrit ovat ympyroita:

dh
w

%

Kolmen muuttujan tapauksessa saadaan vastaavasti tasa-arvopintoja.
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@ Muuttujat, parametrit, vakiot

Jos sylinterin muotoisella putkella on pituus L, sisahalkaisija r, seinaman
paksuus h ja materiaalin tiheys on p niin putken massa

m=p- L-7r((r—|—h)2—r2).
Riippuen tilanteesta voimme timan kaavan avulla maaritella erilaisia

funktioita:

o m=f(L)=p-L-w((r+ h)*—r?) kun pidimme suureita p, r ja h
parametreina, eli kasittelemme eripituisia putken patkia.

o m=f(L,r,hp)=p-L-7((r+h)*—r®) missi meilli on nelji

muuttujaa.

L
om=f||r||=p-L-7((r+ h)?—r?) missi meilld on yhden

h

vektorimuuttujan funktio ja pidimme p:ta parametrina.

Kaikissa néissad tapauksissa pidimme :td vakiona mutta jos 7:n paikalle sijoitetaan (epatarkka) likiarvo ja haluamme selvittdsd

mikd on tdman approksimaation vaikutus voi syntyd tilanteita missad 7 :td kasitellidn muuttujana tai parametrina.
4
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‘@ Muuttujat, parametrit, vakiot, jatk.

Jos kdytamme Matlab/QOctavea voimme esimerkiksi kirjoittaa
rho=7.87

f=0(L,r,h) rhoxLxpix((r+h) 2-r"2)

tai jos kaytimme vektoriargumenttia

rho=7.87

f=0(X) rho*xX(1)*pix((X(2)+X(3))"2-X(2)"2)

Huomaa, ettd jos muutamme rho:n arvoa niin meidan pitaa toistaa
funktion £ maaritelmaa!
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% % Raja-arvo, maaritelm3 |
lim ()= (x0.y0) (X5 ¥) = L jos |f(x,y) — L| on "pieni” aina kun

16, ¥) = (%0, y0)ll = v/(x = x0)% + (v — y0)? on "riittévan pieni” ja
(X7y) # (X07y0)-

% % Raja-arvo, maaritelma |l
limg_yx, f(X) = L jos |f(x) — L| on "pieni” kun ||x — xo|| on "riittavan
pieni” ja x # Xg.

¥ Vektorin pituus

Vektorin x pituus, kun sen komponentit ovat xi, xo, ..., X4, on tassa

2 2 2
||XH = X]. —|— X2 + .. —|— Xd mutta raja-arvot eivit riipu siitd miten vektorin " pituus” on mddritelty kunhan

silli on normaalit " pituuden” ominaisuudet.

'Y Raja-arvo, maaritelma Il

Iimx_)s) f(x) = L jos jokaisella ¢ > 0 on olemassa § > 0O siten, ett3 jos
(S

0 < ||[x — xo|| < 6 ja x € Q niin patee |f(x) — L| < e.
21. tammikuuta 2016

% Raja-arvo, ominaisuudet

Jos limy_,x, f(x) = F ja limy_x, g(x) = G niin pitee
o limy .y, (af (x) + Bg(x)) = aF + BG,
@ limy_x, f(x)g(x) = FG,

- fx) _ F
(] ||mx_>xO m el JOs G # 0.
Tasta seuraa, ettd raja-arvot, joiden maarittiminen on hankalaa ja nain ollen

vaativat eniten tyotd, ovat ne, joissa sijotus antaa tulokseksi %.

4
9/49 .|

¥ % Raja-arvo, kuristusperiaate
@ Jos limy_,x, g(x) = 0 ja |f(x)| < g(x) (kun x # xo) niin
limyg—,x, f(x) = 0.
@ Jos limy_,x, g(x) = limy_,x, h(x) = L ja g(x) < f(x) < h(x) (kun x # xg)
niin limy_,x, f(x) = L.
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W Kuristusperiaate
Jos meidan pitaa maarittaa raja-arvo
: 5x2y?
lim 4—)/2,
(x,y)—(0,0) X* + ¥

niin voimme yrittad kayttaa kuristusperiaatetta jos arvelemme, etta
2,2 .
ff +})’/ > suuremmalla funktiolla

(kun olemme ottaneet itseisarvon, mika tdssa ei ole tarpeen) jolle on
helpompaa osoittaa, etta raja-arvo on 0. Voimme ensin todeta, etta
x* > 0 josta seuraa, ettd x* + y? > y? jolloin

raja-arvo on 0 ja silloin meidan pitaa korvata

5x?2 y2 - 5x?2 y2

2
XA+ y2 =2 = 5x~.

0<

Nyt on selvdi (?), etta

lim  5x* = lim5x* =5-0% = 0,
(x,y)—(0,0) x—0
Ja ndin ollen saamme kuristusperiaatteen nojalla
: 5x2y?
lim ——— =
(xy)=(0,0) x* + y?

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0207 Differentiaali- ja integraalilaskenta 21. tammikuuta 2016 11 /49 al

W Raja-arvo siteita pitkin

Jos f on yhden reaalimuuttujan funktio niin silld on raja-arvo pisteessa ty
Jos ja vain jos oikean- ja vasemmanpuoliset raja-arvot ovat samat.
Useamman muuttujan tapauksessa tilanne on osittain toinen:

@ Jos raja-arvo lim_0+ f(xo + at, yo + [Bt) ei ole riippumaton
parametrien o ja 3 arvoista niin raja-arvo lim, ) (x,.y) f (X, y) ei ole
olemassa.

o Jos limi_o1 f(xo + at, yo + Bt) = L kaikilla o ja B3 joilla o + 3% > 0
niin tasta seuraa ainoastaan, etta
jos raja-arvo on olemassa niin se on L.

& Epayhtaloita ym.
@ Jos limy_x, f(X) = F, limy_x, g(X) = G ja f(x) < g(x) kun x # xg
niin patee F < G.
® Jos limy_,x, f(x) = F niin patee lim(, ,)_(x.y0) f(X) = F.
@ Jos limy_,x, g(x) = G ja g(x) # G kun x # xq niin patee
limy_x, F(g(x)) = lim—6 £(2).
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% Esimerkki: Raja-arvo

Jos haluamme méarittad raja-arvon lim(, ,)_,(0,0) %}/4 niin voimme

laskea raja-arvon sidetta (at, 5t) pitkin ja kun maarittelemme

2
f(x,y) = ij;y“ saamme
atB?t? aB?
lim f(at,Bt) = lim =limt—s———55 =0
t—0+ ( ’6 ) t—0+ a?t? + 541'4 t—0 o+ 641'2

Tasta seuraa (ainoastaan!), etta jos
raja-arvo on olemassa niin se on Q.
Nyt osoittautuu, etta raja-arvoa ei ole
olemassa koska jos valitsemme x = t° ja
y = t ja laskemme raja—ar2vo2n kun t — 0+
. > . t2t 1
t|—|>r(T)1+ flE,e) = tlﬂlW T2 70,
Josta seuraa ettei f(x,y) ole "ldhelli” 0
Jos (x,y) on "riittdvan lihella” (0,0).
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¥ % Jatkuvat funktiot
o Funktio f : Q — R on jatkuva pisteessi xq jos xg € Q2 C RY ja
lim f(x) = f(xo)

X—>X0
xeN

eli Q on R:n osajoukko, xo kuuluu joukkoon Q, f(xq) on mdaaritelty,
raja-arvo on olemassa ja se on f(xg).

e Funktion f : Q — R on jatkuva joukossa Q C R jos

lim f(x) = f(xo) kaikilla xq € Q.
“a

eli jos se on jatkuva joukon S jokaisessa pisteessa.

% Jatkuvat vektoriarvoiset funktiot

Funktio f : Q — R™ on jatkuva pisteessd xo € 2, (joukossa ), jos
Jokainen komponentti on jatkuva pisteessd xg € Q, (joukossa Q).

v
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% % Jatkuvien funktioiden summa, tulo ja osamaara

Jos f ja g : Q — R ovat jatkuvia joukossa Q C RY niin
o af(x)+ Bg(x) ja f(x)g(x) ovat jatkuvia joukossa €2,

° % on jatkuva joukossa {x € Q: g(x) #0}.

¥ % Jatkuvien funktioiden yhdistetty funktio on jatkuva

Jos g : Qg — Qf jaf :Qr = R™, missd Qg C RY ja Qf C RP, ovat
Jatkuvia maarittelyjoukoissaan niin funktio (f o g)(x) = f(g(x)) on jatkuva
Joukossa €.

v

% %Huom!

Jos funktio f(x,y) on jatkuva (esim. R?:ssa) niin funktio x — f(x,y) on
Jatkuva kaikilla parametrin y arvoilla ja funktio y — f(x,y) on jatkuva
kaikilla parametrin x arvoilla.

Mutta jos ainoastaan oletamme, etta funktio x — f(x,y) on jatkuva
kaikilla y ja funktio y — f(x,y) on jatkuva kaikilla x niin tist3 ei
valttamatta seuraa, ettd funktio (x,y) — f(x,y) olisi jatkuva.
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% % Osittaisderivaatat

. f(x+hy)— f(x,
Y )

f(X7y+k)_f(Xay)
k

fy(x,y) = lim

% Erilaisia merkintatapoja

f
£ =2 Df—f =D =D0OF, .

Ox
0 Of 0*f
ho = By = Jy Ox  OyOx

= DLDF,
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% % Derivoimisjarjestyksen vaihto

Oleta, ettd funktion f(x,y) osittaisderivaatat f.(x,y), f,(x,y), f(x,y) ja
fyx(X,y) ovat olemassa (ainakin) kaikissa pisteissd (x,y) joilla

(x — x0)% + (¥ — y0)? < 2 ja, ettd funktiot f,,(x,y) ja fx(x,y) ovat
Jatkuvia pisteessi (xo, yo). Silloin patee f,, (X0, ¥0) = fyx(X0, ¥0)-

@ Todistus
Olkoon 0 < h < g Jja mdaarittele funktiot u ja v siten, etts
u(x) =f(x,y0+h) —f(x,y0) Ja vly)="f(x+hy)—f(x,y)

Funktio u on derivoituva valilli (xo, xo + h) ja jatkuva vililla [xo, xo + h] ja
nain ollen viliarvolauseesta seuraa, ettd on olemassa luku 01 € (0, 1) siten,
etta

u(xo + h) — u(xg) = hu'(xo + 61h).

(x0, o + h) (xo + h,yo + h)
I:I u(xo + h) — u(xo) = v(yo + h) — v(yo)
(%0, ¥0) (xo + h, yo)

v

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 21. tammikuuta 2016 17 /49 al

@ Todistus, jatk.

Koska hu'(xg + 01h) = h(fx(xo + 61h, yo + h) — fx(xo + 61h, yo)) voimme
soveltaa valiarvolausetta vield kerran funktioon y — f(xp + 601 h,y) ja
saamme

u(xo + h) — u(xp) = hzfxy(xo + 01 h, yo + 62h),
missa 0 € (0,1).
"Samalla tavalla” toteamme myds, etti

v(yo + h) — v(y0) = h*fyx(x0 + Oah, yo + O3h),

missd 03 ja 04 € (0,1). Nyt u(xo + h) — u(xp) = v(yo + h) — v(yo) koska
molemmat lausekkeet ovat

f(xo+h,yo+h)—f(xo+ h, yo) — f(x0, o + h) + f(xo, o) josta seuraa, etta
h2ny(X0 + 01h, y0 + 02/7) = hzfyX(Xo + 04h, yo + 93/7).

Jos nyt jaamme h?:lla, otamme raja-arvon kun h — 0 ja kidytimme
hyvaksi oletusta, etta f., ja f,x ovat jatkuvia, niin saamme vaitteen

ny(X07y0) - yX(X07YO)-
4




% % Derivaatta

Funktio f : RY — R on derivoituva pisteessi x jos on olemassa
(rivi)vektori, joka merkitddn f'(x):Il3 siten, ettd

o F(x+h) = £(x) = F/(x)h]

= 0.
h—0 |h||

Tassa f'(x)h on 1 x d-rivivektorin f'(x) ja d x 1-sarakevektorin h matriisitulo, ja
se voidaan myos esittda pistetulon muodossa f'(x) - h jos ei haluta tehda eroa
rivi- ja pystyvektorien valilla.

Muita usein kaytettyja derivaatan merkint6ja ovat Vf(x) ja Df(x).

% % Derivaatta ja osittaisderivaatat

Jos funktiolla f : R? — R on jatkuvat osittaisderivaatat niin f on
derivoituva ja

f'(x) = VF(x) = Df(x) = [fiq(X) fio(x) ... fi(X)].

v

Y % " Jatkuvasti derivoituva” < "Derivoituva ja derivaatta on jatkuva” J
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W Esimerkki: Osittaisderivaattoja

Jos f(x,y,z) =In (1 4 eX+y22) niin f:n osittaisderivaatat ovat seuraavat:

0 1

0 1
f(x,y,2) = By In <1 + eX+y22) = = eX+y2222,
0 el 1 e
f,(x,y,z) = B In (1 +e > = e e 2yz.

Nain ollen funktion f derivaatta eli gradientti on

f'(x,y,z) = Df(x,y,z) = Vf(x,y, 2)

I B L UL S S
1+ ez "1 4 exty® ' 14 ety
SN ST 1
1+ exty2® 1+ ety 1+ ety

2
eV 2yz

2 5. 2
eXtyz Z2j + XYz 2yz k.

o
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% % Vektoriarvoisen funktion derivaatta

Funktio f : R? — R™ on derivoituva pisteessi x jos jokainen komponentti
on derivoituva pisteessa x, eli on olemassa m x d matriisi f'(x) siten, etta

i e h) = £(x) = FOh|| _

0.
h—0 |h||

Matriisin f'(x) rivivektorit ovat vektorin f komponenttien derivaatat ja

f'(x)(i,j) = 8g_>(<jx). (Tata matriisia kutsutaan usein Jacobin matriisiksi.)

¥ % Ketjusaanto

Jos h(x) = f(g(x)) missi f ja g ovat derivoituvia niin patee

h'(x) = f'(g(x))g'(x).
Huomaa, etta tissi oletetaan, ettd x, g ja f ovat sarakevektoreita (mahdollisesti
vain yhdelld komponentilla) ja on tirkedtd ettd ketjusaanté kirjoitetaan
jérjestyksessi f'(g)g’ koska jos g : RY — RP ja f : RP — R™ niin f’ on
m X p-matriisi ja g on p x d-matriisi jolloin matriisitulo f'(g(x))g’(x) on hyvin

madritelty.
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% Suunnattu derivaatta

Funktion f suunnattu derivaatta pisteessa x suuntaan u on funktion
t— f(x+ tﬁu) derivaatta pisteessd 0 ja on ndin ollen

Jja se kertoo miten nopeasti funktio f kasvaa tai vahenee kun kuljetaan
pisteesta x suuntaan u.

Huomaa, ettd Dif (x,y,z) = f(x,y,z), Dif(x,y,z) = f,(x,y,2) ja
Dkf(x,y,z) = fz(x,y, z), eli osittaisderivaatat ovat suunnatut derivaatat
koordinaattiakselien (positiivisiin) suuntiin.

% % Mihin suuntaan osoittaa gradientti?

Suunnattu derivaatta D,f(x) pisteessd x on suurimmillaan kun u 1t Df (x)
(ja pienin vastakkaiseen suuntaan ) joten funktio kasvaa nopeimmin
gradientin suuntaan.

Suunnattu derivaatta on 0 kun u 1 Df(x) joten gradientti on
kohtisuorassa tasa-arvokayria (tai -pintoja) kohti.
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(& Esimerkki: Gradientti ja tasa-arvokayra

Jos f(x,y) = %xz + y? niin sen gradientti eli eli derivaatta on
Df(x,y) = [x 2y] = Xxi+2y]j

ja erityisesti pisteessd (—2,1) gradientti on —2i+ 2j. Funktion pisteen
(—2,1) kautta kulkeva tasa-arvokdyra on (ellipsi) { (x,y) : x> +y> =3}
Ja alla olevasta kuviosta nahdaan, etta gradientti on kohtisuorassa
tasa-arvokdyrdd ja sen tangenttia pisteessa (—2,1) vastaan.

Koska gradientti pisteessd (2, 1)

on —2i+ 2j niin tata vastaan y
kohtisuorassa olevan, pisteen

(—2,1) kautta kulkevan suoran
suuntavektori on 2i+ 2j jolloin

taman suoran yhtalo on \
y—1l=x+4+2eliy=x+43. \\
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v

@'@ Derivaatta ja koordinaattisysteemi

Edelld annetun maaritelman mukaan esimerkiksi funktion f(x,y) = xy
derivaatta eli gradientti on f'(x,y) = [y x} = y i+ xJ, mutta tissa
maaritelmassa meilla on oletuksena, ettad koordinaattisysteemi on
kiinnitetty. Jos valitsemme toisen, st-koordinaattisysteemin, esimerkiksi

(kiertimalls xy-systeemin koordinaattiakseleita 45°) SItE€N, etta

Al |

niin f(s,t) = (s> — t?) jaf'(s,t) =[s —t] =su—tv missiu jav
ovat s- ja t-akselien suuntaisia kantavektoreita, eli u = %(I +]) ja

V= \%(j —i).

Nain ollen voimme todeta, etta derivaatta pisteessa x "oikeasti” on
lineaarikuvaus h — f'(x)h ja taman lineaarikuvauksen matriisiesitys (jota
sitten kaytetddn laskuissa) riippuu kaytetystd koordinaattisysteemista.
Samalla tavalla voimme sanoa, ettd funktion g(x) = x? derivaatta
pisteessd x = 2 ei ole luku g'(2) = 4 vaan lineaarikuvaus "neljalla
kertominen”: t — 4t.

4
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& Derivaatan tulosiaanto ketjusadnnon avulla

Derivaatan tulosdanté sanoo tunnetusti, etts (fg)' = f'g + fg’.
Vaihtoehtoinen Idhestymistapa on seuraava: Kirjoita p(t) = f(t)g(t)
yhdistettyna funktiona p(t) = (ho k)(t) = h(k(t)) missi h : R> — R on

X : f(t)] : T :
h = xy ja k(t) = . Derivaatan maaritelman nojalla
(H) y ja k(t) [g(t) )

()= v 5]

Ketjusaannon mukaan patee silloin

p(0) = KK O = [e0) ] | L] = er'(0)+ Fe' ()
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¥ Laplacen yht3l6 u,, + u,, = 0 napakoordinaateissa

Oletamme, ettd u toteuttaa ns. Laplacen yhtilén u, + uy,, =0 ja
tehtdvdna on selvittdd minka yhtélén funktio v(r,0) = u(rcos(0), rsin(09))
toteuttaa. (Tassa siis v on funktio u esitettynd napakoordinaattien
funktiona).

Osittaisderivaattoja laskemalla (ja ketjusdantoa hyvaksi kdyttien)
toteamme, etta

Vr(r,8) = ux(rcos(), rsin(8)) cos(@) + uy,(rcos(d), rsin(0))sin(d),
vo(r,0) = ux(rcos(8), rsin(0))(—rsin(0)) + u,(rcos(d), rsin(@))r cos(h).

Osoittautuu, ettd meidan ei tarvitse laskea v,g = vy, (mutta tima ei ole
lainkaan etukateen selvdsd) mutta sen sijaan meidan pitds laskea

Vir(r,0) = uy(r cos(f), rsin(6)) cos(8)?
+ 2uyy (r cos(), rsin(@)) cos(d) sin(6)
+ uyy(rcos(f), rsin(6)) sin(0)?,

v
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¥ Laplacen yhtil6 napakoordinaateissa, jatkuu
Jja
Voo (r,0) = u(rcos(8), rsin(8))r? sin(8)?
+ 21, (r cos(8), rsin(0))(—r? cos(#) sin(6))
+ Uy, (rcos(f), rsin(0))r? cos(f)?
— ux(rcos(), rsin(0))rcos(8)) — uy,(rcos(d), rsin(8))rsin(0).
Oletuksen mukaan ux(x,y) + uy,(x,y) = 0, erityisesti
Uy (r cos(8), rsin(0)) + uyy(rcos(d), rsin(f)) =0,
ja timan sekd kaavan cos(6)? +sin(0)? = 1 avulla ndemme, ettd

1 1
Vir(r,0) + —vi(r,0) + 5 voo(r,0) =0
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% Esimerkki: Suunnatut derivaatat

Jos funktio f on kolmen muuttujan derivoituva funktio ja en suunnatut
derivaatat pisteessa xg suuntiin u; =i+ j, up =j — k jauz = —i + k ovat
1, 2 ja 3 niin voimme maarittaa derivaatan pisteessa xg koska vektorit uy,
Uy ja uz ovat lineaarisesti riippumattomia (eli erisuuntaisia): Oletamme,
ettd f'(xgo) = Ai+ Bj+ Ck jolloin suunnatun derivaatan maaritelman
nojalla saamme yhtalosysteemin

1 = Dy, f(x0) = (Ai+ Bj+ Ck)- (i +]) B,

L,
\@
1
\/§

&.—\
Hw

2:Duzf(XO):(Ai+Bj+Ck)'(j_ k) C,

%.&
F S

3 = Dy,f(x0) = (Ai+ Bj+ Ck) - (—i+k) A

1 1
RV A

&\H

Matriisimuodossa tama systeemi ja sen ratkaisu ovat

% 5 0 ]r1Aa] [ —2V2
0 5 —%|[B|=[2] = 3v2 | .
1 1

_E()%C 3 V2

y
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W Esimerkki: Ketjusaantd ja virtausmekaniikka

Oletamme, ettd neste virtaa tasossa siten, ettd nopeus pisteessa (x, y)
hetkelld t on u(x,y,t)i+ v(x,y,t)j. Jos nyt haluamme maarittdd hetkelld
t pisteessa (x,y) sijaitsevan "nestepartikkelin” kiihtyvyys niin ensin
oletamme, ettd partikkelin sijainti hetkelld t on (X(t), Y(t)) (jolloin siis
X(t) = x ja Y(t) = y jos se on pisteessa (x,y) hetkelld t). Silloin nopeus
on X'(t)i+ Y'(t)], josta seuraa, ettd X'(t) = u(X(t), Y(t),t) ja

Y'(t) = v(X(t), Y(t),t). Kiihtyvyys taas on X"(t)i+ Y"(t)] ja
ketjusadannoén nojalla

X"(t) = u(X(t), Y(t), t)X'(t) + uy (X (1), Y (1), t) Y'(t)
+ ue(X(t), Y(t), t)
= ux(X(t), Y(t), t)u(X(t), Y(t), t) + uy(X(t), Y(t), t)v(X(t), Y(t), 1)
+ u(X(t), Y(t), 1)
= ux(x,y, thu(x, y, t) + uy(x,y, t)v(x,y, t) + ue(x, y, t),

miss3 viimeiselld rivilld kdytimme oletusta x(t) = x ja Y(t) = y.

v
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W Esimerkki: Ketjusaantd ja virtausmekaniikka, jatk.

Samalla tavalla saamme
Y(t) = v(x, y, t)ulx, v, t) + vy (x, v, E)v(x, v, t) + ve(x, v, t).
Nain ollen kiihtyvyys on
(ux(x, y, )ulx, v, ) + uy (X, ¥, V(X ys t) + ue(x, v, 1))
+ (vx(x,y, tu(x,y, t) + vy (x,y, t)v(x,y, t) + ve(x, y, t))J

Huomaa, etta tama on epalineaarinen lauseke eli jos u korvataan uy + up:lla
Jja samoin v korvataan vy + v»:lla niin tulos ei ole kahden lausekkeen
summa missa toisessa esiintyy uy ja vi ja toisessa up ja vo. Suuri osa
virtausmekaniikan hankaluuksista on seuraus tasta epalineaarisuudesta.
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@ Milloin patee [|f(x) — f(y)|| < C|jx —y|| kun kun ||x]|, |ly]| < p?

Josf:RY 5 R™ on Jatkuvasti derivoituva, niin jokainen komponentti f;,
1 <j < m, on jatkuvasti derivoituva ja loytyy luvut c; siten, etta

1/ (v)[| < C kun [lv|]| < p. Jos nyt x ja'y ovat sellaisia, ettd ||x|| < p ja
lyll < p niin méaritelldan funktio h kaavalla hj(t) = f;((1 — t)y + tx).
Silloin h; on derivoituva reaaliarvoinen funktio ja valiarvolauseen nojalla

fi(x) = fi(y) = hj(1) — hj(0) = hi(5;)(1 - 0),
missd t; € (0,1). Ketjusddnnén nojalla
hi(5) = (1 = gy + tx)(x —y),
joten
[£(x) = £i(y)| = 1hi(1) = h(0)] < (1 =)y + ) Ix = Il < gjlx—yll,

koska |(1 — &)y + )| < (1 — &)yl + g lIxll < o. Na@in ollen ||f(x) — f(y)|| < C|[x —y]|
missd C = \/c12+...+c,%,.

v
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@ Milloin patee [|g(x) — g(y)ll = cllx — yl| kun kun [|x]|, [ly[| < p?

Ei vilttimattd jos d > 1, g : RY — RY on jatkuvasti derivoituva, p>0 ja

g’ (v)ul| > 0 kun |lv|]| < p, u € R? ja ||lu|| = 1 kuten seuraava esimerkki
naytti:

ezzs cos(2xt) s
Olkoon g(v) = | oz P21 kunv = [t] . Silloin

er sin(%)

= 2 e ome

e P cos(<ZL) —e P sin(<Eh)
g/(V) — 2771- 27s P 27s P )

e r sm(%) e r cos(%)

p

N [cos(2“)u sin(2gt)u]

/
_ 21
g’ (vV)u= e sm(2zt)ul + cos(22t)
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® Milloin pitee [|g(x) — g(y)|| > cllx — y|| kun kun [x]|,ly]| < p?
jatk.

Joten

4tx

g’ (v)ul]® = 4pi22e7 (cos(%)% — 2 cos(22t) sin(ZL)uy
+ sin(%)zug + sin(%)zuf
+ 2cos(%) sin(%)uluz + cos(%)%%) = &2 ||ul|?.
Tasta paattelemme, ettd jos ||v|| < p, niin s > —p ja

2
g’ (v)u| > ge-%uuu,

kaikilla vektoreilla u. Jos nyt x = [8] jay = [2] niin g(x) — g(y) = 0.
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% % Lineaarinen approksimointi
f(x+h) ~ f(x) + f'(x)h = f(x) + VF(x) - h,
tai toisella tavalla esitettyna

f(x+ Ax,y + Ay, z+ Az) — f(x,y, 2)
~ f(x,y,z)Ax + f,(x,y,z)Ay + f;(x,y, z)Az.

v

¥ Tangenttitaso

Koska gradientti on kohtisuorassa tasa-arvopintoja kohti niin pinnan
f(x,y,z) = c normaali pisteessi (xo, Yo, Z0) on

f'(x0, Y0, 20) = fx(x0, Y0, 20)i + £, (x0, Y0, 20)j + fz(x0, Y0, Z0)k,

Ja pinnan tangenttitasolla pisteessa (xo, Yo, 20) on yhtald

f(x0, Y0, 20)(x — x0) + £, (X0, Y0, 20)(y — y0) + f2(x0, Y0, 20)(z — 20) = O )
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(& Esimerkki: Tangenttitaso

Jos haluamme mairittas funktion f(x,y) = x> — y? kuvaajan
tangenttitason kun x = 2 ja y = 1 niin kirjoitamme ensin yhtalon
muodossa z = x> — y? eli g(x,y,z) = 0 missd g(x,y,z) = x> —y> — z
(vaikka se voisi yhtd hyvin olla g(x, v, z) = —x* + y* + z). FFunktion g derivaatta on

Dg(x,y,z) =2xi—2yj— k ja pisteessd (2,1,f(2,1)) = (2,1,3) tdma
derivaatta on n = 4i — 2j — k. Tama vektori on pinnan g(x,y,z) =0
normaali pisteessd (2,1,3) ja samalla pinnan tissi pisteessid otetun
tangenttitason normaali. Koska (2,1,3) on tangenttitason piste niin
v=(x—2)i+ (y —1)j+ (z — 3) k on tangenttitason suuntainen vektori
Jos (x,y,z) on myds tangenttitason piste. Nain ollen v on kohtisuorassa
normaalia n vastaan eliv - n = 0 ja tastd ehdosta saamme tangenttitason
yhtalon

4(x—-2)—2(y—1)—(z—3)=0 eli 4x—-2y—z=3.
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% % Lineaarinen approksimointi ja suhteelliset virheet, erikoistapaus

Jos

. a1 02 (07
f(x1,X2,...,Xn) = X7 " X572 ... X5",

niin lineaarisella approksimoinnilla saadaan

Af  f(xy + Axy,x0 + Axo, ..oy xp + Axp) — F(x1, %2, .., Xn)

f f(x1, %2, ,X%n)
Axq A x> AXxp
~oal—— ‘+ar——+ ...+ a, ,
X1 X2 Xn

Ja erityisesti

A

f A
‘7 S lal |

Ax,

n

+ || + ...+ |
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¥ Lineaarinen approksimointi, suhteellinen virhe

Jos meidan pitaa arvioida virhetta, joka syntyy kun ympyrakartion tilavuus
lasketaan kaavalla V = 37rr2h Jja tiedamme ainoastaan, etta sateen r
mitatun arvon virhe on korkeintaan 3% ja korkeuden h mitatun arvon virhe
on korkeintaan 2% niin emme saa absoluuttista yldrajaa tilavuuden
virheelle mutta saamme helposti approksimatiivisen ylarajan suhteelliselle
virheelle seuraavalla tavalla: Lineaarisen approksimoinnin perusteella:

AV = V(r+ Ar,h+ Ah) — V(r,h) = V,(r,h)Ar + Vu(r, h)Ah,
josta seuraa, etta

AV 22mrhAr  iwr?Ah Ar Ah
= - =2-—+41.
4 %ﬂr2h %Wrzh r h

Koska oletamme, etts |27| < 0.03 ja |5"| < 0.02 niin
AV

4

eli suhteellinen virhe on korkeintaan 8%.
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<2-0.03+1-0.02=0.08,

‘& Esimerkki: Lineaarinen approksimointi

Sylinterimaisen sailién sisaltdma nestemaara, kun sailion akseli on
vaakasuorassa on V = L(r?arccos(1 — 2) — (r — h)v/2hr — h?) missa L on
sailion pituus, joka on noin 2 m, r on sade, joka on noin 50 cm ja h on
nestepinnan korkeus, joka myos on noin 50 cm. Pituuden L ja sateen r
pystymme mittaamaan 1 cm tarkkuudella. Miten tarkasti meidan on

mitattava h jotta saisimme nestemaaran lasketuksi 50 litran tarkkuudella?
Maarittelemme

F(L,r, h) = L(r arccos(1 — g) (r — h)\/2hr — h2).

Silloin (funktion arccos(t) \/1_)
fi(L,r,h) = (r*arccos(l — —) —(r— h)\/2hr — h2)

h
f,(L,r,h) = 2Lrarccos(1 — =) — Lr? — — Lv/2hr — h?

r \/1_ 1__2r

— L(r — h)

9
V2hr — h?
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‘& Esimerkki: Lineaarinen approksimointi, jatk.

fLrh—Lr\/ -%—I—L\/2hr—h2
1_ _ h

i(r— h)—LZh

V2hr — B2’

Ja erityisesti

f(200,50,50) = = - 2500 ~ 3927

SIEE

f,(200,50,50) = — - 20000 — 10000 — 10000 ~ 11416,

f»(200, 50, 50) = 10000 + 10000 = 20000.

Lineaarisella approksimoinnilla saamme

Af =~ fiAL+ f,Ar + fyAh.

v
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‘& Esimerkki: Lineaarinen approksimointi, jatk.
josta seuraa, etta

|AFf| S |fLAL| + |fr||Ar| + | fo||Ah] <3927 -1 4 11416 - 1 + 20000 - |Ah|

koska |AL| <1 ja |Ar| < 1. Jos nyt haluamme, ettd |Af| < 50 - 103 niin
meidan tiytyy vaatia, etta

3927 -1+ 21416 - 1 + 20000 - |Ah| < 50000,

Ja tdstd seuraa, ettd pitida olla |Ah| < 2.4.

%Huom

Tassa kuten muissa vastaavissa laskuissa AL on "virhe” tai "poikkeama”
muuttujan L arvossa, eli AL = L — Lo mutta A:lla merkitaan myods
Laplacen differentiaalioperaattoria: Au = uyx + Uy, + Uz.
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% Esimerkki: Lineaarinen approksimointi

Funktiosta f tieddmme, ettd f(3,2) = 2.7, {(3.1,2.2) = 2.75 ja
f(2.9,2.1) = 2.68. Nyt voimme seuraavalla tavalla arvioida derivaattaa
kdyttden mika on f(3.2,1.9):

Lineaarisella approksimoinnilla saamme

F(3+ Ax,2+ Ay) = £(3,2) + £(3,2)Ax + £,(3,2)Ay.

Jos ensin valitsemme Ax = 0.1 ja Ay = 0.2 ja sitten Ax = —0.1 ja
Ay = 0.1 niin saamme "yhtalosysteemin”

275 = f((3+0.1,2+0.2) ~ 2.7 + £(3,2) - 0.1 + £,(3,2) - 0.2,
268 =f(3—0.1,2+0.1) ~ 2.7 + £(3,2) - (=0.1) + £,(3,2) - 0.1,

eli
0.5 =~ £(3,2) + 2f,(3, 2),
—0.2 =~ —£(3,2) + £,(3,2).
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W Esimerkki: Lineaarinen approksimointi, jatk.

Laskemalla yhteen saamme ensin f,(3,2) ~ 0.1 ja sitten sijoittamalla
taman tuloksen ensimmaiseen yhtdlé6n saamme £,(3,2) ~ 0.5 —0.2 = 0.3.
Jos nyt valitsemme Ax = 0.2 ja Ay = —0.1 niin lineaarisella
approksimoinnilla saamme

£(3.2,1.9) = f(3+0.2,2 — 0.1)
~ £(3,2) + £(3,2) - 0.2+ £,(3,2) - (—0.1)
~27+03-02+40.1-(=0.1)
— 2.7+ 0.06 — 0.01 = 2.75.

Huomaa, ettd tassa virheldhteend on myds epatarkkuudet
osittaisderivaattojen arvoissa.
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@ Differentiaali??
Sanomme, etta

Y = a(x, y)dx + b(x, y)dy,

on 1. kertaluvun differentiaalimuoto (i differentiaalimuotokentts koska kertoimet a ja b ovat
muuttujien x ja y funktioita) tai lyhyemmin vain differentiaali. Tassa 1. kertaluvun
tapauksessa voimme pitad dx symbolina, jota vastaa x-akselin suuntaista
yksikkovektoria ja samoin dy symbolina jota vastaa y-akselin suuntaista
yksikkovektoria jolloin differentiaalia 1) vastaa vektorifunktio

[a(x,y)  b(x.y)]-

Téllaista differentiaalia voimme (kunhan kertoimet ovat esim. jatkuvia)
integroida kayrda pitkin: Jos r(t) = x(t)i+ y(t)]j, t € [a, b] on suunnatun
kdyran C parametriesitys (ja funktiot x(t) ja y(t) ovat esim. paloittain
Jatkuvasti derivoituvia) niin

b
/Cw :/ (a(x (1), y ()X (t) + b(x(t), y(t))y'(t)) dt.

v
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X4 Differentiaali??, jatk.

Jos nyt a(x,y) = fi(x,y) ja b(x,y) = f,(x,y) niin ketjusddnndn nojalla
integroitavana on derivaatta jolloin saamme integraalin suoraan
sijoittamalla ja

/Cw = f(r(b)) — f(r(a)) = f(C:n loppupiste) — f(C:n alkupiste).
Jos siis a(x,y) = f(x, y) ja b(x,y) = f,(x,y) niin kirjoitamme ) = df,
sanomme, etta 1 on funktion f kokonaisdifferentiaali ja
df = fdx 4+ f, dy,
Jja taman vastine on approksimointikaavaa
Af = fLAx + f,Ay.

Mutta jos ei pade a(x,y) = f(x,y) ja b(x,y) = f,(x,y) jollain funktiolla
f niin fc 1 on edelleen laskettavissa mutta tulos ei enda riipu pelkdstaan
differentiaalista v ja kdyran paatepisteistd vaan myos siitd miten kidyra
kulkee alkupisteesta loppupisteeseen.

v
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% ¥ Newtonin menetelma: f(x) =0 = x =7
Jos f(x, + Ax) = 0 niin pitee

0 = f(x, + Ax) ~ f(x,) + f'(x,)Ax = Ax~ —f'(x,) *f(x,)
Ja jotta xpt+1 = x, + Ax valitsemme
Xnt1 = X, — F/(x,) 71 (x,).

Kaanteismatriisin f ’(x,,)_:l laskeminen ei ole valttamatontd mutta meidan pitda ratkaista yhtilosysteemi

f/(xn)(xn+1 — xp) = —f(xp). )

% Milloin Newtonin menetelm3 suppenee?

Jos f(x) on jatkuvasti derivoituvia, f(x,) = 0, f'(x.) on kddntyvd matriisi
Jja jos ||xo — x«|| on riittdvan pieni (mille voi antaa riittdva ehto) niin patee
lim,—o0 Xp = X4, Mutta muuten ei ole takeita siitd, ettd menetelma
konvergoi ja vaikeus on I6ytda sopiva alkuarvo (ja tietdad milloin pitda
luovuttaa jos ndyttda siltd ettei menetelma konvergoikaan).

v
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¥ % Newtonin menetelm3

Jos haluamme kayttaa Newtonin mentelmaa yhtalosysteemin

x?> +4y?> = 4, x> — 2x = y — 1 ratkaisemiseksi niin kirjoitamme ensin
systeemin muodossa f(X) = 0, missa siis

f(X)

I
—
X
N
|
N
X
|
<
_I_
|
("
X
I
—
< X
—

Silloin
/ | 2 8y
s = [2x—2 —1]’

Jja meidan pitaa laskea
Xnp1 = X, — f(X,)"(X,), n>0.

niin saamme

N =

Jos valitsemme Xo = 3 ja yo =

- 4 E-B-0 -

4
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% % Newtonin menetelm3, jatk.

Jos kaytamme laskuihin Matlab/Octavea niin maarittelemme ensin
funktion f komennolla
f=0(X) [X(1) "2+4*X(2) "2-4;X (1) "2-2*X (1) -X(2)+1]

Jja sitten sen derivaatan f' komennolla

df=0(X) [2*X (1) ,8*X(2) ;2*xX(1)-2,-1]
Sitten valitsemme X=[1.5;0.5] ja laskemme monto kertaa X=X-
df (X)-1xf (X) (tai X= X-df (X)\f (X)) ja tuloksena saamme

_ [1.716438375580136]

~ [1.716438125053991 |

1.750000000000000]
10.500000000000000|

10.513283501264863 |

0.513283587030878 |

~ |0.513283587030869
~ [1.716438125053991]

1.717105263157895 ]
10.513157894736842 |

[1.716438125054029]

10.513283587030878 |
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@ Miksi Newtonin menetelma konvergoi niin nopeasti kun se
konvergoi?

Oletamme, etti funktio f : RY — RY on derivoituva ja sellainen, ettd on
olemassa vakioita L ja M siten, etta

If'(x+v) = F ()l < Llvll ja [IF ()7 < M,

kaikilla x jav € R (tai ainakin kun x = x,, ja ||| < [|Xn41 — Xn||. Lisaksi
oletamme, etti f(x.) = 0. Jos kidytimme Newtonin mentelmai
yhtaldsysteemin f(x) = 0 ratkaisemiseksi ja laskemme (x,) o niin patee

[Xnt1 — x«|| < AML]|x,, n>1.

_x*||27

Perustelu tihan on seuraava: Jos g : R — RY on jatkuvasti derivoituva
niin pitee g(1) — g(0) — g'(0) = [, (g/(t) — g'(0)) dt. Jos

g(t) = f(x + th) niin g'(t) = f'(x + th)h jolloin
f(x + h) — f(x) — f'(x)h = g(1) — g(0) — &'(0)
— /1 (F(x + th)h — f'(x)h) dt.
0
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@ Miksi Newtonin menetelma konvergoi niin nopeasti kun se
konvergoi? jatk.

Tasta epayhtalosta ja oletuksista seuraa, etta
1
[f(x +h) — f(x) — f'(x)h|| < / |f'(x + th)h — f(x)h|| dt
0
1
< [ Lelwide = Seni

Jos nyt valitsemme x = x,, ja h = x, — x,, niin f(x, +h) =0 ja
Xnt1—Xe = Xp—Xs — ' (X0) T (xn) = F/(xn) " (F(xp+h) —F(xn) —F'(xn)h),
Jja oletuksesta edelld johdetusta epayhtalosta seuraa, etta

[Xn41 — Xi || < M||f(xn + h) — f(xs) — F'(xa)h|| < SML||x, — x,||.

Tist tuloksesta seuraa, ett ainakin jos 3 ML||xm — x.|| < 1 jollain m > 0
niin vektorit X, suppenevat kohti ratkaisua x, ja kun ||x, — x.|| on
riittavan pieni, niin etaisyys ratkaisuun pienenee hyvin nopeasti.

v
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