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¥: Esimerkki: Implisiittinen lineaarinen approksimointi

Funktio z = z(x, y) maariytyy yhtiléstd xz + y?z> + (x + y)z3 = 4 siten,
etti z(—1,—1) = —1. Jos nyt |y + 1| < 0.003 niin meidan pitdd maarittdd
(implisiittista derivointia kdyttden) approksimatiivinen yliraja lausekkeelle
|x 4 1| siten, ettd lineaarisella approksimoinnilla saamme tulokseksi
|z(x,y) + 1| < 0.003.

Merkitdin f(x,y,z) = xz + y?z° + (x + y)z3 — 4. Nyt
f(—-1,-1,-1)=1+1+(-2)(—1) — 4 =0 ja jos z = z(x, y) niin
maaritelmdn mukaan f(x,y,z) = 0 joten lineaarinen approksimaatio antaa

0="Ff(x,y,z) —f(—-1,-1,-1) = fi(—1,—1,-1)(x — (—1))
+h(=1L -1 -1 - (1)) + (=1, -1, -1)(z = (1)),

eli

f(—1,-1,-1)(z+1) = —f (=1, -1, -1)(x+1) — f, (=1, -1, -1)(y + 1)

.
v
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W: Esimerkki: Implisiittinen lineaarinen approksimointi, jatk.
Nyt

f(x,y,z)=z+2°, = f(—1,—1,—1) = —2,
f(x,y,z) =2yz° +2° = f,(-1,-1,—1) = —3,
H(x,y,z) =x+2y%2+3(x+y)2> =  f(-1,-1,-1)=—9.

Tast3 seuraa, etta
9z(x,y)+1| S2/x+1|+3ly+1| eli |z(x,y)+1| S Z|x+1|+ Ly +1]

Jos nyt haluamme, ettd |z(x,y) 4+ 1| < 0.003 niin on meidan pitds, koska
ly + 1| < 0.003, vaatia, ettd

|x + 1] + 3 - 0.003 < 0.003,

josta seuraa, etta

x + 1| < 3(0.003 — 3 -0.003) = 0.009.
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‘& Eulerin ketjusaanto

Oleta, etta funktio F on sellainen, ettd yhtalostd F(x,y,z) = 0 voimme
ratkaista x muuttujien y ja z funktiona, eli x = x(y,z) mutta myés y
muuttujien x ja z funktiona, eli y = y(x, z) sekd z muuttujien x ja y
funktiona, eli z = z(x, y).

Jos x = x(y, z) niin saamme kun derivoimme yhtilén F(x(y,z),y,z) =0
molemmat puolet muutujan y suhteen

ox(y, z)

FX(X(y7Z)7y7z) 8)/ +Fy(X(y,Z),y,Z):O.

Téastd seuraa, ettd kun kirjoitamme x(y, z):n sijasta x niin

Ox(y,2) _ _F(xy.2)

dy _Fx(x,y,z)'

Samanlaisilla laskuilla saamme

dy(x,z)  Fi(xy,2)

N ' 7 -
0z F,(x,y,z)
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& Eulerin ketjusaanto, jatk.

Jja
8Z(X7y) _ _FX(Xayaz)

Ox F.(x,y,z)

Tasta seuraa nyt, etta

dx(y,z) dy(x, z) Oz(x, y) _ (1) Fy(x,y,z) FZ(x,y,z) Fx(x,y, z) _ 1

Oy 0z 0x Fx(x,y,z) Fy(x,y,2) Fz(x,y, z)

Toisella tavalla esitettyna tama kaava on

), (2).(2),
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& Esimerkki: Implisiittinen lineaarinen approksimointi

Karttapaperi on venynyt niin, ettd origosta pisteesta (x,y) kulkevan janan
pituus on kasvanut 2 % ja ja tdman janan ja x-akselin véalinen kulma, joka
alunperin oli 45°, on pienentynyt 1 %. Nyt meidan pitda laskea paljonko
paperi on venynyt x-akselin suunnassa ja paljonko y-akselin suunnassa.
Jos janan pituus on L ja kulma on ¢ niin patee tietenkin

L=+/x*+y?

@ = arctan (X) .
X

Jos merkitsemme x = [y] Jjau= [90] niin voimme kirjoitta ndma yhtalot
muodossa
VXx2+y2—1L 0
f(x,u) = Y =0= :
arctan(%) — ¢ 0
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& Esimerkki: Implisiittinen lineaarinen approksimointi, jatk.

Kun karttapaperi muuttuu niin x ja y muuttuvat pisteiksi x + Ax ja
y + Ay ja etaisyydeksi seka kulmaksi tulee L + AL ja ¢ + Ay jolloin
yhtaloksi tulee

f(x + Ax,u + Au) = 0.

Lineaarisella approksimoinnilla saamme nyt
0 =f(x + Ax,u + Au) — f(x,u) = fi(x,u)Ax + f,(x, u)Au.

Yksinkertaisella laskulla toteamme, etta

X Y
fx(x,u>—[VX2¢y2 “Xi*yzl Jja f.,(x,u):[‘1 0],

_ 0 -1
X2—|—y2 X2—|—y2

Jolloin yhtalésysteemiksi tulee

X y

‘/X2—|—y2 /X2—|—y2 AX - AL
Y X Ay| ~ Ap|
X2+y2 X2—|—y2




‘& Esimerkki: Implisiittinen lineaarinen approksimointi, jatk.
Koska
X y -1 _% _ y
) = VI V| TV
X
Xy X2 | S ety?
niin
X . Yy i X _
Ax . \/ﬁ x2+y2 /x24y2 AL . /X2_|_y2AL -yASO
Ay| = VXY _y x Ap| = | L AL +xA
T e | P | Ve v
Oletuksen mukaan AL = 0.02L = 0.021/x2 + y? ja
Ap = —0.01p = —0.01 arctan(%) jolloin
A
2X 2 0.02 +0.01 - Xgp,
X X
A
2 ~0.02-001- 2.
y y
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(& Esimerkki: Implisiittinen lineaarinen approksimointi, jatk.

Koska oletimme, etta p = %

4
Ax 2 i

~ ~ 0.028
X 100 i 400 ’
Ay ~ 2 _ T ~ —0.012
y 100 400

Paperi on siis venynyt noin 2.8% x-akselin suunnassa ja kutistunut 1.2%

y-akselin suunnassa.

'y X . -
niin < =1 ja saamme
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@ Esimerkki: Aariarvo

Jos meidin pitdd mairittdd funktion f(x,y) = —2x* — ¥ + 4x%e¥
paikalliset dariarvot niin laskemme ensin funktion derivaatan joka on
f'(x,y) = [-8x3 + 8xeY, —4e¥ + 4x?e’]|. Tami derivaatta eli gradientti
on nollavektori kun

—8x> + 8xe” =0,

—4e% 1 4x%eY = 0.

Jos x = 0 niin —4e% + 4x’e¥ = —4e* < 0 joten x # 0 ja ensimmdiisestad
yhtilostd seuraa, ettd e = x? jolloin jalkimmadaisests seuraa, ettd x® = x*
eli x = +£1 koska x on reaalinen ja # 0. Silloin e¥ =1 eli y = 0 ja kriittiset
piseet ovat (£1,0).

Naiden kriittisten pisteiden luonteen selvittamiseksi meidan pitaa laskea
funktion toinen derivaatta ja se on

" _ [(—24x2 + 8¢) 8xeY
Floy) = [ 8xeY (—16e + 4x2eY)
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W Esimerkki, jatk.

—16 <8
+8 —12
(—16) - (—12) — 64 = 128 > 0 joten ominaisarvot ovat samanmerkkiset ja
koska lavistajaalkiot ovat negatiiviset niin ominaisarvotkin ovat negatiiviset
ja (1,0) ja (—1,0) ovat kaksi paikallista maksimipistetta.ynden muuttujan

Néin ollen f"(£1,0) = [ ] . Néiden matriisien determinantti on

derivoituvalla funktiolla ei voi olla tismalleen kaksi kriittistd pistettd, jotka molemmat ovat maksimipisteita.

o Funktio f(x,y) = —2x* — e¥ + 4x2eY ei saavuta pienints arvoa
joukossa R? koska limy_so0 f(x,0) limy_yo0(—2x* — 1 + 4x?) = —o0.

o Suurin arvo 1 saavutetaan pisteissd (+1,0) ja timan osoittamiseksi
riittdd osoittaa (mikd tissd nyt jai tekemittd), ettd f(x,y) < 3 kun
(x,y) & Q={(x,y): |x| <3, |ly| <In(3)}. Tama seuraa siita, ettd
funktio saavuttaa suurimman arvonsa suljetussa joukossa €2 U 0f2
mutta jos pystymme osoittamaan ettd suurin arvo joukon €2
ulkopuolella (mukaanlukien reuna) on korkeintaan % niin suurin arvo
joukossa Q ja samoin joukossa R? saavutetaan jossain kriittisessd

pisteessa, eli pisteissa (£1,0) missa funktion arvo on 1.
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(& Esimerkki: Suurin ja pienin arvo

Jos meidan pitdd mairittda funktion f(x,y) = x>+ y? —4x — 2y + 7
suurin ja pienin arvo joukossa Q = {(x,y) : x>0,y > 0,x +y <5} niin
laskemme ensin gradientin VI = (2x — 4)i + (2y — 2)j nollakohdat, ja

ndemme, ettd ainoa nollakohta on pisteessa (2,1), joka kuuluu kyseiseen
Jjoukkoon.

Seuraavaksi tutkimme ko. alueen reunaa joka koostuu kolmesta osasta:

A1 ={(x,0):0<x <5},
Ay ={(0,y):0<y <5}
A3:{(X,y)IX—|—y:5, OSXSS}

o Joukossa Ay funktio on g(x) = f(x,0) = x> — 4x + 7 ja koska

g’'(2) = 0 niin ndemme ettd mahdolliset dariarvopisteet ovat (0, 0),
(2,0) ja (5,0).
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‘& Esimerkki: Suurin ja pienin arvo, jatk.

o Joukossa A funktio on h(y) = f(0,y) = y?> — 2y + 7 ja koska
W (1) = 0 niin ndemme ettd mahdolliset dariarvopisteet ovat (0,0),
(0,1) ja (0,5).

o Joukossa A3z funktio on
k(x) = f(x,5—x) = x2+(5—x)?> —4x—2(5—x)+7 = 2x> — 12x +22
Jja koska k'(3) = 0 niin ndemme ettd mahdolliset dariarvopisteet ovat
(5,0), (3,2) ja (0,5).

Koska
f(2,1) =2, f(0,0)=7 f(2,0)=3
f(5,0) = 12, f(0,1) =6, f(0,5) = 22
f(3,2) = 4,

niin paattelemme, ettd pienin arvo on f(2,1) = 2 ja suurin f(0,5) = 22.

v
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& Esimerkki: Taylorin polynomi

Jos
fy) = S Lin(+x )
xX,y) = ——1In X —y),
y oy y
missa e00—1 =1 ja oletamme, ettd 1 + x — y > 0 niin voimme maarittaa

funktion f 2. asteen Taylorin polynomin pisteessd (0,0) kdyttden hyviksi
Taylorin polynomin yksikasitteisyytta ja kehitelmia

el 1+ le+ i+ L3+ jam(lr )=t -1+ 18+
seuraavalla tavalla: Sijoitamme naihin kehitelmiin lausekkeet x + y seka
X — y ja otamme mukaan vain ne termit joista tulee korkeintaan astetta 2
olevia termia. Nain saamme

foy) = (14 50k 0) 4 bty ) (= y) = 5=y +-)
1 2 1 2
:x—y—E(X—y) +§(x—i—)/)(X—y)—|—...:x—y—i—xy—y +...
Nain ollen Taylorin polynomiksi tulee
X—y—|—xy—y2. )
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@ Taylorin 2. asteen polynomi ja diriarvot

Oletamme, etti f : RY — R on kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva ainakin
pisteen xq laheisyydessa. Merkitsemme h = x — xg ja maarittelemme

g(t) = f(xo + th). Silloin
1 1 1
5(1) = 80+ [ &(t)dt = g(0)- K (1-g () de+ | (-0 (B)dr
— g(0) + £(0) + / (1- 1)g"(0) + / (1 - 1)(g"(t) — &"(0)) dt
0 0

1 1
=£(0)+£'(0) + 58"(0) + /0 (1—1)(g"(t) — &"(0)) dt.

Ketjusddnnén nojalla g'(t) = f'(x + th)h = hTf/(x + t h)" josta seuraa,
ettd g"(t) = h"f"(x + th)h joten

f(x) = f(xo) + F(x)(x — x0) + %(x —x0) " f"(x0)(x — X0) +7(x),

missa

.
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@ Taylorin 2. asteen polynomi ja aariarvot, jatk.

1
n(x) = /0 (1 —t)(x —x0)" (F(x0 + t (x — x0)) — " (x0)) (x — xo) dt.

Nyt max.cpo 17/ " (xo + t (x — x0)) — f"(x0)|| = O kun x — xo koska

oletamme, ettd " on jatkuva ja siitd seuraa, ettd limy_,x, % —0.

Jos A on mikd tahansa d x d-matriisi, joka on symmetrinen ja reaalinen
(kuten " (xq)) niin

Amin|[h]|? < hTAh < Amax||hl|?.

Jos siis '(xg) = 0 ja kaikki f”(xo):n ominaisarvot ovat positiiviset, niin
silloin pienin niistd Amin on myds positiivinen ja
n(x)

1
f(x)>f —Amin + —————— — x> > f :
()2 £x0) + (GAmin + T2 ) = s0lP 2 Flo)

. .. . 77(’() 1 _
kun ||x — xol|| on niin pieni, ett3 T2 > —5Amin-

v
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©@Miksi C = (ATA)LATY on nelidsumman C — [|[AC — Y||?
minimipiste ?
Voimme kirjoittaa minimoitavan funktion muodossa

F(C)=(AC—Y)T(AC—Y)=CTATAC-CTATY —YTAC+ YTY

= CTATAC —2YTAC+ Y'Y,
Jolloin derivaatta on
F'(C)=CT(ATA+ (ATA)T) —2YTA.
Koska (ATA)T = AT A niin voimme kirjoittaa yhtilén F'(C) = 0 muodossa
CTATA=YTA = ATAC=ATY = C=(ATAATY.

Toisella tavalla: Jos maarittelemme P = A(ATA)~LAT niin P> = P eli P
on prczjektio ja PTA= PA = A josta seuraa, etta jos kirjoitamme
C=C+ (ATA) LAY niin AC = AC + PY ja

F(C)=|AC — (Y = PY)|? = |AC|> —2(Y — PY)TAC + ||[PY — Y2
=[|AC|[P=2Y T (A=PTA)C+||PY =Y |2 = [AC|*H|IPY =Y | > || PY - Y||°.
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W Esimerkki: Linaarinen regressio
Meilld on seuraavat havainnot muuttujista x ja y:

x [ 96| 110|103 | 127 | 60 | 54| 43| 36 | 20 | 11 | 22
y|76| 74 | 76 | 87 | 66| 59| 63| 60 | 55 | b2 | 46

Jos haluamme maarittaa luvut a ja b siten, ettd y ~ a + bx minimoimolla
nelibsummaa Z}il(a + bx; — yj)? niin méarittelemme 11 x 2 matriisin A
siten, ettd A(j,1) =1, A(J,2) = xj ja 11 x 1 pystyvektorin Y siten, ettd
Y(j,1) = y;. Silloin vektori (ATA)"LATY sisiltds optimaaliset kertoimet a
ja b.

Matlab/Octavessa lasku menee seuraavalla tavalla:

A=[1, 96; 1, 110; 1, 103; 1, 127; 1, 60; 1, 54; 1,43; 1,36;
1,20; 1, 11; 1,22]

Y=[76; 74; 76; 87; 66; 59; 63; 60; 55; 52; 46]

C=inv (A’ *A)*A’xY jolloin saamme tulokseksi a = C(1) = 47.014 ja

b= C(2) = 0.28863.
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% Esimerkki: Linaarinen regressio, jatk.

Voimme myés laskea X = + daXijay= . i1 Yj jolloin

> (i =Xy —y) .

b= aa=Yy— bx. Nama laskut voimme suorittaa

> i1 (g = X)?
komennoilla
x=[96, 110, 103, 127, 60, 54, 43, 36, 20, 11, 22];
y=[76, 74, 76, 87, 66, 59, 63, 60, 55, 52, 46];
b=cov(x,y)/var(x), a=mean(y)-b*mean (x)

v
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W Esimerkki: Linaarinen regressio, jatk.

Jos nyt haluaisimme arvioida miten luotettavia numeroarvot a = 47.014 ja
b = 0.28863 ovat niin voimme joko kayttaa perustilastotieteen
standardioletuksia riippumattomuudesta ja normaalijakautuneisuudesta tai
sitten menetella seuraavalla tavalla: Valitsemme satunnaisesti
(takaisinpanolla) 11 pistetta (x,y) joukosta { (xj,y;) 11 <j <11} ja
laskemme nailla arvoilla lineaariset regressiokertoimet a ja b ja taman
toistamme kunnes olemme saaneet riittdvan monta arvoa. Laskut voimme
tehda ndilld komennoilla (missd A on edelld maaritelty matriisi):

for k=1:100, jj=floor(lix*rand(11,1))+1;
CC:,k)=CA(Gj,:)°*A(G],:))\A(G],:)’*Y(j]) ;end

Silloin esimerkiksi b:n jakauma on seuraavanlainen:

0.2 0.25 0.3 0.35
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‘& Esimerkki: Pienimman neliGsumman menetelma
Meilld on pisteet (x;,y;), j=1,...,n,
x=[0.24 0.42 0.63 0.83 1.28 1.74 2.12 2.7 2.89 3.14]
y=[0.24 0.41 0.59 0.74 0.96 0.99 0.85 0.43 0.25 0]
oletamme, ettd y ~ ¢1 + cox + c3x° ja haluamme maarittda kertoimet cy,
Cp ja c3 annettujen pisteiden perusteella.
Yht3 ainoata oikeata vastausta ei (tietenkaan) ole olemassa joten on
tarkedta, etta teemme selvidksi miten maaritamme kertoimet.
Yksinkertaisinta on valita ¢j, j = 1,2, 3 siten, ettd nelibsumma
n
S (a + cxj + c3x? — y)°
j=1
on mahdollisimman pieni. (Tdssa tapauksessa saisimme melkein saman
tuloksen jos nelién paikalla olisi itseisarvo.) Voimme derivoida lausekkeen
muuttujien c1, ¢ ja c3 suhteen, ja hakea piste missa derivaatat ovat 0.
Tehokkas tapa laskujen suorittamiseksi on kirjoittaa yhtalosysteemi
c1 + GX; + C3XJ-2 — yj = 0 muodossa AC — Y ~ 0 missd A(j, k) = xjk_l,
C(k,1) =ckja Y(j,1) =y
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‘& Esimerkki: Pienimman neliGsumman menetelma, jatk.
Funktion C — ||AC — Y||?> = CTATAC —2YTAC + Y'Y derivaatta on
2CTATA —2YTA jatimidon0 kun C = (ATA)"1ATY.
Matlab/Octavessa voimme kirjoittaa timan seuraavalla tavalla
A=[(1+0%*x’), x’, x’.72]; Y=y’;
Ja sitten laskemme
C= (A’xA)\A’*Y
—0.060453
Tastd saamme C = | 1.314680 |. Pisteet ja kdyrd nayttivat
—0.415687
seurvaavanlaisilta:
D\
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W Esimerkki: Lagrangen kerroin

Jos haluamme md&érittda lyhimméan etéisyyden jostain paraabelin y = x?

pisteestd pisteeseen (3,0) niin voimme kayttdd Lagrangen kerrointa
seuraavalla tavalla:

Minimoimme etéisyyden neliét eli funktiota f(x,y) = (x — 3)2 + y? kun
g(x,y) = x> — y = 0 ja muodostamme Lagrangen funktion

F(x,y,0) = (x =3)% + y? + A(x* — y).
Ehto, etta F:n gradientti on 0 antaa yhtalosysteemin

Fx(x,y,A) =2(x —3) +2Ax =0,
FY(Xay,)\) — 2.y_ )\ — 07
Fx(x,y,\) = x2 —y =0.
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W Esimerkki: Lagrangen kerroin

Kolmannen yhtilén (eli rajoitusehdon) nojalla y = x? ja kun sijoitamme
timan toiseen yhtiléén saamme \ = 2x° jolloin ensimmdisen yhtalon
nojalla niemme, etta x + 2x3 = 3. Nyt huomaamme, ettd x = 1 on taman
yhtalén ratkaisu ja muita ei ole koska funktio x — x + 2x3 on aidosti
kasvava. Silloin y =1 ja f(1,1) = 5.

Funkio f on jatkuva ja lim,2 2, f(x,y) = oo joten funktion f
minimiarvo saavutetaan jossain pisteessi. Koska funktiot f ja g ovat
Jatkuvasti derivoituvia ja g:n derivaatta 2xi — j # 0 niin minimipiste
saavutetaan pistessa (joka yhdessd \:n kanssa) on Lagrangen funktion
kriittinen piste. Niin ollen voimme olla varmoja siita, ettd (1,1) todella on
minimipiste ja etdisyys on /5.

%Huom!

Edellisessa esimerkissa Lagrangen kertoimen kaytté ei oikeastaan tarjonnut
mitaan suurta etua verrattuna muihin mahdollisuuksiin mutta Lagrangen
menetelman vahvuudet tulevat esille kun ratkaistava ongelma on
vaikeampi. ]
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@ Mita Lagrangen kerroin " kertoo” ?

Oleta, etti funktion f(x) suurin (tai pienin) arvo kun g(x) +c¢ =0
saavutetaan pisteessa x(c) ja ettd timd piste (yhdessd \(c):n kanssa) on
Lagrangen funktion L(x,\) = f(x) + A(g(x) + ¢) derivaatan nollakohta eli

f'(x(c)) + A(c)g'(x(c)) =0,
g(x(c))+c=0.

Jos nyt h(c) = f(x(c)) on maksimiarvo (tai minimiarvo) niin
ensimmaisesta yhtalosta seuraa, etta

h(c) = f'(x(c))x'(c) = =A(c)g’(x(c))X(c).

Koska g(x(c)) = —c niin patee g'(x(c))x'(c) = —1 ja silloin myés

Lagrangen kerroin siis kertoo miten maksimi- tai minimiarvo riippuu
muutoksista rajoitusehdossa.

v

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0207 Differentiaali- ja integraalilaskenta 9. helmikuuta 2016 26 / 51




@ Miksi Lagrangen menetelma toimii?

Oleta, etti f ja g : R® — R ovat jatkuvasti derivoituvia, g(xo, yo,20) = 0
ja f(x,y,z) > f(xo, y0, 20) kaikilla (x,y,z) € R> joilla g(x,y,z) =0 ja
ettd g'(xo, o, 20) # 0. Voimmeko tistd paatelld, ettd on olemassa luku \g
siten, ettd (xo, Y0, 20, Ao) on funktion L(x,y,z,\) = f(x,y,z)+ A\g(x,y, )
kriittinen piste eli derivaatan nollakohta?

Koska g'(xo, Yo, 20) # 0 niin ainakin yksi komponentti ei ole 0 ja
oletamme, ettd esimerkiksi g,(xo, yo, 20) # 0. Implisiittifunktiolauseen
nojalla tiedimme, ettd on olemassa funktio h(x,y) siten, ettd

h(x0, y0) = 20 ja g(x,y, h(x,y)) =0 kun ||(x,y) — (x0, Yo)|| on riittdvan
pieni. Mutta silloin f(x,y, h(x,y)) > f(xo, Yo, h(x0, y0)) ja funktion

(x,y) — f(x,y, h(x,y)) derivaatta pisteessi (xg, yo) on 0, eli

fx (X0, Y0, h(x0, ¥0)) + fz(x0, Y0, (X0, ¥0)) hx(x0, o) = O,
fy(x0, Y0, h(x0, ¥0)) + fz(x0, Yo, h(x0, Y0)) hy(x0, yo) = O.
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@ Miksi Lagrangen menetelma toimii? jatk.

Derivoimalla yhtalon g(x,y, h(x,y)) = 0 molemmat puolet saamme

gX(X07y07 h(X07y0)) + gZ(XO?yO7 h(X07y0))hX(X07y0) — 07
gy (x0, Y0, h(x0, ¥0)) + &2(x0, o, h(x0, ¥0))hy (x0, vo) = 0.

Jjosta seuraa, ettd kun ratkaisesmme hy(xo, o) ja hy(xo, yo) ndista
yhtal6istad ja muistamme, ettd zg = h(xg, yo) niin saamme

X0, Y0, 20
fx (X0, Y0, 20) — 20, )gx(X07YO7ZO) =0,
g-(x0, Y0, 20)
(XO )/0720)
f, X0, Y0, 20 X0, Y0, 20 =0.
Y( ) gz(XO Y0, Z) ( )

_ fZ(XanOazO)

Jos nyt valitsemme \g = 22 (x0,Y0,20)

niin patee L'(xo, yo, 20, Ao) = 0.
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& Esimerkki: Regressiosuora ja Lagrangen kerroin

Meilld on pisteet (x;,y;), j =1,...,n ja haluamme méarittdd suoran

ax + by + ¢ = 0 siten, ett3 etdisyyksien nelibiden summa pisteista (x;, y;j)
suoraan ax + by + ¢ = 0 on mahdollisimman pieni. Nain ollen meidan
pitdd minimoida lauseketta

n

(ax; + by; + c)?
F(a,b,c):Z Jaz +Jb2 :

j=1

Derivoimalla tatad funktiota muuttujan ¢ suhteen saamme

F.(a,b,c) = ﬁ Z}’Zl(axj + by; + c) ja ehdosta F. = 0 seuraa

aX + by + ¢ = 0 eli suora kulkee pisteen (X,y) = (% D i1 X . 1Y)
kautta. Néin ollen voimme, kun korvaamme pisteet (x;, y;) pisteilla

(xj — X,y —y) olettaa, ettd x =y = 0 jolloin ¢ = 0 ja suoran yhtalé on
ax + by = 0.

Koska meidin tiytyy vaatia, ettd (a, b) # (0,0) voimme yhtd hyvin vaatia,
ettd a®> + b%> = 1 jolloin meidin taytyy I6ytas funktion

(a,b) = > i(ax; + by;)? pienin arvo kun a* + b* = 1.

y
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‘& Esimerkki: Regressiosuora ja Lagrangen kerroin, jatk.

Jos maarittelemme X = [X] ja M= [Xl X2 X"] niin
y yi Y2 ... Yn

N (ax; + byy)? = [MTX|2 = (MTX)T(MTX) = XTMMT X,
j=1

ja rajoitusehto on XTX = 1.
Tasta syysta muodostamme Lagrangen funktion

LIX,A) = XTMMTX + X\(XTX —1).

Haemme taman funktion derivaatan nollakohdat ja se on seuraavan
yhtalosysteemin ratkaisu:

Lx = XT(MMT + (MMT)T) +2AXT =0,
[L=X"X—-1=0.
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‘& Esimerkki: Regressiosuora ja Lagrangen kerroin, jatk.
Koska (MM™)T = MMT niin saamme transponoimalla
MMTX = —\X,

eli —\ on matriisin MMT ominaisarvo ja X on vastaava ominaisvektori.
Minimoitavan funktion arvo on

XTMMTX = —AXTX = =),

joten meidan pitds valita vektoriksi X matriisin MMT pienemp&an
ominaisarvoon liittyva ominaisvektori.
Jos laskemme matriisin M singulaarihajotelman M = USV'T niin matriisin

U toinen sarake U(:,2) on hakemamme ratkaisu [Z] Jja suoran

suuntavektori on ensimmdinen sarake U(:,1).

Jos meilla on vaakavektorit x ja y niin voimme suorittaa nama laskut
Matlab/Octavessa komennoilla:

M = [x-mean(x);y-mean(y)]; [u,s,v] = svd(M);

Jolloin a=u(1,2), b=u(2,2) ja c = -a*mean(x)-b*mean(y)
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(@ Esimerkki: Boltzmannin jakauma

Kaasussa on N molekyylia ja jokainen niistd voi olla tilassa j jolloin sen
energia on Ej missa j =1,...,M, (1 <M < o0). Jos molekyyleista N;
ovat tilassa j niin ZJAil N; = N ja jos niiden yhteenlaskettu energia on E,
niin patee zjl\il NiE; = E.

On olemassa
N!

Ni!Npl .. Nyl

erilaista tapaa milla N molekyylia voivat sijoittua eri energialuokkiin siten,
ettd luokassa j on N; molekyylia. Nyt meidan pitdd maarittaa osuudet %
siten, ettd tama luku, tai yhtapitavasti sen logaritmi, on suurimmillaan kun

M - M
Zj:l N; =N ja Zj:l N;Ej = E.
Niin sanotun Stirlingin kaavan mukaan
In(k!) ~ (k + ) In(k) — k + % In(27) joten me haemme lausekkeen
(N+ 1) In(N) = N =37 (N + 3)In(N;) + 32, Nj suurinta arvoa
emmeka valitd vaatimuksesta, ettd lukujen N; pitaisi olla kokonaislukuja.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0207 Differentiaali- ja integraalilaskenta 9. helmikuuta 2016 32 /51



& Esimerkki: Boltzmannin jakauma, jatk.
Lagrangen funktioksi tulee

L(N1, ..., Npy A, ) = (N + 1) Z(N + LIn(N)

Derivaatan nollakohdat toteuttavat yhtalosysteemin

oL _
oN;

M

oL

a:Z/vj—Nzo,
j=1

—In(N;) =1 — —+AX+puE =0, j=1,...,M,

M

oL

@:ZNJEJ—EZO.
j=1
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‘& Esimerkki: Boltzmannin jakauma, jatk.
Ensimmadisista yhtaloista saamme ratkaisuiksi

_]__L_i_/\
2N; T GHE) e)\ le

Nj:e

Jja laskemalla yhteen saamme
M
N ~ e 1 E et j=1,... M.

Nain ollen

ja i maaraytyy ehdosta
M .
21 EjetS

Tavallisesti kirjoitetaan p = —% missd k on Boltzmannin vakio.

33 /51
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@ Gradientti- ja konjugaatti-gradientti-menetelma3

Gradientti-menetelma funktion f minimin I6ytamiseksi toimii seuraavalla
tavalla: Aloitetaan jostain pisteesta xqo ja kun algoritmi on tullut pisteeseen
X, niin valitaan suunta s, = —f'(xq)" (kun oletetaan, etti f'(x,) on
rivivektori jolloin s, on pystyvektori kuten x,,) ja seuraavaksi pisteeksi
valitaan X, 11 = X, + tpSp, missa t, maaraytyy ehdosta

f(xn + taSn) = minger (X, + ts,) (tai ainakin niin ettd I6ydetdan
paikallinen minimipiste).

Konjugaatti-gradientti-menetelma toimii periaatteessa samalla tavalla
mutta ainostaan kun n = 0 valitaan so = —f'(xo)" ja muuten kun on
loydetty piste x,41 niin valitaan uudeksi suunnaksi

f! Xn+1 2
Spt+1 = _f/(xn+1)T + ||Hf(’(x+)])]|2| Sn-

Seuraavaksi tutkimme miten ndma menetelmdt toimivat kun
f(x,y) = x>+ 1.96xy + y? = 0.02x% + 0.02 y2 + 0.98(x + y)? eli

1 0.98 X
- T . o - . -
f(X)=X"'BX missi B = [0.98 1 ]_/aX— [y]

y
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@ Gradientti- ja konjugaatti-gradientti-menetelm3, jatk.

Funktion t — f(X + tS) derivaatta on 25T BX + 2tS" BS joten tima
funktio saavuttaa pienimman arvonsa pisteessa

B STBX
STBS

Kayttamalla tata tulosta hyvaksi saamme gradienttimenetelmalla
esimerkiksi seuraavat pisteet:

X S.

. _ [-0.98000] ~_ [-0.08000]  , _ [-0.94119]
®~ | 1.00000 |’ ' 0.96040 | >~ 1 0.96040 |’

(—0.94119] [—0.90392] (—0.90392]

X3 = | 0.92237 | )Q“"_(192237_ K= | 0.88584 |

Syy siihen, ettei gradienttimenetelma toimi tatd paremmin, on etta
matriisin B ominaisarvot \1 = 0.02 ja Ao = 1.98 ovat niin erisuuret ja
tassa esimerkissa alkuarvo Xy oli valittu erityisen epaedullisella tavalla.

v
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@ Gradientti- ja konjugaatti-gradientti-menetelm3, jatk.

Konjugaatti-gradientti-menetelmalla saamme samalla alkuarvolla

—0.98 : : —0.98000 :
Xo = [ . ] ensin saman pisteen X1 = [ 0.96040 ] kuin
gradienttimenetelmalld mutta uusi suunta on (koska f'(X)"T = —2BX)

X{ BBX .
s, — _oBx, + X1BBX 0.077616 ] |

XJ BBX, (—2B%) = [—0.076064

Jolloin saamme

TBX
X x,_ S1BXg [0.0000e—|—00 ] |

S{ BS: —4.7740e — 15

Ja tarkka lasku olisi antanut vastaukseksi origon.

Voidaan osoittaa, ettd jos f(X) = XTBX 4+ CX missd B on d x d-matriisi
Jjoka on reaalinen, symmetrinen ja jonka ominaisarvot ovat positiiviset ja C
on 1 x d-rivivektori niin konjugaatti-gradientti-menetelma tarvitsee
(korkeintaan, jos lasketaan tarkasti) d askelta minimipisteen I6ytamiseksi.
Kaytiannéssa minimoitavat funktiot eivat tietenkdan ole tati muotoa
mutta minimipisteen laheisyydessa ne voivat olla melkein tallaisia.
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& Esimerkki: Lineaarinen optimointi

Jos meidan pitaa ratkaista seuraava lineaarinen optimointiprobleema

max b5x; + 3xp + 2x3
X1, X2, X3 Z 0

4x; + bxo + 2x3 < 20
3x1 + 4 — x3 < 30

niin voimme menetelld seuraavalla tavalla: Ensin lisdamme
ylijdgamamuuttujat s; ja sp rajoitusehtoihin eli kirjoitamme

4x1 + 5xp 4+ 2x3 + 51 = 20 ja 3x1 + 4xp — x3 + sp = 30 jolloin epayhtalot
muuttuvat ehdoiksi s; > 0 ja sp > 0. Maksimoitavan funktion kirjoitamme
yhtalond muodossa q — 5x; — 3xp — 2x3 = 0. Nyt voimme kirjoittaa nama
yhtalot seuraavana taulukkona

~NQO|Q
EN
O
N
—
S
S

o
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‘& Esimerkki: Lineaarinen optimointi

Yhtalosysteemin ratkaisuksi otamme nyt s; = 20, sp =40 jag =0 ja
silloin x1 = xo = x3 = 0 koska niiden sarakkeissa ei ole tukialkoita .
Kantamuuttujat ovat siis nyt {s1,s>} (jos q:ta ei lasketa sellaiseksi).
Seuraavassa vaiheessa valitsemme uudeksi kantamuuttujaksi x1:n koska
sen kerroin viimeisella rivilld on negatiivisista kertoimista itseisarvoltaan
suurin. Kantamuuttujien joukosta poistamme muuttujan s; jonka tukialkio
on rivilla 1 koska Lo L (Jos poistaisimme muuttujan sy niin sy saisi
negatiivisen arvon. ) Gaussm eliminaatiomenetelman rivioperaatioiden
avulla saamme nyt yhtalosysteemiksi

q| X1 X2 X3 S1 S | =
O|[1)|125) 05| 02| 0 5
0| 0 (025|-25|-075||1]]| 15
1| 0 325 05| 125 | 0 | 25

Nyt kantamuuttujat ovat {x1, s»} ja optimaalinen ratkaisu on x; =5,
xp = x3 = 0 koska kolmannella rivilla ei ole yhtaan negatiivista lukua
Jolloin emme pysty kasvattamaan q:n arvoa vaihtamalla kantamuuttjia.
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@ Esimerkki: Integroimisjirjestysta ei voi aina vaihtaa

) 2_ 2 , . -
Funktio (x, y) % on origoa lukuunottamatta jatkuva kaikissa

pisteissa (ja integraalien kannalta on yhdentekevaad miten se maaritellaan
2
origossa). Erityisesti patee silloin, ettsd integraali fo W dx on kaikin
puolin hyvin maaritelty kun y > 0.
. : . . : 2_,2
Tdman integraalin laskemiseksi toteamme, ettd funktio t — fot % dx

- - - 2— 2 rl -
saa arvon 0 origossa ja sen derivaatta on (tt2+—y2)2 Mutta myds funktio

t— — > saa arvon 0 kun t = 0 ja sen derivaatta on

t2+

(tP+y?)—t-2t t2—y?
(12 + y2)2 (12 4 y2)2°

—22 + > kaikilla t ja erityisesti

1 X2—y2 1
5oy X = — 2"
0o (x2+y?) 1+y
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N3in ollen fo ();;);)2 dx =




& Esimerkki: Integroimisjarjestysta ei voi aina vaihtaa, jatk.

1 1

Funktio y — —3 Y Tiy?

niin

on jatkuva ja koska % arctan(y) =

1 1 X2—y2 1 1 ; i
/, (/o de) ay=- 1+yzdy——[ arctan(y) = — -

2 2 2

2_ _ g ] . .
Koska ﬁ = —ﬁ niin sama paattely kuin edelld osoittaa, etta

1 L2 P - - 1 L2
/o (/0 02 T2 dy) dX‘Z#‘Z‘/o (/0 R dx) d

Fubinin lauseen nojalla voimme silloin myéds vetaa johtopaatoksen, etta

2 92 1 10 .2 2
X- — X- —
// 2 yzsz:/ (/ 2 yzzdx>dy

0,1]x[0,1] | (x* +¥2) 0 o |(x*+y?)

1 1] .2 2

X- =Yy

= — 1 d dx = oo.
/o</o (2 + y2)2 y)
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W Esimerkki: Integroimisjirjestyksen vaihto

Jos haluamme vaihtaa integroimisjarjestyksen integraaleissa

4 2 4 4
(a) / / by, ) / / sl
o Jyy o Jyy

niin voimme menetella seuraavalla tavalla:
(a) Integroimisalue ndyttid seuraavanlaiselta:

1 2
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W Esimerkki: Integroimisjarjestyksen vaihto, jatk.
Koska x = \/y kuny = x? ja x > 0 niin voimme kuvion perusteella
paatella, ettd 0 < x <2 jal0 <y < x2. Tistd seuraa, etts att

4 r2 4 2 2 x?
// ydxdy:/ /ydx dy:/ / ydy | dx
o Jyy o \Jvy o \Jo
2 x? 2 2
:/ / %y2 dX:/ %x4dx:/ 1—10x5:E.
0 0 0 0 >

(b) Integroimisalue ndyttda seuraavanlaiselta:

1 2 3 4
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W Esimerkki: Integroimisjarjestyksen vaihto, jatk.

Tassa tapauksessa 0 < x <4, 0<y < x2 jay <4 joten kun 0 < x <2
niin patee 0 <y < x2 Jja kun 2 < x < 4 niin patee 0 < y < 4. Nain ollen

saamme (a)-kohdan nojalla

4 (4 2 x2 4 4
/ / ydxdy:/ (/ ydy) C|X-|—/ (/ ydy) dx
o Jyy 0 0 2 0
16

6 96

o VAR 16 [* 1
== 1y2) dx = — 8dx=— +8(4—2)=—.
5+/2 zzy X 5+/2 X 5+( ) E

Matlab/Octavessa voimme numeerisesti laskea tillaiset integraalit
madarittelemalld integroitavaa funktiota komennolla

f=0(x,y) y.*(y< x.72)

jolloin siis f(x,y) = 0 kun y > x? ja sitten (a)-tapauksessa laskea
dblquad(£f,0,2,0,4)

Ja (b)-tapauksessa

dblquad(£f,0,4,0,4).

/ 51

v
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@ Integroimisjarjestyksen vaihto

Jos ha/uamme vaihtaa integroimisjarjestysta integraalissa

/ / 50 dxdy niin meidan pitaa ensin todeta, etta
X

mtegro:m/sa/ueessa patee0 <y <1ljal<x< 2 Jolloin 0 < x < o0 ja
y? <t Josta seuraa, ettd 0 < y < min(-L T 1). Tasta seuraa, etta

0<y<1kun0<x<1_/a0<y<\/—kun1<x<oo Nain ollen
saamme

\/_ Xy
// 1—|—x2dXdy // X2dydx—|—// 1—|—x2dydx

Integroimisalue ndyttda suunnilleen seuraavanlaiselta:
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(& Integroimisjarjestyksen vaihto

Jos lisaksi haluamme laskea integraalin, niin saamme

// 2dydx+/ /f i 5 dy dx
+ x + x
11 xy? \/?1 xy? 11 x
— dx = — dx
21—|—X2 1 Jo 21+x2 0 21+ x?

1 >1
_ 2
+/1 21—i—x2dx Kzln(l—i—x)—kl Earctan(x)

— %(m(z) —In(1)) + % (XImearctan(X) - arCta“(l))

1 1 /m 1 T
1 n( )—|— > (5 1 2 n( )—I— 3 0,5659858770

v
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@ Muuttujien vaihto

Oletamme, ettd D on suunnikas, jonka kulmapisteet (c, d)
ovat (0,0), (a,b), (c,d) ja(a+c,b+d). (2. b)

Jos x = as + ct jay = bs + dt niin m

xityj=s(ait+bj)t+t(cit+dj) eli m = [Z f/] [i = mH [Z']

Ja tama on suunnikkaan sivujen ai+ bj = [Z] Jjaci+dj= [g’]

lineaarikombinaatio. Talla tavalla saamme kaikki sunnikkaan pisteet kun s
jate[0,1] eli (x,y) € D missd x = as + ct jay = bs + dt jos ja vain jos
(s,t) € D, =[0,1] x [0, 1].
Suunnikkaan pinta-ala on

I{ai+ bJ) x (ci+dj)|| =

pinta-ala on tietenkin 1.

a c :
det ([b d])| = |ad — bc| ja nelién D,
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@ Muuttujien vaihto, jatk.

Jos nyt maarittelemme
a(va) - 8_)s< 8_); . a b o
8(s,t)_det([% % = det A = ad — bc,

niin ndemme, etta jos f on vakio niin

// fdxdy = // f|8(x’y)
D p. |0(s,t)

Jos teemme (mielivaltaisen) muuttujien vaihdon x = x(s,t), y = y(s, t)
niin saamme lineaarisella approksimoinnilla

dsdt.

x =~ x(sp, to) + xs(to, S0)(s — so) + xt(s0, to)(t — to),

y = y(so0, to) + ¥s(to, S0)(s — s0) + yt(s0, to)(t — to),
Josta seuraa, etta kun (s, t) € [so, sop + As] X [to, to + At] niin saamme
alueen, joka on melkein suunnikas. Sitten meiddn pitda yleisessd

tapauksessa laskea yhteen integraalit "suunnikkaiden” yli ja tarkistaa, etta
virheiden summa pysyy mielivaltaisen pienena.

v
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W Esimerkki: Muuttujien vaihto ja [~ e dx
Olkoon E = [3* e~ dx. Silloin

F2 — ( / e X dx) ( / e X dx) — ( / e X dx) ( / eV dy)
0 0 0 0
:/ / e e’ dxdy:/ / e~ (*+y?) dxdy.
0 0 0 0

Nyt teemme muuttujien vaihdon x = r cos(6) ja y = rsin(0) ja toteamme,
ettd (x,y) € (0,00) x (0,00) jos ja vain jos r >0 ja 0 € (0, 37). Lisaksi
pitee dxdy = rdrdf ja x> + y® = r? joten

lw o0 l7r oo
= /2 / e rdrdf = </2 1d0> / (—%e_rz)
0 0 0 0

2
_x 1
josta seuraa, etti E = [ e dx = 5/
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& Pyorahdyskappaleet |

Kun kidyrd y = f(x), a < x < b wi{(t,f(t)) : t € [5, 5]} pyOrdhtaa x-akselin
ympdari syntyy pydrdhdyskappale joka sisaltaa kaikki pisteet (x,y, z), joille
patee ettd niiden etiisyys x-akselista eli \/y? + z? on korkeintaan |f(x)| ja
a < x < b. Voimme laskea taman kappaleen tilavuuden
sylinterikoordinaattien avulla seuraavalla tavalla:

X = X,
y = rcos(0),
z = rsin(0).

Silloin dxdy dz = rdxdr df ja integroimisrajat ovat a < x < b,
0<r < |f(

) |
:(/oﬂde)/a (K —r>dx—27r /|f(x )| dx / f(x)2dx;
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& Pyorahdyskappaleet |

Kun x-akselin, suorien x = a ja x = b sekd funktion y = f(x) kuvaajan
rajoittama alue, missd 0 < a < x < b ja f(x) > 0, pydrihtaa y-akselin
ympyra niin syntyy pyorahdyskappale

Q={(xy,2):0<y < f(Vx2+22), a°><x*+2z*><b*}.
Taman kappaleen tilavuuden voimme laskea seuraavanlaisten
sylinterikoordinaattien avulla:

x = rcos(f),
Y=Y,
z = rsin(0),

Jjolloin dxdy dz = rdrdf@dy ja integroimisrajat ovat a < r < b,
0<y<f(r),0<0<2r. Tilavuus tulee siten oleman

V(Q) :/027T (/ab </Of(r)rdy> drd9> = (/027rd0) /abrf(r)dr

b
= 27T/ xf(x) dx.
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