Trigonometria

1.

a)

b)

Vihje:

*

*

Méaarittele trigonometriset funktiot.

Vertaa trigonometristen funktioiden ominaisuuksia (méaaritys- ja arvojoukko seké perus-
jakso).

Trigonometriset funktiot suorakulmaisessa kolmiossa

Trigonometristen funktioiden kuvaajat

Ratkaisu:

a)

b)

Maaritellaan mielivaltaisen kulmaa trigonometriset funktiot tarkastelemalla yksik-
koympyraa eli 1-sateista origokeskistd ympyrad. Kubmsijaitsee siten, ettd sen karki

on origossa ja oikea kylki (alkukylki) positiiviselle-akselilla. Kulma kasvaa, kun lop-
pukylki kiertyy positiiviseen kiertosuuntaan (vastapaivaan). Vastaavasti negatiiviseen
suuntaan kiertyminen (my6tapaivaan) merkitsee kulman pienenemista ja negatiivisia kul-
mia.

Kulman a kiertyva loppukylki kohtaa yksikkdympyran koordinaatiston pisteessy).
Trigonometristen funktioiden maaritelmat ovat silloin:

sin(a) =y,

coqQ) = X,

tan(cx _y _ sin(a)

)

) ~ coda)’
cot(a) =

)

)y =

X
x __ coga)
y sm(a) !

Trigonometrlset funktiot saavat yksikkdympyran eri neljanneksissa eri merkkisia arvo-
ja. Funktiot sini ja kosekantti saavuttavat positiivisia arvoja 1. ja 2. neljanneksessa seka
negatiivisia 3. ja 4. neljanneksessa. Kosini ja sekantti saavat positiivisia arvoja 1. ja 4.
neljanneksessa seka tangentti ja kotangentti 1. ja 3. neljdnneksessa.

Sini ja kosini ovat méaariteltyja kaikilla argumentiareaaliarvoilla. Muut funktiot ovat
maariteltyjd muualla paitsi nimittdjan nollakohdissa. Funktioiden lahtdjoukot ovat siten
seuraavat:

sin(x), x € R;

cogX), X € R;

tan(x), X # 5 + N,

COt(X), X # NTt,

sedx), x# 3 +nNT ja

),
csX), X # N1t
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2.

a) Méaarita tarkka arvo lausekkeille ¢og, tana), ja cofa), kun sina) = % jad<a< 3.

b) Laske lausekkeen gi2x) tarkka arvo, kun cdx) = 1—53 ja %T[< x < 21t (YO kevat 1985
tehtava 3)

¢) Kulmaa on tylppé ja sitia) = % Maarita tarkka arvo lausekkeille qos ja tana).
Vihje:

* Trigonometristen funktioiden merkkikaaviot
Vastaus:

a) coga) = Y&, tan(a) = < ja cofa) = /8

b) sin(2x) = —120

c) coga) = —*% ja tar(a) :—%5

Ratkaisu:

a) Koska sitia) = % saadaan maaritelmé&n mukaan suorakulmainen kolmio, jonka hypote-

nuusa on 3 ja kateetit 1 ja= /8. Tall6in coga) = \/Tg’ tan(a) = = ja cofa) = V8.

b) Koska coén) = 1—53 saadaan maaritelman mukaan suorakulmainen kolmio, jonka hypo-
tenuusa on 13 ja kateetit S5ya= 12. Funktioiden sin ja cos merkkikaavioiden perusteella
COs on positiivinen ja sin negatiivinen, kl%m[< X < 21t Saadaan

sin(2x) = 2sin(x) cogx) = 2- (—12) - & = —120.

c) Koska sirfa) = % saadaan maaritelman mukaan suorakulmainen kolmio, jonka hypo-

tenuusa on 3 ja kateetit 2 ja= /5. Funktiot cos ja tan ovat molemmat negatiivisia 2.

neljanneksessa. Saadaan(cgs= —\/?3 jatana) = —\/%.

a) Tasakylkisen kolmion kylki on,2 cm ja huippukulma 48 astetta. Laske kolmion ala.

b) Kolmion sivu on 283 m ja sen viereiset kulmat 4®astetta ja 76 astetta. Laske kolmion
kolmas kulma, muut sivut, ala sek& kolmion ympari piirretyn ympyran sade.

Vihje:

* Sinilause ja kosinilause
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* Kulmanpuolittajat ja keskijanat
Vastaus:

a) 189 cn?
b) 0 =589°, x=2,51m,y=3,14m,A=23,3744nf jaR=1,65m

Ratkaisu:

a) Alan kaavan avulla saadan= acsin(B) = 3 -7,2-7,2-sin(48°) = 18,9 (cn?).

b) Kolmion kulmien summa on 180joten kolmion kolmas kulma on
o =180 —(49,5°+71,6°) =58 9°.

Muut sivut saadaan sinilauseen avulla:

283 . 263 B
saes) = snsae) < X= 2,51 (M) [ag71e = smsge) < Y= 314 (M).

Kolmion pinta-ala
A=1.283.314-sin(49,5°) = 3,3744 (n?)
ja ympari piirretyn ympyran sade

2,83 .
2R: m = R— 1,65 (m)

4. Kolmion kaksi sivua ovat B cm ja 60 cm seka ensiksi mainitun sivun vastainen kulma
52 4 astetta. Laske jalkimmaisen sivun vastainen kulma.

Vastaus:a = 71,94° taia = 108 06°

Ratkaisu: Kuvausta vastaava kolmio voi olla terava- tai tylppakulmainen.

Kulma a4 saadaan sinilauseen avulla

ST = smees] © O~ 719 jaa, = 180 — 71,94° = 108 06",

5.

a) Kolmion kaksi sivua ovat,D cm ja 20 cm seka niiden valinen kulma 67 astetta. Laske
kolmion kolmas sivu.

b) Eraasta talosta voidaan menna uimarantaan joko kulkemalla ensin suoraan maantieta pit-
kin 2400 metria, kdantymalla sitten 105 astetta vasempaan ja kulkemalla suoraan pik-
kutieta pitkin viela 1300 metria tai sitten kulkemalla koko matka metsan lapi. Milla no-
peudella pitéaisi metsan lapi kulkea, jotta siihen menisi yhté paljon aikaa kuin tiet& pitkin
kaveltaessa, kun nopeus tieta pitkin on 6 km/h?

Vastaus:

a) 649 cm
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b) 3,9 km/h
Ratkaisu:

a) Kolmion kolmas sivu saadaan kosinilauseen avulla
X2 =T72422-2.7-2.¢c0967,2°) < x~ 6,49 (cm).

b) Metsapolun pituus saadaan kosinilauseen avulla
X2 = 2400 4 130C — 2- 2400- 1300- cog 75°) < x ~ 2415568 (m).

Uimaranta

x 1300

105°

Talo 75° ///\_ -

Matka-aikat tietd pitkin ont = 2%:1:3 ~ 0,617 (h), jolloin nopeus metsén lapi on

v=$=5515="39 (km/h).

6. Osoita oikeaksi kaava

a) cog90° —a) = sin(a)
b) cog180 +a) = —coqa)
) cog75) = §(v6-V2)

Vihje:
* [Trigonometriset yhtalot

Vastaus:
Ratkaisu:

a) cog90 —a)
= cog90°) - coqa) 4 sin(90°) - sin(a)
=0-coqa)+1-sin(a)
= sin(a) O

b) cog180 +a)
= c09180) - coga) —sin(180) - sin(a)
= —1.coqa)—0-sin(a)
=—coqa)d
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c) cog75°)
= cog45° + 30°)
= c0945°) - coq30°) — sin(45°) - sin(30°)

/. Maérita lausekkeen sio — B) tarkka arvo, kun sifo) = —3, cogB) = 2, 0° < a < 270°
jal < B < 270. Missa neljanneksessa on kulma- 3?

Vastaus:Lauseke sifo — ) = ‘2+5‘[ ja kulma on 2. neljanneksessa.

Ratkaisu: Koska sirfa) = —%1, saadaan maaritelméan mukaan suorakulmainen kolmio, jonka

hypotenuusa on 4 ja kateetit 1 {415. Talldin cosa) = —45, kun 0 < a < 27C°. Lisaksi
koska co§p) = 3, saadaan suorakulmainen kolmio, jonka hypotenuusa on 3 ja kateetif® ja

Talloin sinB) = ¥2, kun @ < B < 270

Saadaan siim — ) = sin(a) -cog3) —coga)-sin(B) = —l-Z—(—Q’).\Sf_ —2- 5f~o 56.

Koska kulmao on 3. neljanneksessa ja kulrfid.. neljanneksessa, on kulman- B oltava joko
3. neljanneksessa tai 2. neljanneksessa. Liséksi, koslea-si®) on positiivinen, tiedetaan, etta
kulmaa — 3 on 2. neljanneksessa.

8. Maarita funktioiden suurin ja pienin arvo.
a) f(x) = (sin(x))’+sin(x)
b) f(x) = 2(sin(x))’ + cogx)

c) f(x \/8 (sin(x cos(x))
d) f(x)=sin(x—)sin(x+ %)

Vihje:
* Ulkoa muistettavat peruskaavat

* Helposti johdettavat kaavat
Vastaus:

a) suurin arvo on 2 ja pienin on%

b) suurin arvo on gja pienin on—1

c) suurin arvo on/2 ja pienin on 0

d) suurin arvo on} ja pienin on—3
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Ratkaisu:

a) Taydennetaan funktio nelidksi.
f(x) = (sin(x))2+sin(x)
= (sin(x))2 +sin(x) + 5+ (—1)
— (sin(x)+3)*—1
Koska —1 < sin(x) < 1, on funktion suurin arvof (0) = (sin(0) + %)2 ~-3=2ja
pienin f (1) = (sin(3)+3)°—1=-1.
b) Taydennet&dan funktio nelioksi.
f(x) = 2(sin(x))2+cos(x)
= 2(1— (cos(x))2> + cogX)
=2- 2(cos(x)) + cogx)
= ((cos(x % cogx) )
= ((cos(x)) cog(x) + %) +3+2
— —2(cogx) —1)%+21

Koska —1 < cogx) < 1, on funktion suurin arvaf(1,318) = —2(3 — )2+ 23 = 22
ja pieninf (1) = —2(cog(m) — 3)? 2% = —1.

c) Sievennetaan funktlo

\/8 (sin(x cos(x
_2 \sm )| - \cos(x| V2
= |2-sin(x) cos(x)| - v2
= |sin(2x)| - v2

Koska—1 < sin(x) < 1« —1 < sin(2x) < 1, on funktion suurin arvd (3) = |sin(5)| -

V2 =+/2 ja pieninf(0) = |sin(0)| - v2 =

d) Sievennetdan lauseke.
f(x) = sin(x— %) sin(x— %)

— ((sin(x) cos(§) — costx)sin(§) ) ('sin(x) cos(§) + cosix) sin(§)
(x)- & — cosx) - 1) (sin(x) - &+ costx) - &)

sin(x) — cos(x)) : % <sin(x) - cos(x))

sm(x))2 (cos(x))2>

(cog(x))? — (sin(x)) 2)
09 2x)

Si

o

I
VRS

Sie
—

~—

I
N

||
|\:I|—\ |\>||—\ /N
O —~

1, on funktion suurin arvd(’—zT) = —=z.

NI

Koska —1 < cogx) < 1 & —1 < cog2x) <
cog() = 3 ja pieninf(0) = — 3 cog0) = —1.



9. Ratkaise yhtalo

c) tanx) =2
d) 3(cog%))>=0
e) 2sir(x+3)+v2=0
Vihje:
* Esimerkki 1 trigonometrisesta yhtalosta
* Esimerkki 2 trigonometrisesta yhtalosta

Vastaus:

a) X =210 +n-360° A xp =330 +n-360°, kunne Z
b) X1 =20°+n-120F A Xp =40°+n-120°, kunne Z
Cc) Xx=63,4°+n-180C, kunne Z

d) X1 =180 +n-720 A X =540 +n-720°, kunne Z

e) xg = +n-2nmA xo =1 +n-2m kunne Z

Ratkaisu:

NI

a) sinx) = —
& X1 =210+n-360 A xp =330°+n-360°, kunnecZ

b) sin(3x) = ¥2
& X =20+n-120 A X =40 +n-120°, kunneZ

c) tanx) =2
& X=634°+n-180°, kunneZ
d) 3(cog}))2=0
& cog3) =0
&% =90°+n-360° A 2 =270 +n-360°
& X1 =180 +n-720 A Xp =540 +n-720°, kunne Z

e) 2sirx+3)+v2=0

i m__1
& sin(x+3) = 7
<:>x1+§:5{+n~2n/\x2+§:77"+n-2n
_ 1l 1m

S X =Ty +N-2TTA Xo = 12 4+n-2m, kunne?z
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10.Rratkaise yhtalo

a) sinx) = sin(3x)
b) cog2x—20°) = cogx+ 10°)
c) tan(2x) = tan(45° —x)

Vastaus:

a) X1 =0°4+n-180 A xo =45 +n-90°, kunn € Z
b) X1 =30°+n-360° A X2 = 1T +n-120°, kunn€ Z

C) X1=154+n-60°A xp=75"+n-180, kunn € Z
Ratkaisu:

a) sinx) = sin(3x)
& X=3X+n-360°
& X1 =0°4+n-180, kunne Z

sin(x) = sin(3x)

& sin(x) = sin(180° — 3x)

& x= 180 — 3x+n-360°

& X =45 +n-90°, kunne Z

b) cog2x—20°) = cogx+ 10°)
& 2X—20° =x+10°+n- 360°
& X1 =30°+n-360°, kunne Z

cog2x—20°) = cog§ —x— 10°)
& cog2x—20°) = cog —x—10°)
& 2X—20° = —=Xx—10° +n-360°
&xp=1 +n 120, kunne Z

C) tan2x) = tan(45° — x)
& 2Xx=45° —x+n- 180
& X1 =154+n-60°A Xo=75"+n-180C, kunne Z

11.ratkaise yhtalo

a) sinx+ 1) =cog2x+ 3)
b) tanx) = cot(x —45°)

Vastaus:



A xi=F-3+n-FTAx=-J-2-n-2mkunne Z

b) x=67,5°+n-90°, kunn € 7Z
Ratkaisu:

a) sinx+ 1) =cog2x+ 3)
& sin(x+1) =sin(5 —2x—3)
ox=g-43+n-F kunnez

sin(x+1) = sin(r— 7 — 2x—3)
SXp=—53-2-n-2mL, kunneZ

b) tanx) = cot(x —45°)
& tan(x) = tan(90° — x+-45°)
& X=67,54n-90°, kunne Z

12.Rratkaise yhtalo
a) sinx) = —sin(3x)
b) cogx) = —cog2x—60°)
c) tanx+1) = —tan(2x+1)
Vastaus:

a) X1=0°4+n-360 A xo=-90°+n-180, kunne Z
b) X1 =80 +n-120 A xp =240 +n-360°, kunne Z

c) x=-3+n-J, kunne zZ
Ratkaisu:

a) sinx) = —sin(3x)
< sin(x) = sin(—3x)
& X1 =0°+n-360, kunne Z

sin(x) = sin(180° + 3x)
& xp=-90°+n-180, kunne Z

b) cogx) = —cog2x—60°)
& cogX) = cog180°2x+ 60°)
& X =80 +n-120, kunne Z

cogX) = coq240° — 2x)
< cogx) = cog —240 + 2X)
& X =240 +n-360°, Kunn € Z



c) tanx+1) = —tan(2x+1)
& tan(x+ 1) = tan(—2x— 1)
& x=-%+n-T kunneZ

1 3. Ratkaise yhtalo
a) sin}) = 3sin(x)
b) sin(3x) + sin(2x) + sin(x) = 0
c) (sin(x))2 +4sin(x)+4=0

d) (sin(x))2 — (cos(x))2 =0

e) 4sir(x)cogx) —v/3=0

f) V/3sin(x) +cogx) =0

Q) (sin(x))2 — 4sin(x) cogx) — 5(COS(X))2 =0

Vastaus:

a) X1 =0°4+n-720 A xp =360 +n-720

b) (X1 =0°+n-360 A X, = 180 +n-360°) V
(X3 = 90° +N-360° A X4 = 27C° +n-360°) V
(X = 120° +Nn-360° A X5 = 240° +n-360°), kunn € Z

c) Yhtalolla ei ole ratkaisua.

d) Xy =45°4+n-180 A xo =135 +n-180C, kunn € 7Z
e) X1 =30°+n-360 A xo =60°+n-180, kunne Z

f) x=150+n-18C, kunnec Z

g) X1 = 78,7°+n-180 A X~ 135 +n-180, kunne Z

Ratkaisu:

a) Tiedetaan, etté i) = 2sin(x) cogx) < sin(x) = 2sin(3) cog3).
sin(%) = 3 sin(x)
& sin(¥) = 3-2-sin(%) cog3)
& sin(3) (1— cos(’—2‘)> =0

& sin(3) =0v1-cog3) =0

& X1 =0"4+n-720 A X =360 +n-720°



b) sin(3x) + sin(2x) +S|n( X)=0
& sin(x) (4(cos(x - 1) + 25sin(x) cogx) + sin(x) = 0
& sin(x) (4(cos(x —1+2cogx) + 1) =0
(4(cos(x +2005{x)> =
& sin(x) cogx) <4 cosXx) + 2) =0
< sin(x) =0V cogx) =0V 4cogx)+2=0
< (X1 =0°+n-360 A X2 =180 +n-360) V

(x3=90°+n-360 A x4 =270 +n-360) Vv
(x5 =120 +n-360° A Xg =240’ +n-360°), kunne Z

(

(
< sin(x)

(

(

c) Bikvadraattinen yhtalo. Merkitaan $i) = u.
(sin(x))? +4sin(x)+4=0
= UW+4u+4=0
Su=-2
= sin(x) = —2, mikéa on mahdoton. Yhtalolla ei ole ratkaisua.

d) (sin( )) (cos(x))2:0
@—(sm(x))er(cos(x))Z:O
< cog2x) =0
& X1 =30°+n-360 A X2 =60°+n-180°, kunneZ

e) 4sir(x)cogx) —v/3=0
& 2-2sinx)cogx) —v/3=0
& sin(2x) = 42
& X =30+n-360 A Xp=60°+n-180, kunne Z

f) v/3sin(x) +cogx) =
= \/céosg(r;))() +1=0
& /3tanx) = —

S
& tan(x) = e

x=150+n-180, kunne Z
) (sin(x))2 —4sin(x) cog(x) — 5(005(X))2 =0
o (sin(x))2 _ 4sinx)cogx) (COS(X))Z -0

(cos(x)) ’ (cos(x)) ? (cos(x )
& (tan(x))? — 4tanx) — 5=

Bikvadraattinen yhtald. Merkitaéan tag = u.
—4u—-5=0

Uu=5AuL=-1

= tan(x) =5 A tanx) = —

S X1 & 78,7°+n-180 A Xp ~ 135 +n-180, kunne Z

14. Maarita likiarvoja kayttamatta funktior : f(x) = (sin(x))z(cos(x))A', x € R, suurin ja



pienin arvo. (YO kevéat 1989, tehtava 8a)
Vihje:

* Hyoddynna derivaattaa.
* Merkitse (cogx))* = u.

Vastaus: suurin arvo onz“—7 ja pienin 0

Ratkaisu: Sievennetaan funktio

f(x) = (sin(x )) (cos(x))
<1 (cogx)) ) (cos(x))
— (cogx))* — (cogx))°.

Merkitéu‘s‘m(cos(x))2 =u= 1 —ud=g(u).

Etsitdan funktiorg nollakohdat

g(uy=2u—-3w2=3u({-u)=0u=0vu=2%.

Derivaattag’ > 0, kun 0O< u < % jag<o, kun% < u < 1. Funktiog saavuttaa pienimman arvon
g(0) = 0 ja suurimman arvog(3) = .

15. (*) Kayraty = sin(x) ja y = sin(2x) rajoittavat kahta eri kokoa olevia silmukoita. Laske
kummankin silmukan pinta-ala.

Vihje:
* Laske kuvaajien nollakohdat ja leikkauspisteet.
* Hyddynna integraalia.

Vastaus: Pienemman silmukan ala (%nja suuremman ?

Ratkaisu: Etsitdan funktiory = sin(2x) nollakohdat.
sin(2x) =0



&Xx=04+n-TA Xp=5+Nn-T

Etsitaan funktioiden sifx) ja sin(2x) leikkauspisteet.
sin(x) = sin(2x)

& X =0+n-21m, kunne Z

sin(x) = sin(Tt— 2x)

X2 =73Z+n-2m kunneZ

Nyt pienemman silmukan ala ok = fog (sin(2x) — sin(x))dx

Integroidaan sivussa. Merkitaar 2 t = dx= 4.
/sin(2x)

Tallsin A; = /0( 3 cog2x) + cog(X) ) =1
Tt

Suuremman silmukan ala @ = (—cogx) + 3 cog2x)) = 27.

wig

16. (*) Puistossa on kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa kaytavaa seké koirien suosima puu,
jonka etaisyys toisesta kaytavasta on 60 m, toisesta 100 m. Kaytévien valiin on muodostunut
lyhin mahdollinen suora oikopolku, joka sivuaa puuta. Minka kulman tdma oikopolku muodos-
taa puuta lahempana olevan kaytavan kanssa? (YO syksy 1990 tehtava 8b)

Vihje:

* Hyddynna trigonometrista kaavaa (& = Sg;x)) lausekkeen sieventamisessa.

Vastaus: 40°

Ratkaisu: Jos polun ja puuta lAhempéana olevan kaytavan valinen kulneg on polun pituus
100 3
+ =20(=—3= )

coqa) cos(o() sm(or) )

sm( )

Maaratdan funktion
f(d) = L) + < 3

coqa sin(a)



pienin arvo valilldo, 7[. Derivaatta

f’(CX _ _5sin@) _ 3coga)
(cos(a))2 (sin(cx))2

5 sin(x) 3cogXx)

— cogx) cogX) (Sin(x))2

__5 tan(x) — 3cogX)
cosx) n( ) (sin(x))2

. 5 ) _3cogx)
~ sin(x)/tan(x) tan(x) (smT))z

_ 5tar(x) _tan(x) 3cogX)

sin(x) (sin(x))2
_ 5tar(x) . tan(x)sin(x)fSZCOQX)
(sin(x))

5 ( tan(x)) 2 sin(x)—3cogXx)

(sin(x)) ?
5 ( tan(x)) ?. (cos(x) tan(x)) —3co0gXx)

(sin(x)) ?
3

5(tan(x)) cogx)—3cogXx)

(sin(x)) :

= oo ()~ ) =0 kuntare) = =40

Vastaavaf:n arvo on pienin, koskaf’(a) < 0, kun (tan(cx))3 < 2, ja f'(a) > 0, kun
(tan(a))® > 2.
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