Integraalilaskenta

1.

a) Mika on integraalifunktio ja miten derivaatta liittyy siihen? Anna esimerkki.

b) Mita maaratty integraali tietyll& valill& tarkoittaa?
Vihje:
* Integraali

* Maaratyn integraalin maaritelma
Ratkaisu:

a) Reaalifunktionf integraalifunktioksi sanotaan jokaista funktidta jonka derivaatta on
f. Koskaf(x) on jokaisen funktior (x) + C derivaatta (miss& on vakio), ei integraali-
funktio ole yksikasitteinen. Saman funktion integraalifunktiot voivat siis erota toisistaan
vakiolla. Esimerkiksi funktionf (x) = x* derivaatta onf’(x) = 2x. Funktion f’(x) mika
tahansa integraalifunktib (x) = x? + C, siis esimerkiksif (x) = x? 4 2.

b) Maaratty integraali tietylla valilla tarkoitta funktion ja akselin tai kahden funktion valiin
jadavan alueen pinta-alaa kyseisella vélilla. Esimerkiksi funktiox) = —x? + 4 ja x-
akselin valiin jadvan alueen pinta-ala valilla [0, 2 ] on

2 2 3
Of(—x2+4)dx:/0(T+4x) —B14.2-0=1-3L

2. Ovatko alla olevat vaittamat tosia? Perustele tai anna vastaesimerkki.

a) Jos on jokin funktionf integraalifunktio, niin kaikkif :n integraalifunktiot ovat muotoa
F +C, jossaC on vakio.

b) Jokaisella jatkuvalla funktiolla on integraalifunktio.

o . 3x, kunx <1 . . .. e
c) Paloittaisella funktiolld(x) = on integraalifunktio, joka on maaéritel-
-3, kunx>1

ty kaikilla reaaliluvuilla.
d) Jos funktiof on derivoituva, se ei ole integroituva.

e) Funktion ja x-akselin valiin jadvan alueen pinta-ala valil&b] saadaan kaavalla

ff(x)dx, kun f(x) > 0 valilla [a, b].

f) Funktiolla f (x) on ainakin kaksi nollakohtaa valill&[b], kun k&yran jax-akselin vélisen
c d b
alueen alddh = [ f(x)dx— [ f(x)dx+ [ f(x)dx
a v d
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b b
g) Analyysin peruslauseen mukagri (x) dx = / F(x) = F(a) — F(b), kunF on jatkuvan
a

a
funktion f jokin integraalifunktio.
Vihje:
* Integraalifunktion kasite

* Maaratyn integraalin ja integraalifunktion yhteys
Vastaus:

a) tosi
b) tosi
C) epatosi
d) epatosi
e) tosi
f) tosi

g) epatosi
Ratkaisu:

a) Tosi.
b) Tosi.

c) Epétosi. Epdjatkuvuuskohdassa funktiolla ei ole integraalifunktiota, koska integroimalla
erikseen funktiorh lausekkeet saadaan
Hx) = 3x2+Cy, kunx < 1
—3X+Cy, kunx>1
Jatkuvuusehto antaa yhtalon
3.14C1=-3+C,
& Cp=-3— % +Co = —4% +C
Talléin
H(x) = 3x2— 43 +Cp, kunx< 1
—3Xx+Cy, kunx>1
Huomataan, ettél’(x) = h(x), kunx # 1. Koskalimy_,1—H’(x) = limy_1-h(x) = -3 ja
limy_.1+H’(x) = limy_1+h(x) = 3, eiH(1) ole olemassa. Se merkitsee, etté funktiblla
ei ole integraalifunktiota, joka olisi maaritelty kaikilla reaaliluvuilla.

d) Epatosi. Vaittama ei ole tosi, mik& voidaan todistaa vastaesimerkin avulla: furkjie-
x3 + 2 on derivoituva ja sen derivaatta 6f(x) = 3x* + 2. Funktio on my®ds integroituva.

Sen integraalifunktio of (x) = % +2x+C.
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e) Tosi.

f) Tosi.

b
g) Analyysin peruslauseen mukadrf (x) dx =

a
funktion f jokin integraalifunktio.

3.Integroi
a) [(x®+x+2)dx
b) J(2+3x%°— 1x*) dx
c) [3dx
Vihje:
* Suoria integrointikaavoja |

* Suoria integrointikaavoja |l

* Osittaisintegrointi
Vastaus:
a) [(x®+x+2)dx=1x3+2Ix2+2x+C
b) J(2+3x%0— Ix¥)dx=2x+2x*1 - Fx3+C
c) [Zdx=2+C
Ratkaisu:
a) [(X%+x+2)dx=3x3+ 3x%+2x+C
b) [(2+3x%°0— Ix¥) dx=2x+ Ix?1 - 1x54-C

c) [Jdx=3+C

4. Integroi
a) [(%—5+e™)dx
b) [ (*5™) dx

¢) J(7YU+u? —-£)du

5

F(b) — F(a), kunF on jatkuvan
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d) [(t2/t) dt=1t3vt+C
e) [ (tan(r)+sin(r)) dr
Vastaus:
a) [(%—5+e ) dx=3In|2x| - 5x+e**+C
b) J (25 dx = 4sin(x) +C
¢) J(T¥/i+u? — £ du=7(ViB+ViF) +-C
d) [(t2Vt)dt=Z-t3\i+C
e) J (tan(r)+sin(r)) dr = —In|cogr)| —cogr)+C
Ratkaisu:
a) (5 —5+€e"™)dx=3In|2x —5x+e**+C
b) [ (*5%) dx= §sin(x) +C

c) f(?{/U—l—u%—%)du:ﬂ VU8 + v/ub) +C

e) [ (tan(r)+sin(r)) dr=—In|cogr)| —cogr)+C

: ” N = . _ X . , :
5. Osoita, etta funktid- : F(X) = v'x+ 1 on funktionf : f(x) = T eras integraalifunktio.

Vihje: Derivaatta on integraalin k&&nteinen toimenpide.

Ratkaisu: Jos funktioF (x) on funtion f (x) eras integraalifuntiof’(x) = f(x). Saadaan
F/(x) = %(x2+1)‘% - 2X

. 2X _ X _
T2Vl T VX2l T f(X).

F(x) on siis eras funktiorf (x) integraalifunktio.
U

6.

a) Maarita funktionf : f(x) = x— 1 se integraalifunktid=, jonka kuvaaja kulkee pisteen
(2,1) kautta.

b) Maarita se funktionf : f(x) = 2x+ 1 integraalifunktioF, jonka kuvaaja sivuaa suoraa
y=—-3x+3.



Vastaus:
a) F(x) :X—;—x+1
b) F(X) =x°+x+1
Ratkaisu:

a) Integroidaan funktio:
F(X) = [(x—1)dx=% —x+C,

Vakion C arvo saadaan sijoittamalla pigi& 1):
F(2)=2-2+C=1

&C=1

= F(x) = X—22 —X+1.

b) Integroidan funktio:
F(x) = [(2x+1)dx= 2 4 x+C=x2+x+C.

Ratkaistaan suoran ja integraalin yhteinen piste. Muodostetaan yhtalo
X2 +x+C=—-3x+3
& X2+ 4x+(3+C) =0

—4+,/16-4-1-(3+C
= X= 5 Cas )

Jotta suoralla ja integraalifunktiolla olisi vain yksi yhteinen piste, on diskriminantin oltava
nolla.

D=16-4-1-(3+C)=0

< 16—-12—-4C=0

< 4C =4

sC=1

= F(X)=x*+x+1

(. Tutki, onko yhtal6 tosi.

a) [(5x+1)3dx= 55(5x+1)*+C
b) [ v4x+3dx=2,/(4x+3)3+C
c) Jcog3x)dx= 1sin(3x)+C
d) [sin(F—3x)dx= $cogF—3x)+C
e) fezdx=In2-ez+C
Vihje:

* Sijoitusmenettely
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Vastaus:

a) tosi
b) epatosi
C) tosi
d) tosi

e) epatosi
Ratkaisu:

a) Tosi. Kaytetaan sijoituskeinoa:

bx+1=t
& 5dx=dt
& dx=¢

J(Bx+1)3dx=[Edt=1.C+C=L(5x+1)*+C

b) Epéatosi. Kaytetddn sijoituskeinoa:

4x+3 =t
& 4dx=dt
sdx=4

JVA+3dx=[tz. 94 =1.2t5  c= LB c =1, /(4x+3)3+C

c) Tosi. Kaytetaan sijoituskeinoa:

X=t
& 3dx=dt
& dx=¢

Jcog3x)dx= [cogt) ¥ = Lsin(t)+C = isin(3x)+C

d) Tosi. Kaytetaan sijoituskeinoa:
73— 3=t
& —3dx=dt
dx=4

Jsin(Z—3x)dx= [sint)% = —1(—cogt)) +C= 2cogt) +C = fcogF—3x) +C

e) Epatosi. Saadaan
[ezdx=x-e2+C

8. Tutki, onko yhtald tosi.



a) [, =In|2x+1]+C

b) [x(x®+1)3dx=3(x2+1)*+

) /X —-1)%dx= 5(x*-1)3+C

d) [xeXdx=—-3e¥+C

Vastaus:

a)
b)
C)

d)

epatosi
tosi
epatosi

tosi

Ratkaisu:

a)

b)

d)

Epatosi. Kaytetaan sijoituskeinoa:
2X+1=t

< 2dx=dt

sdx=4

1
[ = [F=3Int|+C

Tosi. Kaytetaan sijoituskeinoa:
X+1=t
& 2xdx=dt
_dt
& dx= 3,

IXx0@+1)3dx= [Cdt=1t*+C= L@+ 1)*+C

Epéatosi. Kaytetaan sijoituskeinoa:
xX—1=t

& 3Xdx=dt

& dx= 25

[x0E—1)3dx= [Cdt= it +C=L3-1)*+C

Tosi. Kaytetaan sijoituskeinoa:
— x2 =t
—2xdx=dt

<:)dx_ v

[xeXdx= [ &dt=-3e +C=—Fe+C



9.Integroi
a) [ sin(x)cogx)dx
b) f(sin(x))zcos(x)dx
©) [ sing
d) [s5dx

Vastaus:

a) [ sin(x)cogx)dx ( (X))

2
b) [ (sin( )) cogx)d ( ) +C

c) fxlnx InfInx|+C
d) feX+1dx:In(e?<+l)+C
Ratkaisu:

a) Kaytetaan sijoituskeinoa:
sin(x) =t
< cogx)dx=dt

__dt
& dx= Sogx)

/ sin(x) cogx) dx
= [tdt

:%+C

) 2
_ (sméx)) LC

b) Kaytetaan sijoituskeinoa, ks. tehtava 9 a)
[ (sin(x))zcos(x)dx
= [t2dt
=tycC

_ (o)

3
c) Kaytetdan sijoituskeinoa:

In(x) =t
& Tdx=dt
& dx= xdt



d) Kaytetaan sijoituskeinoa:
e+1=t
& edx=dt
sdx=d%

J & dx

=[%=Inlt|+C=In|e*+1|+C=In(e*+1)+C

10. Integroi

a) [ (sin(x))zdx

b) [ 2 dx

c) [ X-2dx

Vastaus:
a) [ (sin(x))?dx= 3x— Lsin(2x)+C

b) [ZLdx=2x+2-5In]x+1]+C

3
c) fxiﬁxdx: (Xgl) —3(x+1)x®+x+1+C

Ratkaisu:

a) [ (sin(x))?dx= f (- Lcog2x))dx=Ix— [ Lcog2x)dx

Kaytetaan sijoituskeinoa:

2X=t
& 2dx=dt
sdx=4

Ix— [ 3cog2x)dx= 3x— [ Fcogt)dt = 3x— 7sin(t) +C = $x— Zsin(2x) +C

b) Kaytetaan sijoituskeinoa:
X+1=t
< dx=dt
Sx=t-1

J28dx= [ 2D3qgt= [2— Sdt=2t—5In|t| +C = 2x+2-5In|x+ 1| +C

c) Kaytetdan sijoituskeinoa, ks. tehtava 10 b)

[ SR dx= [ ISR gy — p B3 gy
3
= [(t?-3+1)dt=5 -3t +t+C

3
= 0P S(x+ 1)@+ x+14C




11.

a) OlkoonF funktion f : f(X) = |x— 2| se integraalifunktio, jolld=(0) = 3. LaskeF(3).
b) f/(x) = |x—2|+|x| ja f(3) = 0. M&arita funktiof.

Vihje: IntegraalifunktionF:n tulee olla jatkuva.
Vastaus:

1,2

5XE—2X+T1, X> 2
a) F(X): 2 1.2

—5X°+2X+3, X< 2
F(3)=3-9-6+7=5}

X2+ 2x—7,x<0
b) f(X) =< 2x-7,0<x<2
X2 —2x—3,x>2

Ratkaisu:

a) Integroidaan funktio
—2,x>2
F(x) = [x—2[ =" X=
—X+2, X< 2
Saadaan1
Ix2 —2x+Cy, x> 2
F(x) = 5X +C1, X=

— 3%+ 2x+Cp,x < 2

F:n tulee olla jatkuva kohdassa= 2. Sijoitetaarx = 2 yhtéloparin lausekkeisiin ja las-
ketaan vakidC;:

2—-4+C1=-24+4+C
S Ch=—-4+Cy.

Integraalifunktioksi saadaan
X2 —2x+C, x> 2
FOX) =912
—5X°+2X—4+4+C, x<2
EhdonF (0) = —% -0+ 2-0—4+4C =3« C =7 avulla integraalifunktioksi saadaan

X2 —2x+7, x>2
FO)=14%1,

—5X°+2X+3,X < 2
Lisaksi
F(3)=3-9-6+7=53

2 <
b) f(x):{ Xt 2x+Cp, X< 0

2X+Cp, X0 < X < 2% —2x+Cp, X> 2



f(x):n tulee olla jatkuva rajakohdissa, jollo@y = C, ja 4+ C, = Cs. (ks.edellinen)

f(x) = —X24+2x+Cq, x<0
| 2X+C, X0 < x< 2@ —2X+4+C, x> 2

f(3):32—2-3+4+C=O
sC=-7

—X24+2x—7,x<0
f(X): 2
2X—T, XO< X< 2X*—2X—3, x> 2

12.Laske

a) f2(2x—3)2dx
-1

b) f\/9—3xdx
0

c) Lﬁdx
t

d) g cogt —y)dy

e) (fl(2x+t)2dt) dx
0

O—r

Vastaus:
a) 21
b) 6
0 3(/%-1)
d) sint)
e) 3
Ratkaisu:

a) f (2x—3)2dx
1

2
= [ (4x® —12x+9)dx
-1
2
:/ 2 _ 6x2 4 9x
~1
=3%_24+18-(-3-6-9)=21



b) Kéaytetdan sijoituskeinoa:
9—3x=t

3
[+/9—=3xdx
0
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c) Kaytetdan sijoituskeinoa:
X—4=t
< 3dx=dt
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d) Kaytetadan sijoituskeinoa:

t—y=h
< —dy=dh
< dy= —dh

Integroidaan sivussa:
Jcoqt—y)dy= [cogh) —dh= —sin(h)+C =

=/ ~sin(t—y) = —sin(t —t) + sin(t) = sin(t
&) [ (J(2x+t)%dt) dx

0 0

— fl (}(t2+4xt+4x2) dt) dx
0 O

C=3%/t+C=3%/3+4+C

—sint—y)+C



1
(/0%3 + 2Xt2 + 4%2t) dx

SR O —

(3 +2x+4x%) dx

(Ix+x2+ 22

4
441-0

I
wiowlk™>~__ ©
+ o »

X
13.(*) Ratkaise kaksoisepayhtlo<0 [ F7dt<In10, kunx > —1.
1

Vastaus:1 < x < /19

Ratkaisu: Integroidaan itse funktio. Kaytetaan sijoituskeinoa:
t°4+1=nh

< 2tdt=dh

sdt=4

Integroidaan sivussa:
JE5dt= 2R =[P = +C=In[t2+1+C=In{t2+1)+C
X

= o dt = /Xl'n<t2+1> =In(+1) - In(2) = In(3)

= 0<In(XH) <In10, kunx > —1
sinl<In(XH) <In10
s1<2 10
&2<x+1<20

o 1<x2<19

S 1<x< V19, kunx > —1

14.(*) Laske fz(yx2+ 1]+ |x—1])dx
-2

Vihje: Lausekkeen itseisarvot jakavat tarkastelun eri valeihin.

Vastaus: 143

2
Ratkaisu: [ ([x?+ 1|+ [x— 1) dx
)

(X*41) +|x—1|)dx

2
(X2 +1+1—x)dx+ [(X®+1+x—1)dx
1

I
,‘\,%H rl\,%l—t ll\)%m

2
(X2 — X+ 2) dx+ [ (X% 4x)dx
1



2

15. (*) Maarita funktion f (x) = [ |x—t|dt pienin arvo. Piirra funktiorf kuvaaja.
0

Vihje:

* Tarkastele lausekkeen arvoa muuttujeeri valeilla.

* Pienimman arvon voi tulkita esimerkiksi kuvaajasta.

Vastaus: Pienin arvo onf (1) = 1.

Ratkaisu: Integroitaessa tarkastellaan funktiotaen arvoilla. Saadaan kolme tapausta:

1)

2)

3)

x<0:
2 2 12 4
f(0 = [(-x+)dt= /(5 —xt) = § - 2x-0=2-2x

o

X>2:
f(x)—fz(x—t)dt—/z(xt—t—z)—ZX—Z
=1 -/ %) =
O<x<2:
X 2 X 2 2 2 2
f(x):f(x—t)dt+f(t—x)dt:/ (xt—%)+/ (Coxt)=x—% —2x+2- (%
0 X 0 X

X?) = X2 — 2X+ 2

Kuvaajasta tarkastelemalla ndhdaan, ettd funktio saavuttaa pienimman arvonsa valilla
0 < x < 2. Pienin arvo loytyy taman valin derivaatan nollakohdasta:

f'(x)=2x—2=0
S 2X=2
< x=1.

R NS W




Pienin arvo on siif (1) = 1.

3
16.(*) Sievennaf (x) = [|3 —t|dt. Piirr& funktionf kuvaaja.
0

~13x+43, x<0
Vastaus: f(X) = { 13x— 43 x> 6
X2 —1Ix+45,0<x<6

Ratkaisu: Tarkastellaan funktiota exin arvoilla. Saadaan kolme tapausta:

1) 3<0&x<0:

t2

3 3
) = [(-3+t)dt= /O(—§+7) = —11x+42

3 X Sk 2 1 1
f(x) :bf(z—t)dt:/o(j—f):lzx—%
3) 0<3<3&0<x<6:
2 3 3 2 3 2
(0= [G-vdtr [(-3+0dt= /((F-b)+ [, (-5+b)
2
2 2 2 2
=X X 44l 1Ix— (-5 +%) =31 -13x+4]
~13x+43, x<0
f(x)=<¢ 13x—41, x> 6

1,2 11 1
X —15X+45, 0<x<6

10
\z

2.5

-10 -7.5 -5 -=2.5 2.5 5 7.5 10
-2.5

-7.5

-10

17.

a) Laske kayrary = —x? — 1, x-akselin sek& suorier = —% ja x =1 rajoittaman alueen
pinta-ala.



b) Maarita kayrarny = x% — x, x-akselin ja suorarx = 2 rajoittaman, kaksiosaisen alueen
pinta-ala.

c) Laske kayriery = —3x2+2,y = ix+3,x=0 jax = 2 rajoittaman alueen pinta-ala.
Vihje:

* Maaratyn integraalin laskusaannot

* Esimerkkeja maaratyn integraalin laskemisesta
Vastaus:

a) A=1f

b) A=1

c) A=32

Ratkaisu: a)

=N
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Kuvaajasta ndhdaan, ettd kyseinen aluexakselin alapuolella, joten maaratyn integraalin
kaava antaa negatiivisen arvon. Ala saadaan laskemalla funktior-x?> — 1 maéaratty inte-
graali valilla[—3,1].

=N

Kuvaajasta nahdaan, etta vali[@ 1] alue onx-akselin alapuolella, joten madaratyn integraalin
kaava antaa negatiivisen arvon. Val{ll42] alue taas om-akselin ylapuolella, jolloin maaratyn
integraalin kaavasta saatu arvo on positiivinen. Kokonaispinta-ala saadaan laskemalla yhteen
naiden kahden alueen alat.

1
Ar = — [(¥* —x)dx
0

b %
2

(5 -

~

(N ]

~—

I
ol

_1
2



%<
2R B N

Koska funktioy = %x+ 3 rajaa aluetta ylapuolelta ja funktyo= —%xz + 2 alapuolelta saadaan
alueen pinta-ala integroimalla funktioiden erotus vali0&2]:

2
A= [(3x+3— (—2x%+2))dx
0

Il
—nN

(%2 + 3x+1)dx

2 3 2
(H+%+X)

8 __n2
~8 +142-0=32

|
\O
o

18. Maarita kayran? = x2 — x4 rajaaman kuvion pinta-ala.
Vihje:
* Hyodynna kuvion symmetriaa pinta-alan laskemisessa.

* Huomaa reaalisuusehto

Vastaus:A= 11

Ratkaisu:

=
o = 0N

Saadaary’ = x* — x* & y = +/x2(1—x2). Koska pinta-ala on symmetrinemakselin suh-

teen, riittda, ettd lasketaawakselin ylapuolella olevan alueen pinta-ala ja kerrotaan se kah-
della. Myds akselin ylapuolella olevan alueen ala koostuu kahdesta keskenddn symmetrisesta
osiosta, joista vain toisen ala on syyta laskea.



Tarkastellaan funktiotg = /x2(1— x?). Lasketaan funktion nollakohdat:
X2(1-x?)=0

&x=0v1-x*=0

SXx=0vx==+1

Saadaan reaalisuusehto:

X2(1-x?) >0

& x>0tai 1—x2 >0« x> 0 tai x < +1. Merkkikaaviosta nahdaan, etta funktion reaali-
suusehto tayttyy valilld—1, 1]. Merkitdanx-akselin ylapuolelle jaavan alueen pinta-alaa valilla
[0,1] As:

Alzfl( x2(1—x2))dx:fl(x 1—x2)dx.
0 0

Integroidaan sivussa ja kaytetaén sijoituskeinoa:

1-x2=t

& —2xdx=dt
dt

& dx= =

= [xV1-x2dx= [xy1-9
=f\/f%:——\/_+c_—%¢ﬁ+c

1
:>A1—f( x?2) dx

/% L VA3 1
=-3(1-13+3(1-03%=3

Saadaan kokonaisade= 4-A; = 11.

19. Kayrany = x* — 1 pisteiden(1,0) ja (2,3) vélinen kaari pyorahtaa

a) x-akselin ja

b) y-akselin

ympari. Laske muodostuvan pyérahdyskappaleen tilavuus.
Vihje:

* Py6rahdyspinnan ala
Vastaus:

a) 21511

b) 7im

Ratkaisu:


http://matta.hut.fi/matta2/isom/html/alatilav5.html

a) Pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan integroimalkselin suhteen valilla [1,2] kaavan

b
V =mf f(x)?dxavulla:
a

2
V =1/ (x?—1)%dx

b) Muunnetaan funktio muotoon= /y+ 1. Pyorahdyskappaleen tilavuus saadaan integroi-

mallay-akselin suhteen valilla [0,3] kaavan
b
V =n[ f(x)?dxavulla:

V= (VyF DRdy
0

20. Funktioidenf (x) = x ja g(x) = %er2 kuvaajien valiin jaava alue valilla [0,3] pyorahtaa
x-akselin ympari. Laske syntyvan kappaleen tilavuus.

107
Vastaus: 497)

Ratkaisu:



-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2

Syntyvan pyarahdyskappaleen tilavuus saadaan onton pydrahdyskappaleen tilavuuden kaavalla:

3
V =1f](3+x%)2 - x2|dx
0



