Geometria ja vektorit

1. ovatko alla olevat vaittamat tosia? Perustele tai anna vastaesimerkki.

a) Ympyran kehdkulma on puolet vastaavasta keskuskulmasta.

b) Kaksi kolmiota ovat yhtenevia, jos kolmion kaksi sivua ja niiden valinen kulma ovat yhta
suuret kuin vastinosat toisessa kolmiossa.

c) Kaksi kolmiota ovat yhtenevia, jos kolmion yksi kulma ja sen vastainen sivu ovat yhta-
suuret kuin vastinosat toisessa kolmiossa.

d) Kahden yhdenmuotoisen kuviarja b pinta-alojen suhde oneb.
e) Kahden yhdenmuotoisen kappaleen tilavuuksien suhde on mittakaavan kuutio.

f) Kolmion kulmien puolittajat leikkaavat toisensa samassa pisteessa, joka on kolmion si-
s&an piirretyn ympyrén keskipiste.

g) Pisteest®\(1, —3) pisteeseeB(—2,2) piirretty vektori ona= —3i + 5j.
h) Vektorina = 3i — 5] pituus om/34.
Vihje:
* Geometria
* Kehakulma
* Esimerkki 2 synteettisesta geometriasta
* Kolmioiden yhtenevyys
* Yhtenevvyslauseet |

* Yhtenevyyslauseet |lI

* Kulmanpuolittajat ja keskijanat
Vastaus:

a) tosi
b) tosi
C) epatosi
d) epatosi
e) tosi

f) tosi
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g) epatosi

h) tosi
Ratkaisu:

a) Tosi.
b) Tosi.

c) Epatosi. Kaksi kolmiota ovat yhtenevi, jos kolmion kaksi kulmaa ja toisen vastainen sivu
ovat yhta suuret kuin vastinosat toisessa kolmiossa.

d) Epéatosi. Kahden yhdenmuotoisen kuvion pinta-alojen suhde on mittakaavan neli6.
e) Tosi.

f) Tosi.

g) Epatosi. Pisteesta pisteeseeB piirretty vektori ona= 3i — 5.

h) Tosi.

2.

a) Mik&a on sen suoran yhtalo, joka on suorart-2By — 1 = 0 suuntainen ja kulkee pisteen
(—4,5) kautta?

b) Maéarita pisteidenil,4) ja (—2,—1) kautta kulkevan suoran yhtald. Maarita edelleen sen
kolmion ala, jonka suora muodostaa koordinaattiakselin kanssa.

c) Suora kulkee pistegr-2,3) kautta ja on kohtisuorassa suoraa-3y-+ 2003= 0 vastaan.
Maarita suoran yhtalo.

Vastaus:
a) y=—2x+1
b) y=3x+1,A=13
c) y=—3x

Ratkaisu:

a) Suoran 2+3y—1=0<« y= —2x+ $ kulmakerroink = — 2. Sijoittamalla kulmakerroin
ja annettu pist¢—4,5) kaavaary — yp = k(X — Xg) saadaan suoran yht&jé= —%x+ %

b) Suoran kulmakerroik = 231 = 2. Sijoittamalla piste ja kulmakerroin kaavag# yo =
k(x— o) saadaary = 3x+ £. Suora leikkag-akselin kohdassg= £ ja x-akselin koh-

77
7 —_Z T . _ 35 _ 119
dassa§x+ 3= 0 Xx= 5 Talléin kolmion alaA = 5> = 13-



c) Suoran & — 3y+2003= 0 < y = 2x+ 292 kulmakerroink = . Silloin kohtisuorassa
olevan suoran kulmakerrok= —%. Suoran yhtéalo saadaan sijoittamalla piste ja kulma-
kerroin kaavaay — yo = k(x— Xp). Saadaay = —%x.

3. Taskylkisen kolmion kantasivun paatepisteet oket, —2) ja B(7,—1). M&érita kolmion
huipun koodinaatit, kun huippu gnakselilla.

Vihje:
* Tasakylkinen, tasasivuinen, suorakulmainen kolmio

* Kahden pisteen etaisyys

Vastaus: (0;225)

Ratkaisu: Tasakylkisen kolmion kyljet ovat samanpituiset

= AC=BC

V(=124 (y+22=/(-7)2+(y+1)?

Sy=225

= Koska kolmion huippu omy-akselilla, kolmion huipun koordinaatit ovéd; 22 5).

4 Maarita lukux, kun pisteiden(3, —2) ja (x,x+ 2) valinen etaisyys on 7.

Vastaus:x = =57

Ratkaisu: Kahden pisteen etdisyyden kaavan nojalla saadaan yhtéalo

V(X=3)2+((x+2)+2)2=7.

Toinen potenssi on luvallinen yhtélon sievennystoimenpide silloin, kun yhtalén molemmat
puolet ovat samanmerkkiset. Korotetaan yhtalon molemmat puolet toiseen potenssiin.

(x—3)2+ (x+4)2=49
& xX24+x—12=0

_ =147
= X= -

SX=3,X=-4

5. Maarita ne kayrary = x3 — 2x2 + x — 1 pisteet, joihin piirretyt kayran tangentit leikkaavat
x-akselin 45 kulmassa. (YO kevét 1995 tehtava 5a)

Vihje:
* Suoran kulmakerroin

Vastaus: (0,—1) ja (3, —33)

Ratkaisu: Merkitaanf (x) = x> — 2x? +x— 1 ja derivoidaan funktid: f/(x) = 3x> — 4x+ 1.
Koska funktion derivaatta kuvaa kayran tangentin kulmakerrointa, merkitaan
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f'(x)=1
&3¢ —4x+1=1
< X(3x—4)=0

& Xx=0taix=

[SSIESN

Sijoitetaanx = 0 jax = 2 funktion f lausekkeeseen. Saadal(i0) = —1 tai f (3) = —53.

Koska tangentin kulmakerroin on yksi silloin, kun se on 45 asteen kulmassa, kayréan tangentit

leikkaavatx-akselin 48 kulmassa pisteiss@®, —1) ja (5, —53).

4 L

6. Kolmion karjet ovat pisteisst,0,0),(%,l, 0) ja (0,1,1). Piirrd kuva kolmiostaxyz
koordinaatistoon. Kuinka suuri on kolmion pinta-ala? (YO kevat 1995, tehtava 6)
Vihje:

* Suorakulmainen koordinaatisto avaruudessa

Vastaus:A = @ ~ 0,61

Ratkaisu: MerkitddnO = (0,0,0), A= (%, 1,0)jaB=(0,1,1).

Kolmion sivujen pituudet ovat
OA=/14+140=2,0B=0+1+1=V2jaAB=/i+0+1=2

Kolmio on tasakylkinen, kosk@A = AB. Kolmion korkeus saadaan Pythagoraan lauseen avulla
h=/(OA2—(J0B)? = \/§ —§ =

Nain kolmion pinta-ala on

A=1.0B-h=1./23 =¥ ~061.

]

B=(0,1,1)

0=(0,00)|,
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. Méaarita suorien ¥— 2y+1=0 jax—2y+ 3= 0 muodostamien kulmien puolittajien yhtalot.
Vihje:

|axo+byo+c|

* Pisteen(Xo, Yo) etéisyys suorasi@x+ by+ c = 0 saadaan kaavalth= N

Vastaus:y = —x+ 25 jay = x+ 1%

Ratkaisu: Valitaan yleinen pistéx, y). Kulman puolittajan suoran etéisyys molemmista suorista
on sama. Pisteen etéisyys suorasta saadaan kaavalla
dy=dy
[4x=2y+1] __|x-2y+3
V8+(-2)2 (/124(-2)2
& [Ax—2y+ 1| = 2|x—2y+ 3|
Ratkaisemalla itseisarvoyhtalo edelleen saadaan
AX—2y+1=2(x—2y+3) A 4x—2y+1=2(—x+2y—3)
Sy=—X+25Ay=x+1¢.

8. Mika on sen suoran yht&lo, joka kulkee pistéeri, 2) kautta ja on etaisyydelli2 pisteesté
(3,0)?

Vastaus:y = —3x+18 jay = —x+1

Ratkaisu: Merkitédén pisteeri—1, 2) kautta kulkevan suoran yhtéalda yleisessé muodossa

y = kx+k+2.
b
Kaavand = % avulla saadaan yhtalo
3k—0+k+2|
VkE+1 V2

& |4k +2| = v2- VK2 +1.
Korottamalla yhtalo toiseen potenssiin saadaan
(4k+2)%2 =2(k*+1)
—16+12
& k= =55

Saadaan yhtalgt= —ix+ 15 jay = —x+1.




Q. Pisteen(2,4) kautta kulkeva suora rajoittaa koordinaattiakselin kanssa kolmion, jonka ala
on 2. Maarita suoran yhtalot.

Vastaus:y=4x—4 jay=x+2

Ratkaisu: Pisteen(2,4) kautta kulkevan suoran yhtélo on yleisessa muodgsséx— 2k + 4.
Suora leikkaax-akselin kohdass&x—2k+4 =0« x = 2|<sz1 ja y-akselin kohdassg =

—2k+4=4-2k

Saadaan yhtal6

2k—4

= 2|4 2 5

< [2k—4| - |2k — 4] = 4]K|
& (2k—4)2 = 4K
Itseisarvon takia yhtélo jakautuu kahteen yhtaloon:
(2k—4)? = 4k A (2k — 4)%2 = —4k
Sk = 4N ko= 1A kg = LT,

Ratkaisuks saa imagindarisia arvoja. Sijoiteta&n ja ko suoran yhtaloén. Saadaan suorat
V1= 4x—4 jayz =X+ 2.

1 0. milla vakiont arvoilla vektoreillea = i + 3tj jab = t2i + 4j patee, etta

a) ajab ovat yhdensuuntaiset



b) vektoreideraja b summa ja erotus ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan.
Vihje:
* Mektorikasite

Vastaus:
R 4 ~
a)t= 3 —3 ~—1101

b) t1 = ¢/ 2521 ~ 2,606 jat, = 1/ Y2 ~ 2,209

Ratkaisu:

a) Vektorita=xi +Yj jab = pi +qj ovat yhdensuuntaiset, ksng—y-p=0.
=4+3t3=0
4
st=¢-4~-1101

b) Summavektori oa+b = (1+t2)i+ (3t +4)j ja erotusvektora—b = (14t2)i+ (3t — 4)].
Kohtisuoruus saadaan pistetulon avulla

(1+t)(1-t2) + (3t +4)(3At—-4)=0
& t4- 9% +15=0.
Saadaan bikvadraattinen yhtals. Merkitéée= u. Saadaan

u>—9u+15=0
eUu= gizm
ot /9Ev2l

2

oty = /Y2 ~ 2 606 jat, = /22 ~ 2,209,

11.mitka kuvien
1)

2)
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3)

4)

vektoreista ovat

a) samansuuntaiset
b) vastakkaissuuntaiset
C) erisuuntaiset

d) yhdensuuntaiset

Vastaus:

a) Kuvan 1 ja 3 vektorit ovat samansuuntaiset.
b) Kuvan 4 vektorit ovat vastakkaissuuntaiset.
¢) Kuvan 2 vektorit ovat erisuuntaiset.

d) Kuvan 1, 3 ja 4 vektorit ovat yhdensuuntaisia.

Ratkaisu:

a) Kuvan 1 ja 3 vektorit ovat samansuuntaiset. Kuvien vektoreilla on sama suunta.



b) Kuvan 4 vektorit ovat vastakkaissuuntaiset. Kuvien vektoreiden suunta on vastakkainen.
c) Kuvan 2 vektorit ovat erisuuntaiset. Kuvien vektoreiden suunta on eri.

d) Kuvan 1, 3 ja 4 vektorit ovat yhdensuuntaisia. Kuvien vektoreiden suunta on joko sama
tai vastakkainen. Nain siis yhdensuuntaisten vektoreiden joukko on samansuuntaisten ja
vastakkaissuuntaisten vektoreiden joukkojen unioni.

12.Laske vektoreidea = 3i +]j jab = 2i —j vélinen kulma.
Vihje:

* \ektorien valinen kulmacoga,b) = %, kun 0 < <(a,b) < 180°.

Vastaus:45°

Ratkaisu: Lasketaan pistetulaeb =3-2+1-(—1) =5.
Vektorina pituus|a] = V32 +12 = /10 ja vektorinb pituus|b| = /224 (—-1)2 = /5.
Vektoreiden vélinen kulma on c@gb) = W ~ 0,70710< <(a,b) = 45°.

13.

a) Jaa vektorv = 3i + 8] vektoreidera = 2i + 3j jab =i — 2} suuntaisiin komponentteihin.

b) Tutki, ovatko pisteelP(2,0,2), Q(3,—-2,1), R(3,—1,—1) ja §(4,3,—2) samassa tasossa.
Vihje:

* Mektoritulo

* Mektoritulon laskeminen
Vastaus:

a) 3+8=22+3)—(i—2)

b) Pisteet eivat ole samassa tasossa.
Ratkaisu:

a) 3+9
=X(2+3))+y(i—2)
=2X+3X)+Yi—Vy2)
= (2X+y)i+ (3%~ 2y)J

2xX+y=3 X

= =
3X—2y=38 y
(i

=3i+8 =2(21+3))—

2

-1
—-2j)
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b) Muodostetaan vektorit pistesBpisteisiinS R ja Q. Tutkitaan, voidaanko esimerkiksi
vektoria lausua vektoreideh:n jac:n avulla.

i—2] —k =x(i —] —3k) +y(2i + 3] —4k) = (X+2y)i + (—x+ 3y)j + (—3x—4y)k

X+2y=1 o
= —X-|-3y: -2 = {y_ 25
X= 15

—3X—4y=-1

Tutkitaan, toteuttavatko saaduh jay:n arvot esimerkiksi vektorig:
~-3-12-4-(-%) = -1« —21= —9. Yhtéld on epatosi, joten pisteet eivat ole sa-

massa tasossa.

14.*) Laske pisteerP(3,—1,0) etaisyys pisteideA(—3,—2,1) ja B(5,4, —3) kautta kulke-
vasta suorasta.

Vihje:
* Tasokuviot
Vastaus: 3
Ratkaisu: Lasketaan vektoriaAP = a = 6i ) —k ja AB = 8i6] — 4k.
_y_ laeb] 58
Lasketaanap| =y = BT = i

Vektorin a pituus ony/38 ja Pythagoraan lauseen avutla: +3. Taten pisteeR etdisyys suo-
rasta on 3.

15.0lkoonA(1,0,2), B(—1,-4,2) jaC(2,4,1).
a) Maaritd jokin vektori, joka on kohtisuorassa tagdC vastaan.
b) Maarita kolmionABCala.
Vastaus:
a) 4 —2j —4k
b) 3
Ratkaisu:

a) Vektoritulon avullen =ax b = (44+0)i+ (0—2)j + (—8+4)k =4i —2j — 4k.

b) Edelleen vektoritulon avulla saadaas= @ = g =3.
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1 6. Tutki, ovatko vektorita =i — 2j + k jab = —2i +4j — 2k yhdensuuntaisia.
Vastaus: Vektorit ovat yhdensuuntaisia.

Ratkaisu: Vektorit ovat yhdensuuntaisia, koska vektoritulo
axb=(4-4)i+(-2+2)j+(4—-4)k=0.

17.(*) Suoran pyramidin pohja on nelio ja sivutahkot muodostavat pohjan kanssa4gan.
Kuinka suuri on sivutahkojen valinen kulma (asteissa)? (YO syksy 1995 tehtava 8a)

Vihje:
* Kartio

Vastaus: 125 9°

Ratkaisu: Koska yhdenmuotoisissa pyramideissa vastinkulmat ovat yhtéasuuret, voidaan olet-
taa, ettd pyramidin pohjanelién sivu on 2.

Sivutahkona olevan tasakylkisen kolmion huipusta piirretty korkeusjana on trigonometristen

funktioiden avullato%. Tall6in pyramidin sivusarméisaadaan yhtalost = 1+ ﬁz
coq40)

q40°
Jos pyramidin pohjanelion kahdesta vastakkaisesta karjesta piirretddn normaali valissaolevalle
pyramidin sivusarmalle, on normaalien valinen kulonsama kuin haettu sivutahkojen valinen
kulma.

Mainittujen normaalien pituudelle saadaan yhdenmuotoisista kolmioistaH ja ABN yhtalo
1_ \/427n2
S
Sd4-r’=Sjan?=4(1-3).
Taman jalkeen saadaan kosinilauseen avulla lausekkeebeytdald
(2v/2)? = 2n? — 2ncoga)
coga) = ”Zn—;"'

4.1

$ 41-3)

—__1
- o1

= —(cos40)?
-~ 1259
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18.(*) Suoran ympyrakartion pohjan s&de Bfja korkeusH = 3R. Kartion sisdan on asetettu
ympyralierio, jonka akseli on kartion akselin osa. Maarita lierion pohjan saden, etta lierién
vaipan ja pohjien alojen summa on mahdollisimman suuri. (YO kevét 1982, tehtava 7a)

Vihje:
* Lierio

Vastaus: JTiR?

Ratkaisu: Kolmioiden OABja PQByhdenmuotoisuuden nojalla saadaan
BN = X o h=3(R-x).

Merkitd&anA(x) = 2rxh+ 2mx? = 2mx(h+x) = 2mx(3(R—X) 4-x) = 2rx(3R— 2x), kunx € [0, R).
Etsitdan derivaatan nollakohd&t{x) = 2rm(3R—4x) =0 < x = %3.

KoskaA'(x) < 0 vélilla 0< x < 3R jaA'(x) > 0 valilla 3} < x < R alan funktioA(x) on aidosti
vaheneva, kun & x < STR ja aidosti kasvava, kuﬁ‘ﬁB < x < R Aariarvokohdissa\(0) = 0 ja
A(R) = 21R? ja derivaatan noIIakohdasM%‘) = %T[Rz. Alojen summa on taten suurin, kun
lierién pohjan séde ogR.
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3R

19.(*) Suorakulmainen kolmio, jonka kateetit ovat 15 ja 20 pydrahtad hypotenuusalle piirretyn
korkeusjanansa ympari puoli kierrosta. Laske nain muodostuneen kappaleen pinta-ala.

Vihje:
* Pythagoraan lause

Vastaus: A = 396+ 84
Ratkaisu:

20 15

12

16 9
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Aot = 3 -ymp+ 3 -ymp+ L - vaippa+ 1 - vaippa+ 2- kolmio
=A1+A2+A3+A4+2-As

=in @+ 18+ 1n9-154 im-16.20+ 2. 712

— 40,51+ 1281+ 65,511+ 160+ 2- 42

= 396+ 84

20.(*) Suorakulmaisen kolmion kateetit ovat 60 cm ja 80 cm. Kolmion sisélla on suorakulmio,
jonka yksi sivu on hypotenuusalla ja kaksi kéarkeé kateeteilla. Laske suorakulmion suurin ala.

Vastaus:16 dn?

Ratkaisu:

Lasketaan kolmion teravat kulmat:
tan(a) = 8 = 2 < o ~ 36,86989765.° ja
B=180 —90° —a ~ 5313010235 .°.

Suorakulmaisten kolmioiden avulla saadaan:
sin(a) = 2 = b=0,6yja

80—y 1 y
cogB) = =3> = a=133; — 5.
Merkita&nA(y) = a-b = 80y — y°.

Lasketaan funktior\(y) derivaatarA'(y) nollakohdat

A(y) =80—2y=0«y=40, kun 0O< y < 80.

Derivaatta saa arvoja

A'(0) = 80,A’(40) = 0 jaA'(80) = —80.

Na&in suorakulmion suurin al&(40) = 1600 (cnf) saavutetaan, kup= 40.

21.(*) Madrita suorary = x se piste, jonka etaisyys kayragté e* on pienin.



Vastaus: (3, 3)

Ratkaisu: Merkitaan pistgx, €).

Pisteen(x, &) etdisyys suorasta= x saadaail = [=xte]

V2

Sievennettyna etaisyyd = \/iz (—x+ €) on positiivinen jad; = ﬁ - (x— €) negatiivinen.
Merkitaéng(x) = —x+ €.

Funktiong derivaattag' (x) = —1+ €*. Etsitdan derivaatan nollakohdat:

=1
s Inef=Inl
& X-lne=Inl

__In1
SX=1E = =0.

Koska derivaatta on negatiivinen, kun< O ja positiivinen, kurk > 0, on myds funktiay < O,
kunx < 0 jag> 0, kunx > 0. Pienin etdisyys saavutetaan kohdagéa = 1, kdyran pisteessa
(0,1). Pisteen0,1) etéisyys kayrastia= x saadaan nelion lavistajasth= %\/i Kayrany = x
piste on(3, ).

22.(*) Piirrd kdyray = +/|x| seka maarita pistedil, —2) etaisyys kayrasta. (YO syksy 1970
tehtava 10)

Vastaus: /5

Ratkaisu: Olkoon kayrary = +/|x| kyseessa oleva piste, 1/|x|). Koska piste ei voi olla ima-
gindarinen, saadaan pisteeksi edelleer/x).

Muodostetaan pisteefx, /X) ja pisteen(1,—2) vélille jana: f(x) = /X2 — x+4,/X+5, kun
x> 0.

Merkitdadn g(x) = x2 — x+ 4/X+ 5, kun x > 0. Etsitd4n funktiorg derivaatan nollakohdat

g(x) = 2x— 17 = 0. Derivaatalla ei ole ratkaisua. Koskax) > 0, kunx > 0, on myds

f(x) > 0, kunx > 0. Pienin funktionf arvo saavutetaan kohdasg0) = /5, joka on pis-
teen(1, —2) etéisyys kayrasta=+/|x|.




