Funktio

1.

a)

b)

Mik& on funktionf (x) = x? 4 1 lahtdjoukko eli maarittelyjoukko, kun € x < 5?

Mika on funktionf (x) = x2 + 1 maalijoukko eli arvojoukko?

c) Selita, mik& on funktion nollakohta. Anna esimerkki.

d)

Vihje:

Mita tarkoittaa funktion jatkuvuus?

* Funktiokasite

* Funktion jatkuvuus

Vastaus:

a)
b)
c)

d)

[0,5]
[1, 00
ks. Ratkaisu

ks. Ratkaisu

Ratkaisu:

a-b)

d)

Josx on joukonA alkio (merkitdarx € A) jay tdhan liittyva joukorB alkio (y € B), mer-
kitddny = f(x) ja sanotaan, etta funktib kuvaa alkionx alkiolle y tai ettéy on alkion

x kuva funktiossaf. JoukkoA on funktion f l1ahtdjoukko eli maarittelyjoukko. Joukks
taas on funktiorf maalijoukko. Funktion laht6joukko eli maarittelyjoukko sisaltaa funk-
tion saavuttamat-arvot ja funktionf (x) = x> + 1 lahtéjoukko siig0, 5]. Funktion méé-
rittelyjoukko sisaltda funktion saavuttamaarvot ja funktionf (x) = x> + 1 maalijoukko

eli arvojoukko siig|1, o|.

Funktion nollakohta on sellainen funktion kohta, jonka valitttmassa ymparistéssa arvot
muuttuvat joko positiivisesta negatiiviseksi tai negatiivisesta positiiseksi. Tall6in funktion
kuvaaja ylité&-akselin. Esimerkiksi funktior (x) = x— 1 nollakohta orx—1=0< x=

1.

Reaalifunktiof on jatkuva pisteessa jos funktion raja-arvo tassa pisteessa on olemassa
ja se on yhta suuri kuin funktion arvo ko. pisteessa. Toisaalta funktio on jatkuva jollakin
reaaliakselin valilla, jos se on jatkuva tdman valin jokaisessa pisteessa. Havainnollises-
ti funktio on jatkuva, jos funktion kuvaaja on yhtenéinen kayra talla valilla. Esimerkiksi
funktio f(x) = x? on jatkuva kaikkialla. My®6s funktid (x) = 1/ on jatkuva maarittely-
joukossaan, kur > 0, mutta kaikkiallax € R.


http://matta.hut.fi/matta2/isom/html/isomli4.html#x84-24000
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2. Ratkaise funktiorf nollakohdat ja piirra kuvaaja.

a) f(x)=2x+1

b) f(x)=3x—5

c) f(x)=x°

d) f(x) =22 —x+1
Vihje:

* Funktion kuvaaja

Vastaus:
a) x=3
b) x=10
c) X==+2

d) ei nollakohtia
Ratkaisu:

a) Funktionf(x) =

2x+1 nollakohtaonon2+1=0& x=

I\JII—‘

b) Funktionf(x) = x— 5 nollakohta ongx— 5= 0 < x = 10.

157

107
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c) Funktionf(x) = x2 — 2 nollakohdat ovax? — 2 = 0 < x = /2.

d) Funktiolla f(x) = 2x> —x+ 1 ei ole reaalisia nollakohtia, koska toisen asteen yht&lon
ratkaisukaavan diskriminanffl = —7 saa imaginaarisia arvoja.

3. Ratkaise funktiorf nollakohdat ja piirra kuvaaja.

a) f(a) =5a
b) f(a)

(

(

23a%+4,kun—2<a<?2

—3a—-1,kun-5<a<1

c) f(a)
d) f(x)=4x4 kun f(x) >

Vastaus:
a)a=0

c) a1 ~ —1,53209 jaa, ~ —0,347296

d) ei nollakohtia maarittelyalueella



Ratkaisu:

a) Funktionf(a) = 5a° nollakohta on 8 =0« a=0.

b) Funktion f(a) = 23a+ 4 nollakohta on a3 +4 =0« a= {/—1% ~ —1,133, kun
—2<a<?2.

-8

c) Funktion f(a) = a® — 3a— 1 nollakohdat ovata® —3a—1 = 0 < a; ~ —1,53209
ja ax ~ —0,347296, kun—5 < a < 1. Nollakohdat voidaan ratkaista esimerkiksi
Mathematica-, Maple- tai Matlab-laskentaohjelman avulla.




d) Funktionf(x) = 4x* nollakohta on #* = 0 < x = 0, mutta kunf (x) > 1 funktiolla ei ole
nollakohtia.

RN W

4. Ratkaise funktiorf nollakohdat ja piirréa kuvaaja.

a) f(x)=|2x—2|

b) f(x)=—|2x+2|+4

c) f(x)=|x2—2x —4

d) f(X)=[x+2|+[x—1]—(x+1)

e) f(X)=x®—3x%+2—5
Vastaus:

a)x=1

b) Xy =1jaxo=-3
c) x1=1—+v5~ —1,236 jaxo = 1+ /5~ 3,236

d) ei nollakohtia

&) xy=1+1¢/135 2121, 3151 /21) ~ 3 223]a

—{/3(5—-Vv21) ~ —1,279

Xo=1-—23

Ratkaisu:

a) Funktionf(x) = |2x— 2| nollakohta orx = 1. Tama nahdaan esimerkiksi kuvasta.



b) Funktionf(x) = —|2x+ 2| + 4 nollakohdat saadaan yhtaloparin
F(x) = —(2X4+2)+4=-2x+2, kun X+2>0< x> -1
| —(—2x—2)+4=2x+6, kun X+2< 0 x< —1

suorien nollakohdista. Nollakohdat ovax+2=0<x;=1jaX+6=0< xp = —3.
Nollakohdat nahdaan myos kuvaajasta.

c) Funktionf(x) = [x?> — 2x| — 4 nollakohdat saadaan paraabglia x*> — 2x — 4 nollakoh-
dista. Nollakohdat ovat; = 1— /5~ —1,236 jaxo = 1+ /5~ 3,236.

d) Funktiollaf(x) = |x+ 2|+ [x— 1| — (x+ 1) ei ole nollakohtia, koska yhtaléryhman
(—x—2)— (x—1) —x—1=-3x—2, kunx+2<0&x< -2
f(X) =< (X+2)+(—x+1)—x—1=—x+2 kun —2<x<1
(Xx+2)+(x—1)—x—1=x, kunx—1>0<x>1



yhdellakaan suoralla ei ole nollakohtia kyseisella valilla. Tama nahdaan myos kuvaajasta.

e) Funktionf (x) = [x3 — 3x? 4 2| — 5 nollakohdat saadaan yhtaloparin
< 3 2 3
F(x) = " 3 ’ 2
—X°4+3xc -7
kuvaajien nollakohdista. Nollakohdat ovat

X3—3X2—3:O<:>x1:1+%\3/w

3 2 _ _1_ 2 3
X4+ —-7T=0x=1 357\/71

‘/3(5++/21) ~ 3,223 ja
(5—+v/21) ~ —1,279

_I_

NI

a) f(x) =X

b) f(x)=+—X

c) f(x)=vxe—-1

d) F(x) = ¥
Vihje

* Juurifunktiot


http://matta.hut.fi/matta2/isom/html/juuri2.html

Vastaus:

a)x=0
b) x=0
C) xy=—-ljaxo=1

d) x=0
Ratkaisu:

a) Funktionf(x) = /X nollakohta on,/x=0< x=0.

1.75¢
1.5¢
1.25¢

0.75¢
0.5¢
0.25¢

b) Funktionf(x) = /—x nollakohta on/—x= 0« x=0.

1.5¢

0.5¢

-2 -1.5 -1 -0.5

c) Funktionf(x) = v/x2— 1 nollakohdat ovat/x? — 1 =0« x; = —1jaxp = 1.



10

10 -5

d) Funktionf(x) = ¥x nollakohta ony/x =0« x=0.

1.5¢

0.5¢

10

6. Piirra funktion f kuvaaja ja ratkaise nollakohdat.
a) f(x) =cogx)+2
b) f(x) =tan(x)

c) f(x) =1/ (sin(x))?
d) f(x)=sin(x)+x

e) f(x) = —|sin(x)| — 3x

Vihje:
* Trigonometristen funktioiden kuvaajat
Vastaus:

a) ei nollakohtia

b) x=0+n-1, kunneZ
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Cc) Xx=0+n-1,kKunne 7%
d) x=0
e) x1=-1,895x,=0

Ratkaisu:

a) Funktiollaf(x) = cogx) + 2 ei ole nollakohtia. Tamé& nahdaan kuvaajasta.

kil

b) Funktionf(x) = tan(x) nollakohdat ovak = 0+ n- 1, kunn € Z.




d) Funktionf(x) = sin(x) + x nollakohta orx = 0.

e) Funktionf(x) = —\sin(x) — %x nollakohdat ovak; = —1,895 ja x» = 0. Nollakohtax;
saadaan esimerkiksi Mathematica-, Maple- tai Matlab-laskentaohjelmalla.

{ . Ratkaise funktiorf nollakohdat ja piirréa kuvaaja.

a) f(x) =Inx

b) f(x) =In(x—2)
c) f(x) =10

Vastaus:

a)x=1
b) x=3

c) einollakohtia

Ratkaisu:



a) Funktionf(x) = In x nollakohta on Ix=0< & = x < x = 1.

b) Funktionf(x) = In(x— 2) nollakohta on Iix—2) =0 @ =x—2 & x= 3.

c) Funktiolla f(x) = 10 ei ole nollakohtia, koska 0= 0 on mahdoton yht&l6. Funktio
f(X) — oo, kun f(x) — 0.

8. Ratkaise funktion nollakohdat ja piirra kuvaaja.

Xx+1, kunx< 0
a)y=
3x+1, kunx>0



b) y— 3, kunx>0
y= —x%+ 3, kunx < 0

2, kunx<1
c)y=
—X, kunx > 1

Vihje: Tarkastele funktiota paloittain.

Vastaus:

a) x=-1

_ 1
b)x_ﬁ

c) einollakohtia
Ratkaisu:

Xx+1, kunx< 0

nollakohtaomx+1=0< x= —1.
3Xx+1, kunx>0

a) Funktiony = {

%, kunx >0
—x2+ 3, kunx < 0

1

2, 1_ _
nollakohta on—x< + 5= 0 x= 7

b) Funktiony = {




2, kunx<1

—X, kunx > 1
rista ei leikkaax-akselia kyseisella valilla.

c) Funktiollay = ei ole nollakohtia, koska kumpikaan yhtéloparin suo-

9. Piirra funktion kuvaaja. Maarita nollakohdat ja asymptootit.

a) y= 4

b) y=2"7

c) y="2£

d) y= 51

&) y="05
Vihje:

* Asymptootit

* Liittohyperbeli ja asymptootit
Vastaus:

a) Einollakohtia, asymptootit ovatakseli ja suorax = 1.

b) Nollakohtax = 0, asymptootit ovax-akseli ja suorax = —1 sekax = 1.
c) Einollakohtia, asymptootit ovgtakseli ja suorgyg = x.

d) Nollakohdatx; = —1 jaxe = 1, asymptootti on suona= 1.

e) Nollakohdatg = —1,% = 2(—1—/2) ~ —4,828 jaxz = 2(—1+1/2) ~ 0,828, asymp-
tootit ovaty-akseli sekd suona= 3x— 1.

Ratkaisu:
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a) Funktiollay = ;2; ei ole nollakohtia. Funktion asymptootit ovatakseli ja suora

X_
x—1=0<« x= 1. Koordinaatistoon on piirretty myds asymptootit.

RN W

-2
3\
_4,

b) Funktiony = 7*5 nollakohta onx = 0. Funktion asymptootit ovat-akseli ja suorat

x> —1=0« x= —1 A x= 1. Koordinaatistoon on piirretty my®s asymptootit.

=N W

|

|
N
ot
=

. 2 1 . . ..
c) Funktiollay = % ei ole nollakohtia. Asymptootit ovatakseli ja suorgy = x.

d) Funktiony = ;—‘z—j nollakohdat ovak; = —1 jax, = 1. Asymptootti on suorg = 1.



e) Funktiony = XS*—ZS;# nollakohdat ovatx; = —1, xo = 2(—1 — V/2)

~ —4,828 ja
x3 = 2(—1+1/2) ~ 0,828. Asymptootit ovay-akseli seka suona= %x— 1.

7.5¢1
5|
2.5¢ /
= 5
-2\.5
5|
=7.5¢

10.piirra kuvaaja. Maarita mahdolliset asymptootit ja kohdat, joissa kuvaaja leikikselin.
a) ’1‘—2 + %z =1
b) %~y =1
C) 4x%+25y2 =100
d) (x—22+y?*=4
e) 2°—3y’+1=0
fly=v2x2—-1
Vihje:
* Ympyra ja sen yhtalo

* Hyperbeli
* Ellipsi
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Vastaus:

a) Nollakohdatx; = —4 ja x2 = 4.
b) Nollakohdaix; = —2 ja x» = 2, asymptootit ovat suorgt= i%x.
c) Nollakohdatx; = —5 ja x» =5.
d) Nollakohadak; =0 ja xp =4.

e) Kuvaaja ei leikkaa-akselia, asymptootit ovat suonat i\/gx.

f) Nollakohdatx; = —% ja xo=

1
N
Ratkaisu:

a) Funktio’l‘—i3 +y—92 = 1 kuvaa ellipsia ja se leikkaaakselin kohdissa; = —4 jaxp = 4.

I
J

b) Funktioxff —y? =1 kuvaa hyperbelia ja se leikkaaakselin kohdissa, = —2 jaxy = 2.
Funktion asymptootit ovat suorgt= i%x.

RN w

N
\




c) Funktio &°+ 25y = 100< ’2‘—; +yzz =1 kuvaa ellipsi& ja se leikkaaakselin kohdissa
Xy =—5jaxp=5.

-6 -4 -2 -’y 6

d) Funktio(x— 2)?+y? = 4 kuvaa ympyréa ja se leikkaaakselin kohdissa;, = 0 jaxp = 4.

e) Funktio 22— 32 +1 =0« ¥ — ¥ — _1 kuvaa hyperbeli4 ja se ei leikkazakselia.
2 3

Funktion asymptootit ovat suorat= j:\/gx.



0.5 1 1.5 2

f) Funktioy=vV22 -1y =2°-1< % — y—lz =1, kuny > 0 leikkaax-akselin koh-

dissax; = —% jaxo = %
3,
2,
1,
-3 -2 -1 1 2 3
_l,
72,
_3,

11.

a) Selita, mikd on kaanteisfunktio. Anna esimerkki.

b) Paattele funktion kuvaajan perusteella, onko funktiolla kdanteisfunktio.

1)

L/




2)

3)

4)

1

c) Maarita funktionf : [2,00] — [—4, o[, f(X) = x? — 4x k&anteisfunktiof ~1. Piirrd samaan
koordinaatistoon funktioidef ja f ~* kuvaajat. Laske edelleeit?(140).

d) Muodosta funktiotf o f~1ja f~1o f, kun f(x) = %x— 1.

Vihje:



* Kaanteisfunktio
* Reaalifunktion kdanteisfunktio

* Yhdistetyn funktion maaritelma
Vastaus:

a) ks. Ratkaisu

b) Kuvien 1 ja 4 kuvaajilla on olemassa kaanteisfunktio, mutta kuvien 2 ja 3 kuvaajilla ei.
c) f1(x)=2+v4+x ja f~1(140 =14

d) fofl=f(fH=xja flof=Ff1(f)=x

Ratkaisu:

a) Funktionf(x) kaanteisfunktiota merkitaah~1(x). Jotta funktiolla olisi olemassa kaan-
teisfunktio, on sen oltava joko aidosti kasvava tai aidosti vaheneva. Funktion kaénteis-
funktion maarittelyjoukkoa vastaa funktion arvojoukko ja arvojoukkoa maarittelyjoukko.
Esimerkiksi funktiollaf (x) = x? ei ole kaanteisfunktiota, mutta funktiolgx) = x3 on.

b) Kuvien 1 ja 4 kuvaajilla on olemassa k&aénteisfunktio, koska kuvaaja 1 on aidosti kasvava
ja kuvaaja 4 aidosti vaheneva. Kuvien 2 ja 3 kuvaajilla ei ole olemassa kaanteisfunktiota.

c) Funktiof(x) = x? — 4x on aidosti kasvava, kux> 2, joten funktiolla on olemassa kaan-
teisfunktio. Muodostetaan funktion= x* — 4x k&anteisfunktio. Ratkaistaan muuttuja
X yhtélostay = X2 — 4x < X% —4x—y = 0 & x = 2+ \/4+y. Vaihdetaan muuttujax
ja 'y keskenaan. Saadagn= 2+ v/4+x. Kun liséksi huomioidaan alkuperaisen funk-
tion méaérittely- ja arvojoukko, saadaan kaanteisfunktiokst(x) = 2+ /4+x, kun
X € [—4,00] — [2,o[. Liséksif~1(140) = 14.

d) Funktionf (x) = 3x— 1 kaanteisfunktio orf ~1(x) = 2x-+ 2. Lasketaan yhdistetyt funktiot
fofl=f(f1)=32x+2)-1=x ja
flof=f"1(f)=2(3x—1)+2=x.
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12.

a) Ratkaise yhtalgy/1—2x+1)% = 16. (YO syksy 1994, tehtava 1)

b) Ratkaise epayhtald2— x| < v/x— 2. (YO kevat 1995, tehtava 1)

c) Ratkaise yhtal6 +4y/1—x = 4x. (YO syksy 1983, tehtava 3a)

Vastaus:

a)x=-4

b)
c)

2<x<2;

_3
X=3

Ratkaisu:

a) (VI—2x+1)?=16

b)

13.

v
SV1-2x+1=4 | 2. pot

&S1-2x=9

& X = —4, mika toteuttaa reaalisuusehdon 2x < 0 < X

22—x < vx-2

S 44— Ix+X2) < x—2
& 4% —17x+18<0
= 4x°—17x+18=0
e x= 11

S X1 =23, Xp=2
=2<X< 23

1+4y/1—-x=4x
S4y/1-x=4x-1
& VI-x=x—%

S 1-x=(x—13)2

| 2. pot

| 2. pot

[EnY

NI

Yhtalon ratkaisu orx = %, mika toteuttaa seka reaalisuusehdon 1> 0 x <1
ettéd toisen potenssin kayton seurauksena saadun ehel(%z 0O x> %1 eli ehdon

1
Z<X§1.

a) Maarita yhtalor(1+x+x%)? = 1+ x4+ x? reaalijuuret. (YO kevét 1983 tehtivé 2)



b) Milla a:n arvoilla yhtalénx® 4 (3a+ 1)x+ 81 = 0 juuret ovat reaaliset? (YO kevét 1988,
tehtava 3)

c) Milla a:n arvoilla yhtalolla(a® — 3a+ 2)x? — (a2 — 5a+4)x — (&% —a) = 0 on enemmén
kuin kaksi ratkaisua? (YO syksy 1994, tehtava 5a)

Vastaus:
a) x=0taix=-1
b) a< =1=/324 ~ _6 333 taia > ~1/324 ~ 5 667
c)a=1

Ratkaisu:

a) Merkitsemalla & x+ x? = y saadaan yhtalg? =y, jonka juuret ovay; = 0 jay, = 1.
Annettu yhtalo toteutuu siten, jostx+x% =0 ta| 14 x+x% = 1. Edellisell& yhtalolla
ei ole reaalijuuria, koska&l:x+x2 (X+35 ) + > 0 kaikilla x:n reaaliarvoilla. Jalkim-
mainen yhtalé voidaan muuntaa muotomerx) = 0, joten sen juuret ovat = O tai
x=-1.

b) Yhtalonx? + (3a+1)x+81=0x x= <3a+1>wm
kun toisen asteen yhtalon ratkaisukaavan dlskrlmlnanttl

D=09a?+6a—323>0
<:>a>—1i\/374

—a< == V@ 6,333 taia > —L£Y/324 1 5 667.

juuret ovat reaaliset silloin,

c) Koska toisen asteen yhtalolla on normaalisti kaksi juurta, on ratkaisuja enemman kuin
kaksi silloin, kun kaikki yhtalon kertoimet ovat nollia. Tall6in ratkaisujacommaaéra el
xeR.

(a®>—3a+2)x°— (a® —5a+4)x—(a>—a) =0

s a—-3a+2=0na-5a+4=0na’—-a=0

< (a=2va=1)A (a=4va=1)A (a=0va=1)
sSa=1

14.

a) Ratkaise yhtalé-v/x+5=
b) Ratkaise epayhtak— 1 < *L.

c) Piirra kayréy = |x| + |x— 1| seké ratkaise sen avulla epayhtpdo+ [x— 1| < 2. (YO kevat
1979, tehtava 3)

d) Piirra kayrdy = x— |x— 2| ja ratkaise sitéa apuna kayttdex-33|x— 2| = x2. Tarkat arvot.
(YO syksy 1993, tehtava 4b)



Vastaus:

a) x=-1
b) x< -1V O0<x<2

C) —3 <x<13

d) x=3—v3,x=+6
Ratkaisu:
a) —vVX+5=x-1

S VX+5=1-X | 2. pot
&x+5=(1-x)?
&x2-3x—4=0
S X1 =4,%=-1

Ratkaisux = —1 tayttaa seka reaalisuusehdon5 > 0 < x > —5 etté toisen potenssin
kayton seurauksena saadun ehdoA x> 0< x < 1 eliehdon -5 <x< 1.

1 X+1

b) X—x <5
xc—1 X+1
X <5
& XX2 0

Osamaaran osoittaja saa negatiivisia arvoja, kuin< x < 2 ja nimittgja, kunx < 0.
Tallbéin osamééara saa negatiivisia arvoja, kun —1 tai 0< x < 2.

—2X+1, kunx<0
c) Tarkastellaan kuvaajae= x|+ |x—1| = ¢ 1, kun0<x< 1 paloittain, kunx < 0,

2x—1, kunx>1
O<x<1ljax>1.

Kuvaajasta nahdaan, etta epayhts|or [x— 1| < 2 toteutuu, kun-1 < x < 13.



2x—2, kunx < 2

paloittain, kurnx < 2 jax > 2.
2, kunx>2

d) Tarkastellaan kuvaajge= x— |x—2| {

Yhtalo

3x—3x—2| =2

& 3(X—[x+2|) =%

& X—[x+2) =33

toteutuu, kun

2x— 2= Ix?

& x=3-1/3~1,268 ja 2= 1x2
& x =16~ 2,450.



