Differentiaalilaskenta

1.

a) Mika on tangentti? Mika on sekantti?

b) Maarittele funktion monotonisuuteen liittyvat k&sitteet: kasvava, aidosti kasvava, vahene-

va ja aidosti véheneva. Anna esimerkit.

c) Selita, mita funktion raja-arvolla tarkoitetaan. Anna esimerkki.

d) Maarittele funktion &ariarvoihin liittyvat kasitteet: globaali ja lokaali maksimi ja minimi.

Anna esimerkit.

e) Mika on derivaatta? Anna esimerkki.

Vihje:

*

*

Derivaatta

Sekantti ja tangentti

Funktion kasvavuus ja vahenevyys

Funktion kasvavuus ja vahenevyys; paikalliset aariarvot

Funktion raja-arvon maaritelma

Toispuoliset raja-arvot; raja-arwe ja raja-arvo aarettomyydessa

Absoluuttinen maksimi ja minimi

Derivaatan maaritelma

Derivoituvuus

Vastaus:

a) Sekantti on suora, joka leikkaa tarkasteltavaa kayraa vahintdédn kahdessa pisteessa. Ol-

koon leikkauspist® kiinted ja lAhestykdon toinen leikkauspig@esita kayraa pitkin. Jos

kayra on silea pisteeR kohdalla, ts. kyseessa ei ole kayralla oleva karkipiste tai muulla
tavoin epasaannollinen piste, kdantyy sekantti talloin suoraksi, joka sivuaa kayraa pistees-
saP. Siita tulee talloin kayran tangentti eli sivuaja.

b) Reaalimuuttujan reaaliarvoista funktiota kutsutaan kasvavaksi, jos kaikilla tarkastelujouk-

koon kuuluvilla arvoillax, xo pateex; < xo = f(x1) < f(x2). Jos funktionarvojen va-
lilla ei sallita yhtasuuruutta, funktio on aidosti kasvaxa< x, = f(x1) < f(x2). Ehdot
X1 < X2 = f(x1) > f(x2) jaxy < X2 = f(x1) > f(x2) merkitsevat vastaavasti, ettéa funktio
on vahenevé ja aidosti vaheneva. Esimerkiksi funk(io) = x? on aidosti véaheneva, kun
x < 0 ja aidosti kasvava, kux> 0. Paloittainen funktio

X, kunx < —2 - .
g(x) = taas on kasvava, mutta ei aidosti kasvava.
—2, kunx> -2
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c)

d)

Jotta funktionf raja-arvo pisteessdolisi b (merkitaan lim_a(f(x)) = b), on tilanteen

oltava sellainen, etta asetetaanpa miten tiukka etaisyysvaatimus tahansa, funktion arvot
ovat tata etaisyytta lahempanéd anlmakun muuttujax rajoitetaan riittavan lahelle tar-
kastelukohtaa. Esimerkiksi funktionf(x) = —x? raja-arvo on 0, kurx l&hestyy nol-

laa. Huomaa, etta raja-arvo on olemassa, koska funktio lahestyy samaa arvoa raja-arvon
molemmilta puolilta. Funktionf raja-arvo onco, kun x l&hestyy aaretdntéx(— o) tai
miinus-aaretontax(— —oo).

Funktionf lokaali eli paikallinen maksimi on sellainen piste, jossa funktion arvo on suu-
rempi kuin pisteen valittotmassa ymparistossa. Paikallinen minimi on vastaavasti sellainen
piste, jossa funktion arvo on pienempi kuin pisteen valittbmassa ymparistdssa. Funktion
globaali maksimi on funktion suurin paikallinen maksimi ja globaali minimi vastaavasti
pienin paikallinen minimi.

Funktionf (x) derivaattaf’(xp) kuvaa tangentin kulmakerrointa tietyssa pisteegsBe-
rivaatta kuvaa kayran jyrkkyytta ja siksi myds kasvavuutta ja vahenevyytta. Esimerkiksi
funktion f (x) = 3x? + x derivaatta orf’(x) = 6x+ 1. Kohdassa = 1 tangentin kulmaker-

roin on f/(1) = 7. Funktion tiedetéan siis olevan kasvava kohdassa, koska derivaatta
on>0.

2. Laske raja-arvo

a)
b)
c)

d)

Vihje:

*

a)
b)
c)
d)

a)

limy—.2(5—2x)

X+2

|imx—>3XT1

limy_3lg(x® + 1) + 3

Iimx_,%rsin&

Funktioiden standardiraja-arvoja

Vastaus:

1
1
25
28
V3
2

Ratkaisu:

lim_2(5—2x)=5-4=1
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NI

b) limy3%2 =3=2

c) limy_3lg(x*+1) +3*=1g10+ 3% =28

NG

. oo
d) Ilmxﬁgsm&_smg_

3. Laske raja-arvo

a) IImX—>lX_22X_:|J_rl

b) limx—o(zh5 — &)

VX—1
X—1
Vastaus:
a0
b) —1
c) 3
Ratkaisu:
. 2
a) lim,.y 23

—1)2
= limys

— Ilmx_>1x 1 O

1 ;)

b) I|m>H()()(+X X

—Ilmx—>0< X(x—1)

= im0y =—1
x—1
C) IImX—>1 \X[ 1
x—1
=M1 ooy

_ i 1 1
=M1 55 = 2

4. Laske raja-arvo

a) limy_ (X3 +x2+2)

X2—5x+1
2C+x+4

. /%2
C) IImX—>—oo %

b) limy .o



Vihje:

* Reaalllukujoukon valif
Vastaus:

a) —o

b) %

c) —V2
Ratkaisu:

a) limy_ o +x242)
=limy_oX3(1+ 5+ 3)
— 0o(1-0-0)=—

2
im X“—5x+1
b) limy—c 2 4-x+4

i X2(1-3+
= |m)(—>00 2( +%+
a-3+3)
@riig

)

1
X2
%)
)
)

NI

. 2
C) ||mxﬂfoo V2xXé+1

J’_

x
S
Py
X1 N
e
—

2+

T

= limy__w|X|

_ 2+
= liMy_ o —X 25 = —V/2

-

5. Pohdi, onko alla olevilla funktioilla derivaatta kaikkialla?

a)
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b)

d)

Vastaus:

a) Ei
b) Ei




c) On
d) Ei

Ratkaisu:

a) Eiole. Funktio ei ole jatkuva kaikkialla, silloin se ei my6éskaan ole derivoituva kaikkialla.
b) Eiole. Kuvaajan karkipisteessa ei ole yksiselitteisesti maariteltya derivaattaa.
c) On.

d) Eiole. Funktio ei ole aidosti kasvava.

6. Ovatko alla olevat vaittamat tosia? Perustele tai anna vastaesimerkki.

a) Josf(x) ei ole jatkuva kohdass®, se ei ole mytskaan derivoituva kohdazga
b) Funktiolla on derivaatta kaikkialla, jos se on kasvava.

¢) Jatkuvan funktion suljetulla valilla saamien arvojen joukossa ei valttamatta ole suurinta
ja pieninta arvoa.

d) Jos suljetulla valilla jatkuva funktio saa valin paatepisteissa erimerkkiset arvot, niin funk-
tiolla on ainakin yksi nollakohta talla valill&.

e) Josf(x) on derivoituva kohdassa, niin se on myds jatkuva kohdasga

f) Funktiolla f on kohdassag raja-arvonaa vain, jos lim_.x,— f(X) = limy_y,; f(x) = a.
Vastaus:

a) Tosi
b) Epatosi
c) Epatosi
d) Tosi
e) Tosi

f) Tosi
Ratkaisu:

a) Tosi.

b) Epéatosi. Jotta funktiolla on derivaatta kaikkialla sen tulee olla aidosti kasvava. Pelkka
kasvavuus ei ole riittava ehto.



c) Epétosi. Koska vali on suljettu, on valilla valttdmatta suurin ja pienin arvo. Funktio voi
saada suurimman ja pienimmaéan arvonsa valin paatepisteissa tai derivaatan nollakohdis-
sa.Suurin ja pienin arvo voi olla sama arvo.

d) Tosi.
e) Tosi.

f) Tosi.

{ . Derivoi
a) f(x)=m
b) f(x) =23 —5x2+4x—3
c) f(x) = 1x162_ 13102 y 1 1
Vihje:
* Summan, vakiokerrannaisen, tulon ja osamaaran derivaatta

* Luettelo derivaatoista

* Yhdistetyn funktion derivaatia
Vastaus:

a) f'(x)=0

b) f/(x) = 6x°>— 10x+4

c) f/(x) =54x61_51x101 1

8. Derivoi
a) f(x) = (x®—5x)’
b) f(x) = (x%2—x)(x343x)
c) f(x) = (2x—1)3(3x+2)?
Vastaus:
a) f/(x) = 7(x3 —5x)%(3x? — 5)
b) (x)
c) f'(x)

X(5x3 — 4x? 4-9x — 6)

6(2x— 1)2(3x+2)(5x+ 1)


http://matta.hut.fi/matta2/isom/html/derivsnt1.html
http://matta.hut.fi/matta2/isom/html/alkfnder1.html
http://matta.hut.fi/matta2/isom/html/derivsnt2.html

Ratkaisu:

a) f/(x) = 7(x® —5x)%(3x% — 5)

b) f/(x) = (2x—1)(x343X) + (X2 — X) (3% + 3) = 5x* — 4x3 + 9x? — 6x = X(5x° — 4x° + X —
)

c) f/(x) =6(2x— 1)3(3x+2) + 6(3x+ 2)2(2x— 1)?
6(2x—1)2(3x+2) [(2x— 1) + (3x+2)]
= 6(2x—1)%(3x+2)(5x + 1)

(2}]

9. Derivoi
a) f(x)=v2x—1
b) f(x)=v6x2+1
c) f(x)=xvy6x+1
Vastaus:
a) f'(x) = 2>1<—1
b) f/(x) = =X —
Y/ (6x241)2
c) f'(x) = %/ﬁ + /6x+1

Ratkaisu:

a) F/(x)=2-3(2x-1)"2 =L

AN

_2
0) (9 = §12(6¢ + 1) = g

1\ -2 3 _ 2X 3
c) f/(x) =2x(6x+1)"3 +v6x+1= W+\/6x+1

10. Derivoi

Vastaus:



a) f/(x) = _2(3x%42)

(x342x)4
b) /(%) = X553
Q) 1) = S0
Ratkaisu:
a) f/(x) = 0-203+2x)(3%+2) _  2(3%+2)

(X3+2X)4 - (X3+2X)4

3x2()(2+1) 2X4 o X2(X2+3)
b) f/ ( ) (x2+1)2 T (X41)2

2 2X(x+1)—x2 2 2 665 3O(xi2
) 1100 = 3(57) B0 =327 R = 3gE = St

11.perivoi
a) f(x) = (sin(x )
b) f(x) = (cogx))°
¢) f(x) = sin(x) + cogx)
d) f(x) = sin(x) -cogx)
e) f(x) = o

cos(x
f) f(x) =x-sin(x)
g) f(x) = sin(2x) + cog3x?)

Vastaus:

a) f/(x) =sin(2x)

b) f/(x) = —3sin(x)(cos x))?

c) f(x)
(x) =
(x) =

cogx) — sin(x)

d) /(x OS(ZX)

f/
) X (cos(x))

f) f/(x) = xcogx) + sin(x)
) f'(x) =2(cog2x) — 3xsin(3x?))

Ratkaisu:



a) f'(x)
b) f'(x)
c) f/(x) =cogx)—sin(x)
d) (%

e) f/(X) _ cogx) cos(x)—(—sin(x)) sin(x) (cos(x))2+(sin(x))2 . 1

(coS(X))2 (cos(x))2 (cos(x))2
f) f'(x) = xcogx) + sin(x)

g) f/(x) =2cog2x) — 6x-sin(3x?) = 2( cog2x) — 3xsin(3x?))

12.Derivoi
a) f(x) =In2x
b) f(x) = (Inx)?
c) f(x):ln%
d) f(x)=log,x
e) f(x) =e
f) f(x) =xe+2x1
Vastaus:
a) f'(x)=1
b) /(x) = 2inx
c) f'(x) = %5
d) f'(x) = Xl_il‘l-Z

f) f'(x) =e(x+1) +2¢In2
Ratkaisu:

Q) 11(x) =24 — 1

b) '(x) =2Inxi = 2Inx

€) 1/(x) = oy - Y = 2

x+1



d) f'(x) = T%]Z
e) f/(x) = —2e=

f) /(x) = x&+ €+ 212 =e(x+1)+2%1In2

13.

a) Laske funktionf (x) = 2x*> — 5x+ 27 derivaatta kohdassa= 2.
b) Olkoonf(x) = (3x— 5)2. Ratkaise yhtald’(x) = 4.

c) Maaérita paraabelig = x? — 4x+ 3 huipun koordinaatit.

Vastaus:

a) f'(2)=3
b) x=15
C) (27_1)

Ratkaisu:

Il
N

< 18x—30=4
< 18x=34
ox=H=y =g
c) Derivoidaan funktio:
y =2x—4.
Huippu l6ytyy derivaatan nollakohdasta.
2x—4=0
& 2Xx=4
SX=2
=y=22-4.2+3=-1
V :Huippu on kohdassg, —1)

14 . Maarita paraabelig = x*> — 2x — 1 pisteesee(2, —1) piirretyn tangentin yhtalo.
Vihje: Suoran yhtald/ — yo = k(X — Xp), kun suoran kulmakerroin dnja suora kulkee pisteen
(X0, Yo) kautta.



Vastaus:y=2x—5

Ratkaisu: Tangentin kulmakerroin saadaan sijoittamalla 2 derivattaan:
y =2x-2,

f(2)=k=2-2-2=2.

Suoran yhtald saadaan kaavasta

Yy —Yo = k(x—x0).

Sijoittamalla(xo, o) = (2, —1) saadaan suoralle yhtalo

y=2x—5.

15.Mmissa pisteessa suorgn= —2x+ 1 suuntainen tangentti sivuaa kaysaa —3x° + x?
Vastaus: Pisteess#s, —3)

Ratkaisu: Koska kyseinen tangentti on suorgn= 2x+ 1 suuntainen, on sen kulmakerroin
k = 2. Talloin saadaan

y=—-6x+1=2
& —6Xx= -3
SX=3

Funktiony:n arvo saadaan sijoittamalla saato arvo kayran yhtaléon:
=-3-(3)2+1i=-1

y 2)" T2 3

Leikkauspiste on siié3, — ).

16.Missa kulmassa kayrgt= x> — 2x jay = x*> — 5x+ 6 leikkaavat toisensa?
Vihje:

* Yhtaléryhma

Vastaus:.a =716

Ratkaisu: Leikkauspiste saadaan yhtalosta
X2 —BX+6 = x> — 2

< 3X=6

& x=1.

Leikkauspisteely :n arvo saadaan sijoittamalla saato arvo kayran yhtaloéon:
y=2°-5.24+6=0.

Leikkauspiste on sii$%,0). Kulmakertoimet kyseisessa pisteessa saadaan derivaatoista:
Yy =2x—1,jolloink; =2-2—-2=2ja

Y, =2x—5, jolloink; =2-2—-5=—1.

Suorien vélinen kulma saadaan kaavasta

_ | ki—ko
tana = ||
& tana = | 3|
< oa=716.

. . . Sy 2 - _ 2 1 . . .
17.0soita, etta kayrat = x% jay = —x2+ 2x— 5 sivuavat toisiaan.

Ratkaisu: Kun kayrat sivuavat toisiaan, niiden tangenttien kulmakerroin on sama ainakin jos-
sain yhteisessa pisteessa. Yhteinen piste saadaan yhtalosta
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X =—x2+2x— 3
S2%-X%+1=0
S X=3
=y=(3?=3%
On siis olemassa yhteinen piste, joka(ém%l). Kayrien kulmakertoimet saadaan derivaatasta:
yi=2x=k=2-3=1ja

Yo=-2X+2=k =-2-3+2=1.

Yhteisessa pisteesséi, %1) kulmakertoimet ovat samat:

ki=ko=1

O

18. Maarita funktionf : f(X) = x+ V4 — X2 suurin ja pienin arvo.

Vihje: Funktio saavuttaa suurimman ja pienimman arvonsa joko valin péaatepisteissa tai deri-
vaatan nollakohdissa.

Vastaus: Suurin arvof (v/2) = 2v/2, pienin arvof (—v/2) = —2.
Ratkaisu:

f(X) = x+V4—x2

(x) = Y2 =0

& X+ V4—x=0, X#+2

S VA—Xxe=X

S4-x2=x2 x>0

S =4

& X==+2

Merkkikaaviosta ja kuvaajasta tarkastelemalla nahdaan, ettéd maksimi on kokeasé, jol-
loin f(v/2) = 21/2, ja minimi kohdassa = —/2, jolloin f(—v/2) = —2.

19.milla x:n arvoilla funktio f : f(x) = x3(2x— 3)* on aidosti kasvava?
Vastaus: Funktio on aidosti kasvava, kun< 2,x > 3.

Ratkaisu:Derivoidaan funktio ja etsitd&n sen nollakohdat:
f/(x) = x*(2x—3)3(18x—-15) =0

& xt=0taix—3=0tai 1&—15=0

& x=0taix=3taix=2.

Funktio on aidosti kasvava, kufi(x) > 0. Kohdassa = 0 kyseinen funktio on myds aidosti
kasvava, vaikkaf (0) = 0, koska funktio on kohdan ymparistdssa aidosti kasvava. Tarkastele-

malla merkkikaaviota saadaan vastauksaksig, X > %

20. Maarita ne kayrarly = (x+ 1)% — 4x pisteet, joissa kayran tangentti on vaakasuora (YO
kevat 1992 tehtava 2).

Vastaus: Tangentti on vaakasuora pistee$84l)

Ratkaisu: Tangentti on vaakasuora derivaatan nollakohdassa.
Derivoidaan funktio ja etsitddn sen nollakohdat:
f'(X) =4(x+1)2-4=0



& (x+1)°%=1

SX+1=1

& x=0

Muuttujany arvo kohdassa = 0:

y=(0+1)—-4.0=1

Tangentti on siis vaakasuora koordinaatiston piste@x4a

21 .Maarita funktionf : f(x) = xv/4—x aariarvot.

Vastaus: Maksimi f(Z%) = 1%‘/? minimia ei ole.

Ratkaisu: Derivoidaan funktio ja etsitddn sen nollakohdat:
f'(%) = v4—x— 2\/)4(1?x - 2% =0

< 8-3x=0,x<4

& —3Xx= -8
& x=22

Merkkikaaviota tarkastelemalla saadaan maksimikohdba@) = %5. Minimia ei ole.

22 .Maarita funktionf (X) = Xz;r—ziizz derivaatan nollakohdat.

Vihje: Huomioli, ettd murtolausekkeen nimittdja ei saa olla nolla.
Vastaus:x = ++/2

Ratkaisu: Derivoidaan funktio ja etsitddn derivaatan nollakohdat:

f’(x) _ (X242) (2x+1) — (X +x+2)(2x) _ 2+ Ax4 X242 (23 4-2x2+-4x) _ 242 _ 0
(E+2)7 0@+2)? @12)?

& —X42=0x2#-2
&x2=2
o x=+v2

23.(*) Johda derivaatan maaritelman perusteélla-1), kun f(x) = v/1— 3x.

Ratkaisu: Derivaatan maaritelman

f’(Xo) = limn_o f(XO—hr)]—f(XO) f(x)—f(x)

= limyx—x, =S50
mukaan

. 1-3(—1+h)—/1-3(—1
£/(—1) = limp_o VA2 -V1-3CY
_ IithO v/ l—i—3—h3h—\/21
=|imhﬂo—v4_h3h_2

- -3
=Mh-0 7757
3

2

Koska—3 kuuluu méaarittelyjoukkoon
1-3x>0
X< g,



24. (*) Osoita, ettd yht&lslla + 3x — 10 = 0 on tasmalleen yksi reaalijuuri. M&arita sen 2-
desimaalinen likiarvo.

Vihje: Osoita ensin, etta yhtalolla on ainakin yksi nollakohta (esimerkiksi Bolzanon lauseen
avulla) ja sen jalkeen etta silla on tdsmalleen yksi nollakohta (esimerkiksi funktion monotoni-
suuden avulla).

* Algebran peruslause

* Juuret

Ratkaisu: Osoitetaan, etta funktiolla on ainakin yksi nollakohta:

f(0)=-10

f(2) =4.

Koska merkki vaihtuu valill40, 2] ja f on jatkuva valilla 0< x < 2, Bolzanon lauseen mukaan
funktiolla on ainakin yksi nollakohta valilla & x < 2.

Osoitetaan, etta funktiolla on korkeintaan yksi nollakohta.
f'(x) =3x?4+3=0
exe=-1
Merkkikaaviota tarkastelemalla naemme, etté funktio on aidosti kasvava, jolloin funktiolla on
tasmalleen yksi nollakohta. Haarukoidaan nollakohdan likiarvo:
f(1) = —6
f(2) =
(1, ) —1,104
(1,7) =0,013
(1,69) = —0,10
(1,698 = —0,01
(1,699 = 0,00
Nollakohdan kaksidesimaalinen likiarvo on stis- 1, 70.

f(1
f(1
f
f

25. (*) Pallo heitetddn suoraan yléspain 15 metria korkean talon katolta nopeudella 22 m/s.
Sen korkeus maan pinnalta metreind saadaan silloin yhtéi¢igta: 15+ 22 — 4,9t2 , jossat
on heitosta kulunut aika sekunteina.

a) Maarita pallon nopeus ja kiihtyvyys, kun heitosta on kulunut yksi sekunti.

b) Alas tullessaan pallo ohittaa taparasti katon ja putoaa maahan. Kuinka kauan pallo oli
iImassa?

Vihje: Koska derivaatta kuvaa muutosnopeutta, niin liikeyhtaloén derivaatta kuvaa nopeutta. Tal-
|6in nopeuden derivaatta kiihtyvyytta.

Vastaus:

a) v=122m/s,a=—9,8 m/g
b) t=5,091s
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Ratkaisu:

a) Nopeus saadaan derivoimalla likeyhtalo ja sijoittamia#al:
W =22-928t
(1) =22-9,8=122
=v=122m/s
Kiihtyvyys saadaan derivoimalla nopeusyhtalo:
' =-98
= a=—9,8 m/s?

b) Aika, jonka pallo oli ilmassa, on liikkeyhtalén nollakohta:
h(t) =15+ 22 — 4,92 =0
ot —224+4/(-22)2-415(-49) _ _224./778
- 2.(—49) - -9,8
< t=>509]tait = —0,601)

Pallo oli siis iIlmassa noin 5 sekuntia.

26.Maarita funktiony = —(cos(x))2 —sin(x) + 13 huipun koordinaatit, kun & x < 2t
Vastaus: Huippu on kohdassgg, ).

Ratkaisu: Derivoidaan funktio ja etsitaan derivaatan nollakohdat. Aariarvot I6ytyvat derivaatan
nollakohdista ja vélin paatepisteista.

y = —2cogx)(—sin(x)) —cogx) =0

& 2c0gXx) sin(x) —cogx) =0

& cogx)(2sin(x)—1) =0

< cogx) =0V 2sinx)—1=0

& X=54+Nn-2MV Xx=§+n-2n

Merkkikaaviosta tarkastelemalla néhdéan huipun olevan kohatassa

y(Z) = —(cogD))*—sin(B)+3=0-1+25=1

Huipun koordinaatit ovaty, 7).

2’7 .(*) Milla vakion a arvoilla funktio f (x) = x3+ ax2 + x+ 2 on kaikkialla kasvava?
Vihje:
* Ensimmaisen ja toisen asteen yhtalot

Vastaus: —v/3<a< V3

Ratkaisu: Funktio f (x) on derivoituva:

f/(x) = 3x + 2ax+ 1.

Derivaatan nollakohdat ovat:

3% +2ax+1=0

o X = —2atvia—12 v64a2f12

Jotta funktio olisi kaikkialla kasvava, saa nollakohtia olla korkeintaan yksi. Derivaatan on oltava
suurempi kuin nolla. Nain on kun diskriminantti on pienempi tai yhtasuuri kuin nolla:
D=4a2-12<0

& —V3<a< V3
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