Algebra

1. Ovatko alla olevat viittimit tosia? Perustele tai anna vastaesimerkki.
a) Luku —2 on luonnollinen luku.
b) —2¢Z
¢) Luvut % ja —7% ovat rationaalilukuja, mutta luvut v/2 ja T eiviit.
d) sin(45°) e R
e) Kompleksiluvut C ovat muotoa z = a + bi, missé i on imaginéariyksikko.
Vihje:
* Reaalilukujoukko
* Kompleksitaso

Vastaus:

a) Epitosi
b) Tosi
¢) Tosi
d) Tosi

e) Tosi
Ratkaisu:

a) Epitosi. Luonnolliset luvut ovat positiivisia kokonaislukuja. Ne eivit siis sisdlld negatii-
visia lukuja kuten —2.

b) Tosi.
¢) Tosi.
d) Tosi.

e) Tosi.

2. Laske

a) (=20 + (=)= (=1)*+(=3)° = (1)
b) (=8)7' = (=2)7+3-(=8)" ' +5-(-2)77
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o (42— 442
d) (23)75+5_232

2 6
o ((Va4y) - ((v23p)
f) 22/3(21/6_41/3)—1

g —2<— (— (=7)— 1/2(\/5)2)2) +252

Mabhdolliset ratkaisut:

77, —63, 2, 4=, —1232, —1, 103, 13}, —511, 3
2

Vihje:

* Potenssin laskusddntodji

1) Potenssin médritelmi: a" =a-a-a...a

2) Negatiivinen potenssi: a ¥ = ai,,, kuna # 0

3) Samankantaisten potenssin tulo: a™a" = ™"
. . esee  ee m _
4) Samankantaisten potenssien osaméra: 7 = a”"

5) Tulon potenssi: (ab)" = a"b"

6) Osamiirin potenssi: (3)" = Z—Z

7) Potenssin potenssi: (a™)" = a™" = (a")™
8) Murtoluku potenssina: a?/? = ¥/aP
9) O=1kunxeR

* Kokonaislukupotenssit

* Juuret
Vastaus:

a) 2

b) —1

) 1%
d) —511
e) —1232
f) L

g) 77
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Ratkaisu:

a) (=2 + (=) = (=124 (=32 (1) =-8+1—-1+9+1=2
b) (=8)7'—(-2)"
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Mahdollisia ratkaisuja: %, —%, 0, %, —%, —13> 50
Vihje:

a)

IS
~In

<

l .
-tkunp,q,s,t €Zjagq,t,s #0

d —
) I —x, kun x < 0

{x, kunx > 0,x € R
Vastaus:
a) %

b) —

Nellod]

c) 0
d 1

Ratkaisu:



a) x2—4
b) x> —1
c) 25x% —36y?

d) 2x*—32
e) (Za—b)(z—i—i_-]fb)—?ﬁab
Vihje:

* g —b* = (a+b)(a—Db)

Vastaus:
a) (x—2)(x+2)
b) (x—1)(x+1)
) (5x—6y)(5x+6y)
d) 2(x—2)(x+2)*
e) 2(a—D)
Ratkaisu:
a) X2 —4=(x—2)(x+2)
b) > —1=(x—1)(x+1)
c) 25x2 — 36y = (5x — 6y)(5x +6y)

d) 2x*—32

=2(x*+16)
=2(x>—4)(x*+4)
=2(x—2)(x+2)(x+2)(x+2)
=2(x—2)(x+2)°


http://matta.hut.fi/matta2/isom/html/polytekj1.html

) (2a—b)(a+2b)—3ab
€ a+b
__ 2d%+4ab—ab—2b*—3ab
- a+b
_ 2a*-2p?
— a+b
2(a®—b?)
a+b
_ 2(a—b)(a+b)
- a+b
=2(a—D)

5. Sievenni lauseke

2
x“+6x+9
a) x2=2x+1

4x%—12x49
b) 4x3 —4x2+x

2
—a“+2a—1
©) 2a?—a*—1

Vihje:
* g+ 2ab+b* = (a+b)?

Vastaus:

Ratkaisu:

a) 246349 _ (x+3)>
X2=2x+1 " (x—1)2

b) 4x2—12x+9 _ (2x—3)?
4x3—4x24+x — x(2x—1)2

2

) T a T

_ _ —(a—1)?

T —(a*—-2a%+1)

_ —(a=1)?

o —(a®-1)?

_ _ —(a—1)?

o —(LI—H)Z(a—I)Z
(a+1)




a) x> —3x2+2x—6

b) a*—ab—a+b
Vihje:
* Jdsenten sopiva ryhmittely

Vastaus:

a) (x—3)(x*+2)
b) (a—b)(a—1)

Ratkaisu:

a) X’ —3x+2x—6
= (= 3x%) + (2x—6)
=x*(x—3)+2(x—3)
= (x=3)(x*+2)

b) a*—ab—a+b
= (a®> —ab) + (—a+D)
=a(a—b)—(a—D>)
=(a—b)(a—1)

7. Sievenni

3x2—6 3

x24x x+1

a)
b) log,3 —In2 +log, 2 +In7>+1n(2-7)
c) logy; 21* —logs, 52 +10g7, 700°° + logg 1 — 721087268
d) |x—2[+|x+1]—(x+3)
e) Va2 +dx+4—x2
Vihje:
a) Tekijoihin jako: a,x" +a, 1xX" 1 4+ +aix+ag = a,(x —x1)(x —x2) ... (x — x,)
b) logxy =logx+logy,

log’y—c = logx —logy,
logx" = rlogx



¢) log,1=0,

log,a =1,
log,a* = x,
alogax —x

d) Tarkastele lausekkeen arvoa eri vileilla.

e) Va2 = |x|

* Logaritmifunktion miirittely

Vastaus:

3(x—2)

b) 4In7

c) —15

(—3x—2, kun x < —1
d) ¢ —x, kun —1<x<?2
\x—4, kunx > 2

(—2, kun x < -2
e) ¢ 2x+2,kun —2<x<0
(2, kunx >0

Ratkaisu:

3x-6 3
a) x2+x o xtl
_3x*-6 3
T ox(x41) x4l
_ 3x%—6-3x
— x(x+1)
_ 3+ (x—2)
 x(x+1)
_ 3(x=2)

- X

b) log, 3 —ln%+10g4%+ln72+ln(2~7)
=log,5—1log,3— (In2—1In7)+1log,3 —log,5+2-In7+1n2+1n7
=—In2+In7+2-In7+1In2+1n7
=4-In7

C) 10g2] 214 — 10g52 52 + 10g700 70050 + 10g18 1— 7210g72 68
=4—-1+50+0—-68=—15
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d) Ratkaistaan lauseke |x — 2|+ |[x+ 1| — (x+ 3)
vileilla
x—2=0&x=2jax+1=0&x=—1.
Lauseke saa arvon
—x4+2—-x—1—-x—-3=-3x—-2, kunx < —1,

arvon
—x+2+x+1—x-3=—xkun-1<x<?2
ja arvon
x—24+x+1—x—3=x—4,kunx > 2.

Siis

—3x—2, kunx < -1
x=2|+|x+1|—(x+3)=q¢ —x, kun — 1 <x<2
x—4, kunx > 2

¢) Ratkaistaan lauseke v/x2 +4x+4 — Va2 = \/(x+2)2 — Va2 = |x+ 2| — |x| vileilld
x+2=0&x=-2jax=0&x=0.
Lauseke saa arvon
—x—2+x=-2,kunx < -2,

arvon

x+2+x=2x+2,kun -2 <x<0

ja arvon

x+2—x=2,kun x> 0.

Siis
—2, kunx < -2

Va2 +ax+4—Vx2={2x+2, kun —2<x<0
2, kunx >0

8. Milli x:n reaalisilla arvoilla lauseke

2x—1
a) 577

2x—1
b) xéc—i-l

C) 2x+1

—2x-+1/25x*—9x2
d) log(x*v/x—1)

on miiritelty?
Vihje:

* Murtoluku on muotoa £, jossa g # 0.

q,

* Nelidjuurilausekkeen reaalisuusehto: \/a € R, kun a > 0.



* Logaritmin méiritelmé: log, x, kuna > 0,a # 1 jax > 0.

Vastaus:

2x—1
2x+1

a) Lauseke on médritelty, kun x # %

b) Lauseke i;:{ on miiritelty on kaikilla x:n arvoilla.

2x+1
—2x++/25x4—9x2

d) Lauseke log(x?y/x — 1) on miiritelty, kun x > 1.

c) Lauseke on maédritelty, kun x # }1.

Ratkaisu:

2x—1
2x+1

a) Lauseke on madritelty, kun nimittdja 2x+ 1 # 0 < x # %

b) Lauseke i;‘jr]l on miritelty, kun nimittijd x> 4 1 # 0 < x> # —1. Koska toinen potenssi
el voi olla negatiivinen, lauseke on médritelty kaikilla x:n arvoilla.

2x+1
—2x4+/25x4—9x2

32+ VO +4x—1#£0
SVt F4x—14£0

S ot +4x—1 # 9t

S xF é—ll.

c) Lauseke on midritelty, kun nimittdja

d) Lauseke log(x?y/x — 1) on méiritelty, kun x*>/x — I > 0.
Tilloin on oltava
x—1>02x>0jax? >0 x>0.
Lauseke on siis médritelty, kun x > 1.

9. Ratkaise ensimmiisen asteen yhtilo

a) x—2(x—3) =x—4(x+3)
b) (x+1)2—x>=2(x+1)
¢) x(x+1)—(x—1)=x>+1
d) x> —3(x—4) = (x+3)?

Vihje:
* Ensimmadisen ja toisen asteen yhtdlot
Vastaus:

a) x=-9
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b) Ei ratkaisua.

¢) Kaikki reaaliset luvut ovat ratkaisuja.

d) x=1
Ratkaisu:

a) x—2(x—3)=x—4(x+3)
Sx—2x—6=x—4x—12
S 2x=—18
Sx=-9

b) (x+1)2—x>=2(x+1)
o242+ 1—-x2=2x+2
<0=1
Yhtilolli ei ole ratkaisua.

¢) x(x+1)—(x—1)=x>+1
extx—x+1=x*+1
&2 =x?
<0=0

Kaikki reaaliset luvut ovat ovat yhtidlon ratkaisuja.

d) x> —3(x—4) = (x+3)?
e x2—3x+12=x*4+6x+9
< —9x=-3
Sx=1

10. Ratkaise ensimmiisen asteen yhtélo

a) H 13 =2y 41

by BrE9 _ Zr6 _ 3xb6 _ xi3
10 25— 5 20

¢) Ratkaise a:n ja b:n suhteen yhtilo % = % kuna, b, t > 0.
d) Ratkaise x:n suhteen yhtilo ax —a = 2x.
Vihje:
d) Muuttuja a on parametri, jonka vaikutus tehtdvin ratkaisuun on otettava huomioon.

Vastaus:

a) x=1

b) x=3



¢) Muuttujan a suhteen a = 31”5—+5b ja muuttujan b suhteen b = 31546:5'

d) x= ﬁ, kun a # 2. Yhtilolld ei ole ratkaisua, jos a = 2.
Ratkaisu:

a) HH 13 =2y 41

o 2(3x+1‘)7x+5 =2+ 1
S6x+2—x+5=8x+4
sSx=1

b) 8x+9  Tx—6 _ 3x+6  x+3

10 25 5 20
PN 80x+90—28x4+24 __ 60x+120—5x—15
100 o 100

Sx=3

¢) Muuttujan a suhteen yhtélon ratkaisu on
a—b 3

bt 5
< S5a—5b =3bt

_ 3bt45b

o=t
ja muuttujan b suhteen
a=b _ 3

bt 5
& 3bt = S5a—5b
< b(3t+5) =5a

5

Sb=313

d) ax—a=2x
sSx(a—2)=a
Sx=_S kuna-2#0&a#2.
Jos ax —2 = 2x & 0 = 2, yhtilolli e1 ole ratkaisua.

11. Ratkaise toisen asteen yhtilo
a) 2x*—18=0
b) (2x+1)?=5
¢) 2x2 —x=23x

d) (x—1)(2x+1)=0

Mahdollisia ratkaisuja:

—1—v/5 4 1 8—2V7 1
x=-3 x= z\f,x:—l,x:—g,x:—z,xzo,x:\/i,x: 3f,x:§,
x:—_lg\/g,x:l,x:2,x:3,x:8+§\ﬁ,x:7176;““,)6:71+;1+“,x:717a17”,

xX= 71% Vi—a yhtilolli ei ole ratkaisua, kaikki reaaliset luvut ovat yhtdlon ratkaisuja.

Vastaus:

a) x==+3



_ —1+V5
b) x=—12v3
¢c) x=0taix=2
d) x=1taix=—3
Ratkaisu:

a) 2x2—18=0
&x2=9
S x=43

b) 2x+1)?=5

& 2x+1=+V5
= X= —*%‘6

c) 2x2 —x=73x
& 2x(x—2)=0
< 2x=0taix—2=0
Sx=0taix=2

d) (x—1)(2x+1)=0

Sx—1=0tai2x+1=0
1

Sx=ltaix=—3
12. Ratkaise toisen asteen yhtélo
a) (x—5)(1-3x)=7
b) ¥ +3x+4=0
c) %xz—i—%x—% =0
d) ¥ —2x—v2x+2v2=0
e) Ratkaise x:n suhteen yhtild ax®> +2x—1 = 0.

Mahdollisia ratkaisuja:

—1-v5 4 1 8—-2V7 1
x=-3,x= z\f,x:—l,x:—g, x=-—5,x=0, x=v2, x= 3f,x:§,
x= 13‘6, x=1,x=2,x=3,x= 8+§\ﬁ, x= _1_; I "y — _H'av Ita x = _l_aV 1=
X = _1+T Vica —é , yhtélolli ei ole ratkaisua, kaikki reaaliset luvut ovat yhtdlon ratkaisuja.

e) Muuttuja a on parametri, jonka vaikutus tehtivin ratkaisuun on otettava huomioon.

Toisen asteen yhtilon ax? + bx + ¢ = 0 diskriminantti D = b* — 4ac siitelee juurien luku-
maarad:

1) Jos D > 0, yhtélolld on kaksi ratkaisua.

2) Jos D = 0, yhtilolld on yksi ratkaisu.

3) Jos D < 0, yhtilolld ei ole yhtédédn ratkaisua.



Vastaus:

8+2v7

a) x =35

b) Yhtilolla ei ole ratkaisua.

].
C) X1 =5jaxy=—

(SR

d) xj=2jax, =v2

e) x:% Vl“’,josa>—1,a7£0

_ _1: - _
X=—,,Jjosa= 1

Yhtilolld ei ole ratkaisua, jos a < —1.

Jos a =0, niin x = %

Ratkaisu:

a)

b)

c)

d)

(x=5)(1-3x)=7
< 32 +16x—12=0
_ —164/256-4-(=3)-(-12)

S x —
S x= —*16f%/m
oy = =letd

o x = 82T 4,431, x) = 82T % 0,903

X2 +3x+4=0
-y = —3i2ﬁ
Yhtilolli el ole reaalista ratkaisua.

%x2+%x—% =0
= 1002 +3x—4=0
_ —3+v169

> X= —0

X —2x—2x+2v/2=0
S +x(—vV2-2)+2v2=0
-y — 24244/ (24v2)2—4-2V/2

2
o yr— 2+ﬁi\/4+24ﬁ+2—8ﬁ

- x— 24244/ (2—V/2)2

2
o yp— 2+ﬁi2(27ﬁ)

= :2taix2:\/§




e) Yhtilon ax® + 2x — 1 = 0 ratkaisut ovat
Y= —1+y14a ,
jos diskr?minantti D=14+a>0<a>—-1 ja a#0.
Yhtidlon ratkaisu on
x=-1
jos diskriminantti D =1+a=0&a = —1.
Yhtilolld ei ole ratkaisua, jos diskriminantti
D=14a<0&a<—1.

Toisaalta jos a = 0, niin ax’+2x—1=0sx=1.

[N}

13. Ratkaise yhtilo
a) (x+3)(x*+x—6)=0
b) x* —3x*—x+3=0
o) x*—3x*+2=0
Vihje:

¢) Bikvadraattinen yht:lo. Merkitiin x> = u.

Vastaus:

a) x=—-3taix=2

b) x=3taix= =1

¢) x=+V2taix=+1
Ratkaisu:

a) (x+3)(x*+x—6)=0
Sx+3=0tai x*+x—-6=0
Sx=-3 tai x:—’lziS

Sx=-3,x=2tai x=-3

b) x*—3x*> —x+3=0
& (=3 +(—x+3)=0
Sx*(x—3)—(x-3)=0
s (x-3)(x*-1)=0
Sx=3tal x==+1

0) x*-3x2+2=0
& (22 -3x2+2=0
Bikvadraattinen yhtilo. Merkitdin x> = u.

w?—3u+2=0
su=y!

=x=+V2 tai x==+1



14. Ratkaise ensimmiisen asteen epayhtdlo

a) 2(x+V5) < V5(x+2)
b) x—3(x+1) <2(1—x)

f) Ratkaise x:n suhteen epdyhtilo ax < 1 —2x.
Vihje:

* Epayhtalo
Vastaus:

a) x>0

b) Epiyhtilo toteutuu kaikilla x:n arvoilla.
c) 2<x<1

d —1<x<?2

e) x< 2tald<x<?2

f) xgalﬁ,kuna>—2ja

1
xzm,kuna<—2.

Jos a = —2, epdyhtilo toteutuu kaikilla x:n arvoilla.
Ratkaisu:

a) 2(x++/5) < V5(x+2)
& 2x+2V5 < V5x 425
& 2x—/5x <0
S x(2-/5)<0
Sx>0

b) x—3(x+1) <2(1—x)
Sx—3x—-3<2-2x
<0<5
= Epiyhtilo toteutuu kaikilla x:n arvoilla.

c¢) Epidyhtdlon )ICJF;)ZC > 0 nollakohta on 1 —x =0 < x = 1. Lisdksi x+ 2 # 0 < x # —2 Epédyh-

talo toteutuu, kun molemmat ehdot toteutuvat eli, kun —2 < x < 1.
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d) Epéyhtild 7 < ZL—x on reaalinen, kun
x+1#0&x# —1ja

2—x#0&x#2.

X 1

P
=x2—x+1=0
oy = li\2/73

Koska yhtilolli ei ole reaalisia juuria, epidyhtélo toteutuu, kun —1 < x < 2.

e) Epiayhtilo j‘—c > x on reaalinen, kun x # 0.

4
;>x
=x2=4
Sx=22

Yhtdlon juurien ja epdyhtdlon osaméddridn reaalisuusehdon vuoksi epédyhtilo toteutuu ar-
voillax < —2tai 0 <x < 2.

f) ax<1-—2x
Sxla+2)<1
@xﬁﬁ,josa>—2

Lisaksi
x> ﬁ,josa<—2.

Jos a =2, niin epdyhtilo toteutuu kaikilla x:n arvoilla.

15. Ratkaise toisen asteen epayhtilo

a) x> +2x—8>0
b) x(5—x)>6
c) x2>5

d) —x>+4x<5

e) x> —4x+4>0
Vastaus:

a) x< —4taix>2

b) 2<x<3

C) xg—\/gtaixz\/g

d) Kaikki (reaali)luvut ovat epdyhtidlon ratkaisuja.

e) Kaikki (reaali)luvut ovat epdyhtélon ratkaisuja.

Ratkaisu:



a) X +2x—8>0
=x24+2x—8=0
o= —2i2\/% _ 722i6
Sx<—4taix>2

b) x(5—x)>6
S x2—5x4+6>0
=x2—5x+5=0
ex=23F
Sx1=2, x=3=2>2<x<3

c) 2>5
@xZi\/g
=x< —V/5taix>5

d) —x*+4x<5
= —x?>+4x=5
Yhtilolld ei ole reaalisia juuria, joten epdyhtdlo toteutuu kaikilla reaaliluvuilla.

e) x> —4x+4>0
_ 414
=X ==y

Yhtilo saa positiivia arvoja kaikkialla, joten kaikki reaaliluvut ovat epayhtilon ratkaisuja.

16.

a) Ratkaise toisen asteen epédyhtdlo x +4 < %

b) Milli x:n arvoilla lauseke x]+2 +1/x2 —x —2 on reaalinen?

¢) Milld a:n arvoilla yhtilon x> — 2ax + 3 = 0 juuret ovat reaaliset?
Vihje:

b) Miiritelmin mukaan neligjuurilauseke v/a € R, kun a > 0. Lisiksi rationaaliluku § eR,
kun g # 0.

Vastaus:

a) x<-—-5ta O0<x<1
b) 2<x<1ta x>2
©) x<—V3 tai x>+/3

Ratkaisu:

a) Epidyhtilon x4 4 < % nolakohdat ovat x; =1 ja xp; = —5. Lisdksi x # 0, joten epayhtdlo
toteutuu, kun x < =5 tai 0 <x<1.



b) Lauseke ﬁ + vxZ —x—2 on reaalinen, kun osamiirdn nimittiji on positiivinen ja
nelidjuuri on suurempi tai yhtdsuuri kuin nolla.

x+2>0ja x>—x—2>0

. _ 1£3
Sx>-—2ja x=-5

= 2<x<1ta x>2

1 e VA2 =12 - ) )
¢) Yhtilon P—2ax+3=0x= Mg—“lz juuret ovat reaaliset, kun ratkaisukaavan

diskriminantti D = 44> — 12 on suurempi tai yhti suuri kuin nolla
4a*-12>0a>+V3=x< —/3taix> 3.

17. Ratkaise yhtils

a) x—1/=3
b) [x+7| =[3x+5]
c) |x—2[=-5

d) [2x+5|=x-7
Vihje:
* Reaaliluvun itseisarvo

* Ttseisarvoyhtilon ratkaiseminen
Vastaus:

a) x1:4ja X2:—2
b) x1:1ja XQ:—3
¢) Yhtiloll4 ei ole ratkaisua.

d) Yhtdlolli ei ole ratkaisua.
Ratkaisu:

a) x—1|=3
Sx—1=3ja —x+1=3
@x1:4ja Xp = -2

b) [x+7|=[3x+3|
Sx+7=3x+5ja —x—7=3x+5
<:)x1:1ja xp=-3

¢) Yhtilon |x — 2| = —5 toinen puoli on positiivinen ja toinen negatiivinen, joten yhtilolld
el ole ratkaisua.
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d)

|2x+5|=x—7

S2x+5=x—Tja —2x—5=x—17

Sx=-—12ja x= %

= Yhtilon oikea puoli on positiivinen, kun x —7 > 0. Yhtélon ratkaisuista x = —12 ja

X = % kumpikaan ei toteuta ehtoa, joten yhtilolli ei ole ratkaisua.

18. Ratkaise yhtilo

a)
b)
c)

x? — 6 = |5x]
24 x—1]| =3
x—1]+|x+4|—(x—1)=2

Vastaus:

a)
b)

c)

x==6
x=2jax=0

Yhtilolla ei ole ratkaisua.

Ratkaisu:

a)

b)

Ratkaistaan yhtilo.

x> —6 = |5x]

Sx’—5x—6=0ja x>+5x—6=0
@xzs%ja x:#

= X1 :6,XQ:—1,X3:1 ja x4 = —6

Yhtidlon vasen puoli on positiivinen, kun X2 —6>0< x> +6. Yhtilon ratkaisuista
x2 = —1 jax3z = 1 eiviit toteuta ehtoa, joten yhtdlo toteutuu, kun x = +6.

Ratkaistaan yhtilo.

2+x—1]| =3

&S24 x—1|=3ja 2—|x—1|=3
Sx—1=3ja —x+1=3jalx—1]=-5
Sx=2jax=0ja |x—1|=-5

Ratkaisuksi saatu itseisarvoyhtilo |x — 1| = —5 on mahdoton, joten yhtilo toteutuu,
kunx=2jax=0.

Tarkastellaan yhtdlon |[x — 1| + |x + 4| — (x — 1) = 2 ratkaisua erikseen vileilld x <
—4,—4 <x <1 ja x> 1. Koska yhtdlo ei toteudu milldéin arvoilla x, yhtilolld ei ole
ratkaisua.

19. Ratkaise itseisarvoepiyhtdlo



a) |[3—2x| <5

b) [x—1|>2

¢) |2x—1|>3x

d) x|+ x—2|<x+1
Vastaus:

a) —1l<x<4

b) x<—1taix>3

C) x<%

d 1<x<3
Ratkaisu:

a) Yhtilo |3 — 2x| < 5 voidaan ratkaista useammalla eri tavalla. Tidssé esitellddn kolme eri-
laista tapaa.

1. tapa:

|3—2x| <5
&3-2x<5ja-3+2x<5
Sx>—ljax<4

= —-1<x<4

2.tapa:

|3—2x| <5

& -5<3-2x<5

&S -5-3<-2x<5-3
S4>x> -1

3.tapa:

Toisen potenssin kidyttd epdyhtdlon sievennystoimenpiteend on luvallinen vain silloin,
kun epdyhtdlon molemmat puolet ovat positiivisia (pienempi puoli voi olla nolla).
|3—2x| <5

e @x-1)2>(2)?

S 4x?—12x—16<0

S-l<x<4

b) [x—1|>2
Sx—1>2ta —x+1>2
<Sx>3tal x> —1

c) [2x—1]>3x
S 2x—1>3x tai —2x+1 > 3x
<:>x<—1taix<%
=x<i



d) Ratkaistaan yhtalo |x| 4 |[x —2| <x+ L alueillax <0, 0 <x <2 ja x>2.

20.

a) Ratkaise itseisarvoepayhtilo |

Kun x <0, yhtélo ei toteudu.

Kun 0 < x < 2, yhtilo toteutuu arvoilla x > 1.
Kun x > 2, yhtil6 toteutuu arvoilla x < 3.
Siten koko itseisarvoyhtélo toteutuu arvoilla 1 < x < 3.

2l 21 20,01 (YO kevit -90, tehtiivi 6a)

b) Ratkaise itseisarvoepiayhtdlo |% —1| <k, kun 0 <k <1 (YO syksy -81, tehtdvi 8.)

c¢) Osoita, etté |x+ %| >2,kun x # 0 (YO syksy -83, tehtdvi 5a)

d) Ratkaise itseisarvoepayhtilo |1g(x+1)| < 1

Vastaus:

a) x < —553 tai x > 553

1 1
b) 1—_‘_k<x<m

d x>9

Ratkaisu:

2x+1 2
a) |3§i_l —§| < 0701

6x+3—6x+2

& [P 1 <0,01
15|

S o) < 0,01

& iy < 0,01
5<0,01-|9x—3|

& 500 < [9x—3|

& x>558 i x< —552

b) |1 -1 <k
& |2 <k
o U= ok

I
Sl —x| <k-|x|

& (1-x)?2 < k*x?

& xr -2+ 1 < kPx?
eSx*(1-k)-2x+1<0

1tk
S xX= 1+42

1
SX T 27 %

1
+k
Koska 0 < k < 1jak;£ﬂ:1,ﬁ<x< ﬁ



) [x+1i|>2
o EH s o runx#0

Jx]
& e+ 1] > 20|
e x2+1>20x
& (2 +1)% > 4x?
s (x*+1)2—(2%)?%>0
S H1+2)x+1-2x)>0
& (x> 4+ 1)%(x—1)? > 0, miki on tosi. (J

d) [lgx+1)| < 1
=10 <x+1
<Sx>9

21. Ratkaise neliojuuriyhtédlon reaaliset juuret

a) Vx+2=+2x+1

b) Vx+2=x—1

) V2x+1=|x

d) vV2x+3—vVx+1=+v4—x

e) Vx+12—v/x—9=+x+23—x—4

Vihje:
* Juuriyhtdlon ratkaiseminen

* Toinen potenssi yhtidlon sievennystoimenpiteenid on luvallinen vain, jos yhtdlon molem-
mat puolet ovat samanmerkkisii.

Vastaus:
a) x=1
b) x = 3ty13
)y =1+V2xm=1-v2
d) x=3
e) x=13
Ratkaisu:

a) vx+2=+2x+1 2. pot.
Sx+2=2x+1
Sx=1
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b) vx+2=x—1 12.pot.
Sx+2=(x—1)>
&xr-3x—1=0
&= H
Reaalisuusehdon x 42 >« x > —2 ja toisen potenssin kidyton seuraksena saadun ehdon
x > 1 perusteella x = %@ ~ 3,303.

c) vV2x+1=|x| 12.pot.
&2+ 1=x2
Sx=1+V2
Reaalisuusehdon 2x+1>0 < x> —% perusteellax =1+ V2.

d) V2x+3—vVx+1=+4—x
&S V2x+3=V4—x+x+1 |12 pot.
S2+3=(Vd—x+Vx+1)?
Sx—1=v4—xvx+1 | 2. pot.
s (x—1)2=(\4—xV/x+1)?

_ 5£7
<X =7 1
Sx =3 xn=-1

Reaalisuusehtojen 2x+3 > 0 < x > —1%, x+1>20&x>—-1ja 4—x>0&x<4

sekd toisen potenssin seurauksena saadun ehdon x > 1 perusteella x = —%.

e) Vx+12—v/x—9=vx+23—x—4
SVx+124+Vx—4=/x+23+/x—-9
& —x+25=vVx+23/x-9 | 2. pot.
& (—x+25)2 = (x+23)(x—9)
Sx=13
Ratkaisu x = 13 toteuttaa reaalisuusehdot x+ 12 >0 x> —12, x—9>0& x> 9,
x+23>0&x>—-23 ja x—4 >0 < x > 4 sekd toisen potenssin kiyton seurauksena
saadun ehdon x < 25.

22. Ratkaise nelidjuuriepdyhtilon reaaliset juuret

a) vV2—x<3
b) Vx+13<v6—x

) Vx+2<x
d vV3—x>x—1
e) Osoita, ettd v/2x+1 < x4+ 1, kun x > 0.

Vastaus:

a) —7<x<?2

b) —13<x<-31



c) x>2

d x<2
Ratkaisu:

a) v2—x<3 |2 pot

S2-x<9
S x> =7
Reaalisuusehdon 2 — x > 0 < x < 2 mukaan epdyhtdlo toteutuu, kun —7 < x < 2.

b) Vx+13<v6—x | 2. pot.
Sx+13<6—x
Sx<—]
Reaalisuusehtojenx+13 >0 x> —13 ja 6 —x > 0 < x < 6 mukaan epdyhtdlo toteu-
tuu, kun —13 <x < -31.

) Vx+2<x | 2. pot.
Sx+2<x?
St —x-2>0
Sx2—x—2>0
ex=15
Sx1=2. xp=-1
Reaalisuusehdon x +2 > 0 < x > —2 ja toisen potenssin kidyton seurauksena saadun
ehdon x > —2 mukaan epiyhtil6 toteutuu, kun x > 2.

d) V3—x>x-1 | 2. pot.
S3—x>(x—1)?
exr—x-2<0
=>x>—x—2=0
Sx1=2,x=-—1
Reaalisuusehdon 3 —x > 0 < x < 3 ja toisen potenssin kidyton seurauksena saadun ehdon
x > 1 mukaan epdyhtdlo toteutuu, kun 1 < x < 2. Epédyhtélon pienempi puoli voi kuiten-
kin olla tdssd tapauksessa myos negatiivinen, jolloin saadaan ehtox —1 <0< x < 1 ja
ratkaisuksi tdlloin x < 2.

e) vV2x+1
<Vx24+2x+1
NEEaYE
=[x+ 1]
=x-+10

23. Ratkaise yhtilo

a) 2x2—x — 4x+2

b) 3-3* =93



) (%)fol _ (%)3)574

dy 23+ —

e) 2% +1=0

D (3)7> ()"

g) logs V3=x
Vihje:

* Eksponenttifunktion miirittely ja perusominaisuudet

* Logaritmifunktion miirittely

Vastaus:
a) x1 =4, xp, =—1
b) le%
Cc) x=
d) xz—%

e) Ei ratkaisua.

) x< —%

9 x=;
Ratkaisu:

a) 2x2—x — 4x+2
= 2x2—x — (22)x+2
PN 2x2fx — 22x+4
Sx?—x=2+4
&x?-3x—4=0

= X1 = 4, Xy = —1
b) 3-3* =93
= 31+x — 32 . 3% — 32+%
<:>1—|—x:2—|—%
Sx= 1%
0 (B! =3
PN (g)zx—l — (§)—3x+4

< 2x—1=-3x+4
sSx=1
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d) 23x+l -1
<:>23x+l :20
<3x+1=0
SX=—

[SSTE

e) 2% +1=0

2% =1

= Yhtilolld ei voi olla ratkaisua.
f) (3)*> ()"

& 2x < —1

Sx<—3

g) log;v3=x
&3 =3
sx=1



