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Laskuharjoitus 4

4.1. Todista, etti (Mg, (o, 5) — « * ) on monoidi. Olkoon §, € M miiritelty d,(z) = 1
(jolloin toki d,(y) = 0, kun y # x); laske J * . Pédttele, ettd M on kommutatiivinen jos ja vain
jos G on kommutatiivinen. Miksi M ei ole ryhmd, kun |G| > 1?

4.2. Varustetaan G = {z € C : |z| = 1} tavallisella ryhmin rakenteella. Olkoon m € Z*.
Médritellddn ndytemitta o, € M siten, ettd

-1 i2mwj/m m—1
tm(2) = {m , kunz € {e }j:O ,
0, muutoin.
Olkoon - -
FiG—C f)= Y fme Y |fm)| <o

Laske fG fday, ja fG f dpg, missd g on ryhmédn G Haar-mitta (joka onkin hyvin tuttu...)

4.3. Piste x € S? voidaan tunnetusti kirjoittaa pallokoordinaateissa muodossa

cos(¢) sin(0)

x(0,¢) = | sin(¢) sin(d) | ,
cos ()

missi 0 < 0 <7mjal < ¢ < 2m.

(@) Olkoon ¢ = z(0,0) € S?, ¢ on siis yksikkopallon pohjoisnapa. Olkoon ((4,z) — Azx) :
SO(3) x S? — S? on toiminta tavalliseen tapaan. Kuinka parametrisoit isotropia-aliryhmin SO(3),
kiyttien kulmaa ¢ € [0, 27[?

(b) Tieddmme, etti R®:n Lebesgue-mitta fizs on rotaatio-invariantti ja etti pallokoordinaateissa
dpgs = rsin(8)de¢ rdf dr.

Johda tastd lauseke )
dusoes) = 5.2 sin(f) d¢ db du.

Muistutus: [, f duc = [g 5 [y f(@h) A (R) dug m(aH); nyt G = SO(3), H = SO(3),...

4.4. Olkoon ¢ : G — Aut(H) kompaktin ryhmin G vahvasti jatkuva esitys Hilbert-avaruudella .
Todista, ettd H:1la on olemassa ¢-invariantti sisitulo (u,v) — (u, v)4, toisin sanoen

((2)u, p(z)v)p = (U, v)g

kaikilla x € G ja kaikilla u,v € H. Siten ¢ on unitaariesitys tdmin sisétulon suhteen!



