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Laskuharjoitus 4

4.1. Todista, että (MG, (α, β) 7→ α ∗ β) on monoidi. Olkoon δx ∈ MG määritelty δx(x) = 1
(jolloin toki δx(y) = 0, kun y 6= x); laske δx ∗ δy . Päättele, ettäMG on kommutatiivinen jos ja vain
jos G on kommutatiivinen. MiksiMG ei ole ryhmä, kun |G| > 1?

4.2. Varustetaan G = {z ∈ C : |z| = 1} tavallisella ryhmän rakenteella. Olkoon m ∈ Z+.
Määritellään näytemitta αm ∈MG siten, että

αm(z) =

{
m−1, kun z ∈

{
ei2πj/m

}m−1

j=0
,

0, muutoin.

Olkoon

f : G→ C, f(z) =
∞∑

n=−∞
f̂(n) zn,

∞∑
n=−∞

∣∣∣f̂(n)
∣∣∣ <∞.

Laske
∫
G
f dαm ja

∫
G
f dµG, missä µG on ryhmän G Haar-mitta (joka onkin hyvin tuttu...)

4.3. Piste x ∈ S2 voidaan tunnetusti kirjoittaa pallokoordinaateissa muodossa

x(θ, φ) =

cos(φ) sin(θ)
sin(φ) sin(θ)

cos(θ)

 ,

missä 0 ≤ θ ≤ π ja 0 ≤ φ < 2π.
(a) Olkoon q = x(0, 0) ∈ S2, q on siis yksikköpallon pohjoisnapa. Olkoon ((A, x) 7→ Ax) :
SO(3) × S2 → S2 on toiminta tavalliseen tapaan. Kuinka parametrisoit isotropia-aliryhmän SO(3)q
käyttäen kulmaa ψ ∈ [0, 2π[?

(b) Tiedämme, että R3:n Lebesgue-mitta µR3 on rotaatio-invariantti ja että pallokoordinaateissa

dµR3 = r sin(θ)dφ rdθ dr.

Johda tästä lauseke
dµSO(3) =

1
8π2

sin(θ) dφ dθ dψ.

Muistutus:
∫
G
f dµG =

∫
G/H

∫
H
f(xh) dµH(h) dµG/H(xH); nyt G = SO(3), H = SO(3)q ...

4.4. Olkoon φ : G→ Aut(H) kompaktin ryhmän G vahvasti jatkuva esitys Hilbert-avaruudellaH.
Todista, ettäH:lla on olemassa φ-invariantti sisätulo (u, v) 7→ 〈u, v〉φ, toisin sanoen

〈φ(x)u, φ(x)v〉φ = 〈u, v〉φ

kaikilla x ∈ G ja kaikilla u, v ∈ H. Siten φ on unitaariesitys tämän sisätulon suhteen!


