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Laskuharjoitus 2

Mairitelméd. Olkoon X Banach-avaruus. Sanotaan, etti lineaarikuvaus A : X — X on rajoitettu,
jos on olemassa vakio ¢ < oo siten, ettd ||Az|| < c||z| jokaisella z € X. Rajoitettujen lineaari-
kuvausten A : X — X joukkoa merkitiddn £(X), ja se varustetaan normilla A — || A||, missi

[A]l := sup{[|Az[| : = € X, [lz] < 1}.

2.1. Varustetaan n-dimensioinen torus T™ := R™/Z" tekijiryhmin rakenteella. Varustetaan T™
liséiksi tavallisella Lebesgue-mitallaan. Olkoot 7r,, g : T™ — L£(L?(T™)) mééritelty

(mr(y) f)(x) == f(z —y),
(mr(y) f)(z) == f(x +y)

melkein kaikilla x € T". Osoita, ettd 77, ja mr ovat ekvivalentteja redusoituvia unitaariesityksia.
Millaiset ovat nédiden esitysten ne pienimmaét invariantit aliavaruudet, joihin kuuluu funktio x —
278 (missd £ € Z™)?

2.2. Olkoon X Banach-avaruus. Olkoon Aut(X) lineaaristen bijektioiden A : X — X joukko.
Varustetaan joukko AUT(X) := Aut(X) N £L(X) metriikalla

(A,B) = [|[A=Bllgx):= sup |[[(A-B)z|x.
zeX: [|z|lx <1

Osoita, ettd AUT(X) on topologinen ryhma.

2.3. Osoita, ettd topologisen ryhmén méiritelméssi ehto “{e} C G on suljettu” voidaan korvata
oletuksella “G' on Hausdorff-avaruus”.

2.4. Olkoon G kompakti ryhmi, z € G ja A = {2"}2° ;. Todista, etti sulkeuma A < G.



