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3
1. (4p) Vilken integral far man om man i integralen / cos(vt)(1 + t2) dt gor variabelbytet
1

t = x2? Du behover (skall) inte riikna ut integralen.

Losning: Om t = 2% sd irdt = 2zdz,ddt = lidro = lochdit = 3idrx = /3. Detta innebir
att

3 V3
/ cos(V)(1 +t?) dt = / cos(z)(1 + 2*)2z dx.

. x4+ +1 ) ) . ..
2. (3p) Ar det sant att ——— dx < c0? Motivera ditt svar men du behover inte ridkna

L 2T+ 4

ut integralen om svaret dr ja.

e oz 4z4+1 e . - 2 1
Losning: Om f(z) = 2=z sS4 kommer f (w) for stora x att vara ungefir — 7 = 75 (mera

exakt f(z) = \%g(z) dir g(z) = ll%iz med lim, ., g(x) = 1) och eftersom f1 —=dz =00
22z

(en foljd av att § < 1 eller mera i detalj [ \/%; do = /727 = -2 =00) sd galler pastiendet
inte.

3. (3p) Visa genom att anvianda partiell integrering att om f &r en (tex. begrinsad och kontinu-
erlig) funktion vars Laplacetransform dr F(s) sa dr Laplacetransformen av funktionen g(t) =

1
[ f(r)dr funktionen ~ F'(s).
s

Losning: Med hjélp av partiell integrering far vi

E(g)($)=/0 t)dt = / /f ) dr dt
:/ (——)/f dT—/ (—g>f()dt—0—0+é/oooe‘5tf(t)dt=%F(S)

O(z? O(z?
4. (3p) Forklara varfor lim ﬁ = 0 medan griansvéirdet lim (%)
z—0 €T z—0 (x)

inte nodvéndigtvis exi-

sterar.
Lésning: O(x?) dr en funktion f(z) sd att | f(x)| < C|z?| for ndgon konstant C. Detta innebir

att
O(x?)
T

2
|z]

= Clz|




2
och lim,_,o|z| = 0 sé att ocksa lim,_,q % = ( enligt instdngningsprincipen.

Eftersom [sin(t)| < [¢| &r [sin(2®)] < |2| d& |z| < 1 (och |sin(2?)| < 1 < |z| d& |z] > 1
men 1 detta fall ndr man riknar grinsvirden 1 0 behover man inte bry sig om vad som hénder
da |z| dr stor) sd att sin(x®) = O(xz). Dessutom giller z? = O(z?) eftersom |z?| < |2?| men

. . . . . . 2 . 2
ransviardet lim existerar inte eftersom lim -2~ = +ooochlim, . %= =
z—0 ) z—0+ sin(z3) z—0
—00.

'
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5. (5p) Bestdm losningen till differentialekvationen
y'(t) +6y'(t) + 13y(t) =0, y(0)=-1, y'(0)=5.

Losning: Den karakteristiska ekvationen (som man alltsa far genom att forsoka hitta en 16sning
i formen ) dr

r? +6r 413 =0,
och l0sningarna &dr
r=-34++9—13=-3+2i
Den allminna 16sningen dr dirfor
y(t) = cre™ cos(2t) + coe™* sin(2¢).

DA dr y/(t) = —3cie 3 cos(2t) — 2c1e73 sin(2t) — 3cae ™3 sin(2t) + 2coe ™3 cos(2t) s da vi
sdtter in initialviardena far vi ekvationssystemet

—1= c1+ ¢ O,
5= —361 -+ 262,
och eftersom den forsta ekvationen ger ¢; = —1 foljer det av den andra att ¢, = 1. Losningen

ar darfor
y(t) = —e " cos(2t) + e * sin(2t).

6. (3p) Antag att du skall bestimma 16sningen till ekvationen
YO+ Ty O+ 12000 = . 9(0) = y/(0) =0,

och ger foljande kommando i mat 1ab for att rikna ut 16sningen y(t):

syms s t, int((exp(—-4x(t-s))—-exp(-3*(t-s)))/ (l+exp(s)),s,0,t)
I maxima dr motsvarande kommando

integrate ((exp (-4 (t-s))—exp (-3« (t-s)))/ (l+exp(s)),s,0,t);
Far du ritt svar? Om inte, vad borde du skriva? Motivera ditt svar!
Losning: Losningen till ekvationen y” (t) + 7y/(t) + 12y(t) = f(¢) med initialvillkoren y(0) =
y'(0) =0dry(t) = fot g(t—s)f(s)dsdir g dr en 16sning till ekvationen y" (t)+7y'(t)+12y(t) =
0 med initialvillkoren ¢(0) = 0 och ¢’(0) = 1.

Den karakteristiska ekvationen for differentialekvationen ar

24+ Tr+12=0,



och den har 16sningarna
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2V 1 4.

Funktionen g kan darfor skrivas i formen

g(t) = cre 3 4+ cge .

Da dr ¢'(t) = —3c1e7" + 4coe ™ 4 att initialvillkoren ger ekvationssystemet
0=g(0) =c; + o,
1=¢'(0) = —=3c; — 4y

och lésningen blir c; = 1 och ¢; = —1.

Detta innebir att det givna kommandot inte ger 16sningen y(¢) utan —y(t) sa det man borde
skriva dr

>syms s t, int((exp(-3%(t-s))-exp(-4*(t-s)))/(l+exp(s)),s,0,t)
eller
integrate ((exp (-3% (t—-s))—exp(-4*(t-s)))/ (l+exp(s)),s,0,t);

7. (3p) Av vad kan man dra slutatsen att differentialekvationssystemet
/ 2 3 |5
v+ |7 3 re=],
har ett griansvérde da t — co? Bestdm detta gransvirde.

Losning: Vi skall bestimma matrisens A = [ 3} egenvarden och riknar darfor

-1 2

3
2 \)

Losningarna till ekvationen det(A — AI) = 0 blir darfor

AN=24+V4—7=2+3i

Eftersom den reella delen av egenvirdena &r positiv kommer 16sningen Y (¢) till differentia-
lekvationssystemet att ha ett gransvirde Y, = lim;_,,, Y (¢) och detta gransvirde dr 16sningen

till ekvationen )
2 3 5
R Efl
Gransvirdet blir darfor

e [5] f-s R
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