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Skriv ditt namn, nummer och dvriga uppgifter pa varje papper!
Rdaknare eller tabeller far inte anvdndas i detta prov!

1. (3p) Anvind induktion (ocksd om det finns andra sitt) for att visa att 2" > n? da n > 4.

Losning: D n = 4 giller forstds 2! = 16 = 42 och dirfor ocksé 2" > n? Antag nu att
pastiendet giller dd n = k (dvs. 2% > k?) for nagot tal k& > 4. DA ir

F _(k+1)2=2-2" K -2k —1>2k* - K* -2k — 1,
eftersom vi antar att 2 > k2 och darfor far vi eftersom k& > 4 att
R (k12> k2% —1=k-(k—2)—1>4-2—-1=7>0,

dvs. pastiendet 2" > n? giller ocksd d& n = k + 1. Enligt induktionsprincipen foljer nu
pastaendet for allan > 4.

i formen a + bi dir a och b ir reella tal.

7
2. (3p) Skriv det komplexa talet 5 1

— jem
Losning: Eftersom €™ = cos(w) + isin(r) = —1 sd far vi nér vi forlinger med ndmnarens
konjugat
T+i  T+i1 (7T+1i)(2-1) 14-Ti+2i—-(-1) 15-5i

- - — 31
2 _dem  2+i 24 (1) 5 5 '

3. (4p) Bestdm den punkt pa linjen med ekvationen r = —i+ j — 2k + ¢(2i — 2j + 4k), t € R,
som ligger ndrmast punkten (2,2, 0).

Losning: Vektorn fran punkten (2,2,0) till en punkt pé linjen ar (—i + j — 2k + #(2i — 2j +
4k) — (2i+ 2j). For att lingden av denna vektor skall bli sa liten som m&jligt skall vektorn vara
vinkelrédt mot linjens riktningsvektor som dr 2i — 2j + 4k. Detta ger villkoret

(—3i—j—2k+t(2i—2j+4k))-(2i—2j+4k):0,

som ar

—6+2-8+1(4+4+16)=0 = (=

P l\D‘Ir—l

Detta innebér att den punkt som efterfragas har ortsvektorn —i + j — 2
sa punkten &r origo.

+1(2i—2j+4k) =0




4. (6p) Anvind Gauss algoritm for att bestimma alla 16sningar till ekvationssystemet

2$1 —XT9 +3$3 +21’4 = 1
—2$1 +4I2 —61’3 —Ty = 4
41'1 —11£L‘2 +15JI3 +3$4 = -9
21‘1 —4ZL‘2 —|—6[I)3 +3£L‘4 = 0

Losning: Med hjdlp av Gauss algoritm far vi

2 -1 3 2 1

—2 4 —6 -1 4 To < T2 + 71
4 —11 15 3 -9 r3 4 T3 — 2r;
2 —4 6 3 0 Ty < T4 —1

[2 -1 3 2 1
0 3 -3 1 5

10 -9 9 -1 -11 s < T3+ 319
0 -3 3 1 -1 Ty < T4+ T2
[2 -1 3 2 1]
0 3 -315

“1o 0 024
0 0 0 2 4 Ty < T4 —T3
[2 -1 3 2 1]
0 3 -315

“1o 0 024
0 0 000

Eftersom det inte finns nagot pivot-element i den tredje kolumnen kan vi vilja x3 fritt, tex. x3 =
s. Fran den tredje ekvationen 2z, = 4 far vi x4 = 2. Den andra ekvationen &r 3z —3x3+2x4 = 5
och dérfor blir x5 = %(5 —1x4+3x3) = 1+s. Den forsta ekvationen &r 221 — 25+ 323+ 219 = 1
och darfor dr x1 = 2(1 — 2z4 — 3x3 + 22) = 2(1 =4 — 3s + 1+ s) = —1 — 5. Alla I6sningar
kan nu skrivas i formen
T -1 -1
i) 1
XT3 0
Ty 2

5. (3p) Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna (-2, 3), (1,4) och (2, —1) genom att
uttrycka arean med hjélp av en determinant.

Losning: Vektorn fran punkten (—2, 3) till (1,4) dr 3i+j = 3] och vektorn fran samma punkt

L
. o s s 4 N o . 3 4

(—2,3)till (2, —1)drdi—4j = | nE Av dehir vektorerna kan vi bilda matrisen 1 4 och

arean av triangeln &r hilften av arean av parallellogrammen med vektorerna som sidor sa arean

av triangeln blir
1 3 4 1 1



6. (2p) Antag att A dr en m X n matris som inte ar nollmatrisen och B &r en m x 1 kolumnvek-
tor. Ge tva fall med antaganden betrdffande A och/eller B i vilka man med sidkerhet kan sdga
att det finns atminstone en 16sning till ekvationssystemet AX = B. (Svaret “Antag att det finns
atminstone en losning . .. “ duger inte!)
Losning: Tex. foljande:

(a) Om m = n och det(A) # 0, dvs. om A &r inverterbar sa har ekvationen AX = B

dtminstone 16sningen A~! B (och inga andra).
(b) Om B = 0 har ekvationen AX = B atminstone 16sningen X = 0.

7. (3p) Antag att A och B dr symmetriska n x n-matriser dir n > 2. Foljer det av detta att
AB iar symmetrisk? Motivera ditt svar!

Losning: Eftersom A och B dr symmetriska s ir AT = A och BT = B. Nu ir
(AB)" = BTA" = BA

och denna matris &r lika med AB endast om AB = BA. Detta visar inte dnnu att svaret &r nej,
endast att svaret dr ja under tilliggsantagandet AB = BA. (Man skulle kunna tdnka sig att detta
var sant om A och B dr symmetriska.)

] och B = {(1) (1)} sa att A och B dr

For att fa ett motexempel kan vi vilja A = [_01 (1)

symmetriska men AB = {O _1} ar inte symmetrisk.

1 0
Svaret &r alltsa nej.




