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Skriv ditt namn, nummer odbvriga uppgifter @ varje papper!
En raknedosa (godind ©r studentexamerdr ett tillatet halpmedel i detta prov!

1. (2p) Arsup(A U B) = max{sup(A), sup(B)}? Motivera ditt svar!

L6sning:Enligt definitionenarsup(A U B) det minsta tak for vilkert galler att omz € AU B
saarz < s. Detta betyder ocksatt omz € A sdarzr < sup(A) < max{sup(4),sup(B)}
ochomz € B saarz < sup(B) < max{sup(A),sup(B)}. Eftersomz € A ellerz € B om
r € AU B sainneldr detta attup(AU B) < max{sup(A),sup(B)}, men eftersomd C AUB
saarsup(A4) < sup(A U B) och eftersomB C AU B saarsup(B) < sup(A U B) sa att
max{sup(A),sup(B)} < sup(A U B) och svaret a fraganar jakande.

2. (3p) Existerar gans\ardetlim,_. Hz;‘”—in(l) och vadar det i $ fall? Motivera ditt svar!

L 6sning:Vi gissar att gans\ardetar 0 och forsoker hitta en funktiony(z) s att|—2%——| <

m+x2sin(%)
g(z) ochlim,_, g(z) = 0. Eftersom|sin(2)| < 1 s ar |z + z?sin(2)| > |z| — |2?| och det
innekdar att i x| < 1 s har vi

;U2

x + 22 sin(2)

xT

2] ] —
< =z
|z — |2?| 1—|z|
och funktioneny(z) = |:1c|1+|x| ar kontinuerlig i intervallet—1, 1) sa g@ns\ardetlim, . g(z) =
g(0) = 0. Enligt ins&ingningsprinciperd vi nu att det gins\arde som skulle besmmasar 0.

3. (5p) Radienien rund ballordy 20 cm. Anvand linjar approximeringdr att uppskatta hur
mycket radien rastedka for att ballongens yta skalkxxa med 2 crh
Ledning: Arean av ytan av en boll med radieér4mr?.

L6sning:Om vi betecknar arean medl sa har viA = 47r? och om vi uttrycer arean som en
funktion A(r) av radien & far vi villkoret

A(r+h) — A(r) =~ A'(r)h = 8zrh,
sa att omA(r + h) — A(r) = 2 (vi mater allting i cm) & blir
A(r+h)—A(r) 2

8mr 8 - 20
Ett annat att ar man uttrycker radien som en funktion av arean, dyd) = \/g. En
linjar approximation geral

h ~ ~ 0.004.

r(A+k)—r(A) =r'(A)k.

Nuarr'(A) = ;7= ochrérr = 20 cmar A = 47 - 20% S att
1 1 2
r(A+k)—r(A) =r'(A)k 2= ~ 0.004.

" oA /4202 87 - 20

Svaretar alltsa ca.0.004 cm.




4. (2p) Nar man skulle beamma ett nollsille till en funktion f(z) med hilp av Newton-
Raphsons metod fick mablfande resultat:

x1 = 5.01336305085918 9 = 5.01002228814438
x3 = 5.00751671610829 x4 = 5.00563753708122
x5 = 5.00422815281091 e = 5.00317111460818

Finns det @gon grund ér att siga att talen:,, narmar sig en punkt, sa att f(x,) = 0 och
f'(xz.) = 0? Du kan anta atf ar kontinuerligt deriverbar. Motivera ditt svar!

Ldsning:Det ser ut som om taifjden konvergerar mot ett tal, somar ungeér 5 vilket tyder
pa, eftersom i Newton-Raphsons metag, ; — z,, = % att f(z,) narmar sig noll (eller
sa @r |f'(z,)| mot candligheten, vilket intéar mojligt om f ar kontinuerligt deriverbar) och
darfor mastef (z,) = 0. Om nuf’(z.) # 0 s borde konevrgensen ske mycket snabbaratts
|11 — x| < Clz, — x.]%, dvs., & att antalet decimaler som irdadras ungéir fordubblas i
varje steg. Men dedr definitivt inte fallet & allt tyder @& att f'(z.,) = 0.

5. (3p) Man kan bestmma/a numeriskt genom attoka ekvationen:> = a med hglp

av Newton-Raphsons metod och detta leder till en rekursiomsfl av typenz, .1 = g(z,).

Bestim funktionery i detta fall.

Lésning:Om f(x) = 2° — a sAar f'(z) = 5z* och enligt Newton-Raphsons metdiknar man
talfoljden (z,,) sa attz, | = z,, — 221 dvs. i detta fall

T @)
5 —a 4 la
Tt = g T T p
och detta inneér att
B 4 la
g(x) = R + s

6. (4p) Besam funktioneny(z) sa att
y'(z) + Ty (z) + 12y(z) = 0, y(0)=-1, y'(0)=5.
Losning:Genom att i ekvationerésta iny = € far vi den karakteristiska ekvationen
r? +Tr +12 =0.
Losningarna till den &r ekvationerar

T, [9-s_[-3
2 4 4.

Den allm&nna bsningen till ekvatione@ar darfor

y(r) = 1€ 4 cre .
Eftersomy’(z) = —3c,€73% — 4c,e7% sa far vi foljande ekvationssysten@nvi satter in initi-
alvardenay(0) = —1 ochy/(0) = 5:
—1=c1 + ¢,
5= —3c; — 4cs.



Om man bser ekvationssystemetrfmanc, = 1 ochc, = —2 sa att

y(z) = e — 27,

7. (2p) Hur kan man av svaret och funktionen som skall integreeaatt dljande akningar

felaktig?
L dx |
2= TeT 2
1

Losning:Eftersomf(z) = & > 0 shar fjf(x) dz > 0 forutsatt att funktionen man inte-
grerarar integrerbar och i detdn fallet fick man ett svar sorar negativt. | verkligheterar
f_ll ?12 dr = oo och feletar att man inte kan tilmpa analysens grundsags fainktioner som
inte ar integrerbara.

Vad ar felet i @kningen?

8. (3p) Visaattsin(z) > = — %ﬁ’ for allaz > 0 genom att utnyttja det faktum afin(x) < x

for allaxz > 0.
Ledning: Man kan antingen aawmda integraler, eller aémda egenskaper hos konvexa funktio-

ner, eller. . .
Lésning:Eftersomsin(t) — ¢t < 0 fort > 0 farvidaz > 0

0> /Om(sin(t) —t)dt = /Ox (— cos(t) — %ﬁ)

1 1
= —cos(x) — §$2 + cos(0) + 0 =1 — cos(x) — 57

Om vi integrerar en @ng till far vidaz > 0

0> / <1 — cos(t) — 1152) dt = / <t — sin(t) — 1153) =z —sin(x) — 1333,
0 2 0 6 6

vilket ar detsamma som afin(z) > = — $2* daz > 0.

En annan rijlighetar att definieraf (x) = sin(x) — « + g2* och observera aft ar konvex
daz > 0 eftersomf”(x) = —sin(z) + x > 0 enligt den givna olikheten. Eftersom garfen av
en konves funktion ligger ovadf tangenten har vi(z) > f(zo) + f'(xo)(x — xo) och om vi
valjer zy = 0 far vi, eftersomf’(z) = cos(z) — 1,

@) > sin(0) — 0 + é03 4 (cos(0) — 1)(z — 0) = 0,

vilket ger pastiendet.




