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& % Variabelbyte

" b
/a b () che = / :—XF(g(x))dx
b
— / F(g(x)) = F(g(b)) — F(g(a)),

v
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& % Variabelbyte

b b
| Fletnedx = [ ZFlet)ex

a

b
:/ F(g(x)) = F(g(b)) — F(g(a)),

eller s5 hirom F' = f:
o Vi gor variabelbytet t = g(x)
° Dé’x:aé)’rt:g( ) och dd x = b art = g(b)
o Eftersom §t = g'(x) 4r g'(x) dx = dt

och darfor b//r
g(b)
/ Flg(x))g / F(t) dt.
(a)
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¥ ¥ Variabelbyte II
Man kan ocks3 g& 4t motsatt hall, dvs. om man skall rakna integralen
fab f(x)dx gér man s3 har:
o Vi gér variabelbytet x = h(t)
@ Dix=adrt=h"1(a) ochdix=birt=h"1(b)
o Eftersom § = H(t) &r dx = K (t)dt
och darfér bl/r

b hi(b)
/ f(x)dx=/ F(h(t))H () dt.
2 h1(a)
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¥ ¥ Variabelbyte II

Man kan ocks3 g& 4t motsatt hall, dvs. om man skall rakna integralen
fab f(x)dx gér man s3 har:

o Vi gér variabelbytet x = h(t)

@ Dix=adrt=h"1(a) ochdix=birt=h"1(b)

o Eftersom § = H(t) &r dx = K (t)dt
och darfér b//r

b hi(b)
/ f(x)dx=/ F(h(t))H () dt.
2 h1(a)

% % Obs!

Om man tex. i integralen [ f(x)dx gér variablebytet x = h(t) s3 att

dx = H'(t)dt och far /ntegra/en J f(h(t))h'(t)dt som man sedan réknar
ut och far som svar G(t) + C skall man sedan sitta in t = h=1(x) for att
f5 [ f(x)dx = G(h~}(x)) + C.

v
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¥ @ Partiell integrering
[ 00 dx = 1)~ [ 7)g'0x) e

/ab f'(x)g(x)dx = be(x)g(x) — /ab F(x)g’(x) dx
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% @ Partiell integrering
[ 00 dx = 1)~ [ 7)g'0x) e

/ab f'(x)g(x)dx = be(x)g(x) — /ab F(x)g’(x) dx

% Exempel

Om vi skall rikna [ In(x)dx kan vi skriva In(x) = 1-In(x) och valja
f(x) = x s3 att f'(x) =1 och g(x) = In(x). D3 far vi

/In(x)dx:xlnx—/x%dx:xln(x)—/1dx:x|n(x)—X+ C.

v
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@ Taylorutveckling med partiell integrering

Om f ar k + 1 ganger kontinuerligt deriverbar s3 ar

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a) + fﬁéa)(x ) ’d;(!a)(x — a)>+
+ f(k,:!(a) (x—a)“+ / Txo ;!t)k FFD(t) dt.

Hur visar man detta?

Av analysens huvudsats féljer att f(x) = f(a) + [ f'(t) dt vilket ger
ovanstiende formel for k = 0. Nu kan man integrera partiellt sa att man
skriver 1 = & (—(x — t)) och man far

X

f(x) = f(a) + /ax 1-f'(t)dt = f(a) +/ (—(x = t))f'(t)

— /ax(—(x —t))f"(t)dt = f(a) + f'(a)(x — a) + /ax(x —t)f"(t)dt,

vilket ar formeln for k = 1. Sedan fortsdtter man "pd samma satt”.

v
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¥ Integrering av rationella funktioner

En rationell funktion f(x) = % kan integreras forutsatt att man hittar
q(x
namnarens nollstillen.
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¥ Integrering av rationella funktioner

En rationell funktion f(x) = pgxg kan integreras forutsatt att man hittar
q(x
ndmnarens nollstallen. )
& Exempel
2 1
Rékna / a5 dx
0 X =F 8X = 17
Forst konstaterar vi att ndmnarens nollstallen r —4 £+ /16 — 17 = —4 £ i

och eftersom de ar komplexa kan man g3 tillvaga pa lite olika satt. Ett sitt
ar att “komplettera kvadraten” och skriva x?> 4+ 8x 4+ 17 = (x +4)? + 1
och sedan géra variabelbytet x +4 =t saattddax=0dadrt=4,dix =2
art = 6 och dx = dt. Den integral vi skall rdkna ut blir da

t24+1

6 6
1
/ ———dt = / arctan(t) = arctan(6) — arctan(4),
4 4

_1
1+¢2°

d
eftersom g arctan(t) =

v
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@ Hur man hittar integralen till en rationell funktion

r(x)

@ Skriv funktionen i formen f(x) = s(x) + ﬁ dar s(x) ar ett
q(x
polynom och gradtalet av r(x) dr mindre dn gradtalet av q(x);
o Skriv q(x) i formen q(x) = a(x — x1)k - ... (x — xpm)km;

@ Bestam koefficienterna A; \ sa att

m ki A
7222 X—Xj)k;
j=1 k=1

@ Integrera!

Observera att for de nollstillen x; som dr komplexa mdste man antingen
rdkna med komplexa logaritmer eller s3 skall man kombinera uttryck med
rétter som ar varandras konjugat sa att man far termer med kvadrater i
namnaren.
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© Exempel

Om vi skall bestimma I6sningen till differentialekvationen

y'(t) = ay(t)(1 - y(1)),

d3 0 < y(0) < 1 s3 kan vi dividera bada sidorna med y(t)(1 — y(t)) och
integrera 6ver (0, s) s3 att resultatet blir

s yl(t) B sa
/oy(txl—y(t))dt‘/o at.

| integralen pa vanstra sidan kan vi géra variabelbytet y(t) = u sa att
y'(t)dt =du och u=y(0) ddt =0 och u=y(s) dit=s. D3 far vi

¥(s) 1
/ ———du = as.
y(0) U(]. — u)
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© Exempel, forts.

For att kunna rikna integralfunktionen f 1 e} du gor vi en
partialbraksuppdelning

1 A B

u(1—u)_z+1—u7

och koefficienterna A och B kan vi rakna ut s3 att

A= lim (ué+ui) — lim =1,
u 1

u—0 —u u—0 u(l — u)
i A B 1—u
J= I ((1 » U “)m) =0 aaog b
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@ Exempel, forts.
Detta innebar att

/y(s) (1 1 ) y /y(S)(I (6) - In( )
as = -+ u= n(u) —In(l—u
yoy \u l-—u ¥(0)

= In(y(s))~In(1-y(s))~In(y(0))+In(1-y(0)) = In (y—(s)(l - y(°>§) |

Av detta foljer i sin tur att

Y1 -y(0) _ .

y(O@-y(s))

och sedan, efter diverse rakningar, att

e*y(0)
1+ (e —1)y(0)

y(s) =
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¥ Trapetsregeln

Antag att man kanner till funkionens f varden i punkterna
a=xp<x1<...,<Xxp=b och man vill rakna

/ab f(x)dx.

Vad kan man géra?
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¥ Trapetsregeln

Antag att man kanner till funkionens f varden i punkterna
a=xp<x1<...,<Xxp=b och man vill rakna

/ab f(x)dx.

Vad kan man géra? Till exempel s3 har:

e Vi bildar ndgon enkel funktion f, s att f.(x;) = f(x;) och rdknar

fab fi(x) dx.
® Hur skall vi valja .7

G. Gripenberg (TKK)

2 december 2010

v
11 / 59



¥ Trapetsregeln

Antag att man kanner till funkionens f varden i punkterna
a=xp<x1<...,<Xxp=b och man vill rakna

/ab f(x)dx.

Vad kan man géra? Till exempel s hér:
e Vi bildar ndgon enkel funktion f, s att f.(x;) = f(x;) och rdknar
b
J; fi(x) dx.
® Hur skall vi valja .7
o Tex. med linjar interpolering sa att

X X — Xj_1

f, =4 f(xi_ 2O f(x 1 < x < x;.

+(x) pr——— (% 1)+xj—>9-4 (), X1 <x <X
X0 X1 X2 X3 [ X4 X5 Xp
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@ Trapetsregeln, forts.
Vad &r [ f.(x) dx?

/Bf(x)dxrv/a £(x) dx—Z/X RIS

. 2(XJ—XJ 1)

=

S (A S )

= > I (o) + F9)).
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¥ ¥ Trapetsregeln: Formel

Detta ar ocksa en god ide om man kénner f(x) i alla punkter x och i
synnerhet om delintervallen ar lika langa, dvs. x; — xj_1 = %(b —a) och da
far man

b —a
/a f(x) =~ Ty(f,a,b) = b P (f(x0) +2f(x1) + ... 2f (Xn—1) + F(xn))

== —2(1F(x0) + FOxa) + - . F(xn1) + 1F(xn)).

Observera att man riknar vardena av funktionen f i n+ 1 punkter och den
férsta och den sista delar pa koefficienten.

v

& Nar ger trapetsregeln ritt svar?

Atminstone i de fall d5 f &r kontinuerlig och f &r i varje intervall (xj_1,X;)
dirj=1,...,n ett polynom med hégst gradtalet 1, dvs. f(x) = ajx + f;
kun x € (xj—1,xj).

v
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@ Trapetsreglen: Feluppskattning

Antag att n = 1 och intervallet ar [—g, g] Om nu f &r tex. tvd ganger

kontinuerligt deriverbar och om fy(x) = f(0) + f'(0)x s3 ar
f(x) = fo(x) + fi(x) dar fi(x) &r sddan att fér nagon konstant Cy galler
1A (x)| < Cix2.
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@ Trapetsreglen: Feluppskattning

Antag att n =1 och intervallet ar [ o 2] Om nu f ar tex. tvd ginger
kontinuerligt deriverbar och om fy(x) = f(0) + f'(0)x s3 ar

f(x) = fo(x) + fi(x) dar fi(x) &r sddan att fér nagon konstant Cy galler
|f(x)| < Cix?. Nu &r

‘/ x) dx
h
2

h
G h®
<C1/th i2

2

G. Gripenberg (TKK) 2 december 2010 14 / 59



@ Trapetsreglen: Feluppskattning

Antag att n =1 och intervallet ar [ o 2] Om nu f ar tex. tvd ginger
kontinuerligt deriverbar och om fy(x) = f(0) + f'(0)x s3 ar

f(x) = fo(x) + fi(x) dar fi(x) &r sddan att fér nagon konstant Cy galler
|f(x)| < Cix?. Nu &r

‘/ x) dx
h
2

P43 samma satt ser man att

h h C1h3
S < .

h
G h®
<C1/th i2

2
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@ Trapetsreglen: Feluppskattning, forts.

Eftersom f2ﬁ x)dx = Ty (fo, o 2) s3 far man med
2

h
2 h h
‘/_121 f(X)CIX—Tl (f,—§,§>‘

h

h h
- ‘/ G0)dx+ [ G dx— T, (fo,—g f) 7 (ﬁ,—ﬁ f)‘
2 2

2 272
h
/h f(x)dx| +
=

h h
< ——, =) < &
== Tl (fiy 272)’ _Ch
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% Trapetsreglen: Feluppskattning, forts

Eftersom f2ﬁ x)dx = Ty (fo, o 2) s3 far man med
2

h h
- '/ 6dax+ [ Aex-Ti (6.-5.7) - T (-3 h)‘
2 T2

272 272
/ f(x)dx| +

TE| (fl,—h h>‘<Ch3

Om man anvénder n delintervall ska// man addera feluppskattningarna sa
att

/b F(x)dx — T, (fab)’gC(b—a)hzzC(b;2a)3, h=""

Med en noggrannare analys kan man visa att konstanten C kan vara
1
12 maxxe[a,b]|f”(x)|'
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& Trapetsregeln och extrapolering
Antag att funktionen f &r sddan att

2 C
Tm(f,a,b) z/a f(x)dx + pr

D3 ar
(" 1C
TQm(f, a, b) ~ i f(X) dX -+ ZF
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& Trapetsregeln och extrapolering
Antag att funktionen f &r sddan att

2 C
Tm(f,a,b) %/a f(x)dx + pr

D3 ar
Tom(f,a,b) ~ /f dx+1£

Detta ar ett "ekvationssystem” dir de obekanta ar f 5 f(x)dx och % och
som "l6sning " f&r man (d3 man multiplicerar den senare med fyra och
subtraherar den férsta fran resultatet)

b 4 1
/ f(x)dx =~ = Tom(f, a,b) — = Tm(f, a, b).
. 3 3

v
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& Trapetsregeln och extrapolering
Antag att funktionen f &r sddan att

2 C
Tm(f,a,b) %/a f(x)dx + pr

D3 ar
Tom(f,a,b) ~ / f(x dx+1£.

Detta ar ett "ekvationssystem” dir de obekanta ar f 5 f(x)dx och % och
som "l6sning " f&r man (d3 man multiplicerar den senare med fyra och
subtraherar den férsta fran resultatet)

g 4 1
/ f(x)dx = = Tom(f, a, b) — = Tr(f, a, b).
; 3 3

Om n &r ett jamnt tal s§ &r S,(f,a,b) = 3 Ta(f, a, b) — %Tg(f, a, b)
och man far Simpsons regel!

v
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% Simpsons regel

Om man delar intervallet [a, b] i tva delar [xo, x1] och [x1, x2] dar
Xj=a+] % sa skall man enligt Simpsons regel rikna

b
/ F(x)dx ~ Sy(f, 2, b) = ng(f, o) — %Tl(f, 2, b)
a

_ ‘5“’ 2 F (0 + 2F(x1) + F(x2) — %b =
_ bg 2 (F(x0) + 4F (x1) + F(x2)).

(f(x0) + f(x2))
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% Simpsons regel, forts.

Om antalet delintervall &r n dar n ar ett jamnt tal s far man genom att
addera (d3 man skriver x; = a + j2=2

/ " e G, ) = %(f(xo) +4f(x1) + 2f (x2)

+ 4f(x3) + 2f(xa) + ... + 2f (xn—2) + 4F (Xn—1) + F(xn))-
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% Simpsons regel, forts.

Om antalet delintervall Gr n dar n é’r ett jamnt tal sa far man genom att
addera (d& man skriver x; = a + j2=2 -2)

/ " e G, ) = %(f(xo) +4f () + 2 (x2)
+ 4f(x3) + 2f(xa) + ... + 2f (xn—2) + 4F (Xn—1) + F(xn))-

Observera att termerna f(x;) dar j dr udda ges en stérre vikt 4 dn de
termer dar j dr jamn, vilka har vikten 2 bortsett fran den férsta och den
sista termen som delar pa vikten 2.
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% Nar ger Simpsons regel ratt svar?
Antag att n = 2 och att intervallet &r [—h, h]. En rdkning visar att

’ 2h
f(x)=1 :>/ f(x)dx = 2h och Sy(f,—h, h) = g(l +4-141)=2h,
—h

’ 2h
f(x) :x:>/ f(x)dx =0 och Sy(f,—h, h) = ?(—h+4-0+h) -0,

3
) =X =>/ X)dX—/—X_%

2h 2h3
och Sy(f,—h, h) = 6(h2+4 0+h)=2""

37
2h

h
f(X) = X3 = / f(X) dx =0 och 52(f, —h, h) 5 ( h3 + 4.0+ h3) 0
—h
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% Nar ger Simpsons regel ratt svar?
Antag att n = 2 och att intervallet &r [—h, h]. En rdkning visar att

’ 2h

flx)=1 :>/ f(x)dx = 2h och Sy(f,—h, h) = g(l +4-1+41)=2h,
—h
’ 2h

f(x) =x :>/ f(x)dx =0 och So(f,—h, h) = ?(—h+4-0+h) -0,

3
) = x :>/ X)dX_/—X—%

2h3
och 52(f —h,h) = 6h(h2+4 0+ h) =

3
)=x3= x)dx =0 och Sy(f,—h, h) = Z(~h*+4-0+ h*) = 0

(men om f(x) = x* s3 ar ffhx‘ldx = % # S2(f,—h, h) = ZThs)
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% Nar ger Simpsons regel ritt svar? forts

Av detta ser man att Simpsons regel ger ritt svar atminstone om f ar

kontinuerlig och f ar ett polynoim med gradtalet hdgst 3 pa varje intervall

(X2(J-,1),X2J') dé'rj = 1, 5000 g
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% Nar ger Simpsons regel ritt svar? forts

Av detta ser man att Simpsons regel ger ritt svar dtminstone om f ar

kontinuerlig och f ar ett polynoim med gradtalet hdgst 3 pa varje intervall
(X20,1)7X2j) dé'rj = 1, 0000 g

v

& Simpsons regel: Feluppskattning

Antag att n = 2 och intervallet &r [—h, h|. Om nu f ar tex. fyra ganger
kontinuerligt deriverbar och om

fo(x) = £(0) + f/(0)x + 5£”(0)x* + " (0)x> s5 &r f(x) = fo(x) + f(x)
dir f1(x) = O(x*) dvs. det finns nigon konstant C; s att

|A(x)] < Cix*
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% Nar ger Simpsons regel ritt svar? forts

Av detta ser man att Simpsons regel ger ritt svar dtminstone om f ar

kontinuerlig och f ar ett polynoim med gradtalet hdgst 3 pa varje intervall

(X2(j,1),X2j) dé'rj = 1, 0000 g

& Simpsons regel: Feluppskattning

Antag att n = 2 och intervallet &r [—h, h|. Om nu f ar tex. fyra ganger
kontinuerligt deriverbar och om

fo(x) = £(0) + f/(0)x + 5£”(0)x* + " (0)x> s5 &r f(x) = fo(x) + f(x)
dir f1(x) = O(x*) dvs. det finns nigon konstant C; s att

|f(x)| < Cix*.Nu ar

[ s

h 5
2Cih
< C1/ x*dx = G .
_h 5
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% Nar ger Simpsons regel ritt svar? forts

Av detta ser man att Simpsons regel ger ritt svar dtminstone om f ar

kontinuerlig och f ar ett polynoim med gradtalet hdgst 3 pa varje intervall

(X2(j,1),X2j) dé'rj = 1, 0000 g

& Simpsons regel: Feluppskattning

Antag att n = 2 och intervallet &r [—h, h|. Om nu f ar tex. fyra ganger
kontinuerligt deriverbar och om

fo(x) = £(0) + f/(0)x + 5£”(0)x* + " (0)x> s5 &r f(x) = fo(x) + f(x)
dir f1(x) = O(x*) dvs. det finns nigon konstant C; s att

|f(x)| < Cix*.Nu ar

[ s

Pa samma sitt ser man att

h 5
2Cih
< C1/ x*dx = G .
_h 5

G
12 (i, —h, )| < =5
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% Simpsons regel: Feluppskattning, forts.
Eftersom f_hh fo(x) dx = S» (fo, —h, h) far man av féregdende olikheter

‘/_: f(x)dx — S, (f, —h, h)'

h h
:‘/ fo(x)dx—i—/ f.(x) dx — S» (o, —h, h) — S» (i, —h, h)
—h —h

h
< ‘/ fi(x) dx| + Sz (i, —h, h)| < Cok®.
—h
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% Simpsons regel: Feluppskattning, forts.
Eftersom f_hh fo(x) dx = S» (fo, —h, h) far man av féregdende olikheter

‘/_: f(x)dx — S, (f, —h, h)'

h h
:‘/ fo(x)dx—i—/ f.(x) dx — S» (o, —h, h) — S» (i, —h, h)
—h —h

< ‘/_:fl(x)dx

Om man anvénder n intervall skall man rékna ihop 7 feluppskattningar dar
h= b—;a s3 att

+1S (A1, —h, h)| < Gh°.

(b—a)°

/ab f(x)dx — Sn(f, a, b)’ < Clb—a)h* = C
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% Simpsons regel: Feluppskattning, forts.

Eftersom f_hh fo(x) dx = S» (fo, —h, h) far man av féregdende olikheter

‘/_: f(x)dx — S, (f, —h, h)'

h h
= ‘/ fb(X)dX—i—/ fl(X)dX—SQ (fb,—h, h)—SQ(ﬂ,—h, h)
—h —h

< ‘/_:fl(x)dx

Om man anvénder n intervall skall man rékna ihop 7 feluppskattningar dar
h= b—;a s3 att

+ |52 (A, —h, h)| < Gh°.

(b-a)
n*t

/ab f(X)dx—S,,(f,a,b)’ < C(b-a)h*=C

Med en noggrannare analys kan man visa att man som konstant C kan
o 1
valja

4
=5 MaX, o4 p F*)(x)].
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@ Mittpunktsregeln

En annan, mycket enkel och naturlig, metod ar att dela upp
integrationsintervallet i n delar (som ofta men inte alltid dr lika linga),
rdkna ut funkionens varde i delintervallens mittpunkter och multiplicera
dessa med intervallens langd och sedan addera. Om intervallen ar lika
ldnga far man

(f, a,b) Zb (a+$(j+%)>.

Mittpunktsregeln ger ratt svar om funktionen som skall integreras ar ett
polynom med hégst gradtalet 1 i varje delintervall.

G. Gripenberg (TKK) 2 december 2010 22 /59



@ Mittpunktsregeln

En annan, mycket enkel och naturlig, metod ar att dela upp
integrationsintervallet i n delar (som ofta men inte alltid dr lika linga),
rdkna ut funkionens varde i delintervallens mittpunkter och multiplicera
dessa med intervallens langd och sedan addera. Om intervallen ar lika
langa far man

o(f, a,b) Zb <a+b;a(j+§)>.

Mittpunktsregeln ger ratt svar om funktionen som skall integreras ar ett
polynom med hégst gradtalet 1 i varje delintervall. Som feluppskattning
far man

K(b— a)3

a2 ifall |f"(x)| < K d3 x € (a, b).

v

‘M,,(f, a, b) — /abf(x) dx| <
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% Obs!

Det som har sdgs om numerisk integrering berér inte bara fragan hur man
skall rakna ut ndgon integral utan ocksd hur man kan resonera allmant
betrdffande numeriska rakningar och approximationer.

¥ % Feluppskattning: Grundide

Man réknar pd atminstone tva (tillrickligt olika) satt och jamfor
resultaten. | de flesta fall kan absolutbeloppet av skillnaden anviandas som
en Ovre grans for absolutbeloppet av felet i den battre metoden!
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@ Ett numeriskt exempel

Man skall rdkna integralen | = f_ll \/|x| dx vars exakta virde naturligtvis

arl = ‘3—‘ ~ 1.333333333. Derivatan av funktionen +/|x| &r inte begrinsad i
ndrheten av origo sa man kan inte vanta sig att man med de metoder som
hér presenterats kan fa speciellt exakta resultat.
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@ Ett numeriskt exempel

Man skall rikna integralen | = fjl \/|x| dx vars exakta virde naturligtvis

arl = % ~ 1.333333333. Derivatan av funktionen +/|x| ar inte begransad i
ndrheten av origo sa man kan inte vanta sig att man med de metoder som
hér presenterats kan fa speciellt exakta resultat.Med trapetsmetoden far

man féljande virden

n 8 16 32 64
T, 1.286566 | 1.316260 | 1.327162 | 1.331118
[T, — 1] | 0.046767 | 0.017073 | 0.006170 | 0.002215
[T, — Tq] 0.029694 | 0.010902 | 0.003955
n 128 256 512 1024
T, 1.332542 | 1.333051 | 1.333233 | 1.333298
[T, — 1] | 0.000792 | 0.000282 | 0.000100 | 0.000036
[T, — T4 | 0.001424 | 0.000510 | 0.000182 | 0.000065
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@ Ett numeriskt exempel, forts.
Om man anvinder Simpsons metod for att rdkna integralen f_l \/de
sa ar resultaten féljande:
n 8 16 32 64
S 1.3130525 | 1.3261586 | 1.3307964 | 1.3324364
|Sn— 1| | 0.0202808 | 0.0071748 | 0.002537 | 0.000897
|Sn — Sg\ 0.0131060 | 0.0046378 | 0.001640
n 128 256 512 1024
S, 1.3330162 | 1.3332212 | 1.3332937 | 1.3333193
|Sn — 1| | 0.0003171 | 0.0001121 | 0.0000396 | 0.0000140
|Sn — Sg| 0.0005798 | 0.0002050 | 0.0000725 | 0.0000256
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@ Ett numeriskt exempel, forts.
Vi skall dnnu ndrmare underséka hur snabbt de approximationer man far

med trapetsregeln och Simpsons regel konvergerar mot integralens varde,
utan att utnyttja det faktum att man kan rikna ut integralen. L3t

Th = Ta(\/|x], —=1,1) och antag att

Cr
Tn ~ / —+ F,

Dir alltsd | = [, \/|x|dx. D3 ar

Cr

Ton = 1+ T
s3 att c
To—Ton~(1-27),

och

Th — Ton ~ (1 — 2_7)%
Ton — Tan (1 —>2_T)—£I—

27 nT

T
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@ Ett numeriskt exempel, forts.

Som en approximation av parametern T far man alltsa

Tn_ T2n)

T /Og2 <m

De numeriska vardena ger féljande approximationer f6r T:

n 8 16 32 64 128
Tn_ Tn

log» (—2) 1.4456 | 1.4627 | 1.4742 | 1.4820 | 1.4874
T2n_ T4n
n 256 512 1024 2048 4096
Tn_ Tn

logs | ="——20 ) | 1.4912 | 1.4938 | 1.4956 | 1.4969 | 1.4978
T2n_ T4n
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@ Ett numeriskt exempel, forts.
Skriv S, = Sp(\/|x|, —1,1) och antag att

D3 far man med samma slags resonemang

Sn — 52n
o= /Og2 ﬁ 0

och féljande numeriska varden:

n 8 16 32 64 128
log» (%) 1.4987 | 1.4998 | 1.5000 | 1.5000 | 1.5000
2n — 94n
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@ Feluppskattning, forts.

Med hjilp av ovanstiende ridkningar och antaganden T, ~ | + % och
S~ 1+ %;i far man ocksa

1
n—/z——ﬂn—n
| I~ :

I

och 1
S,— Il =/ ——
\ |~ 5oy

Sp—5Snl.
2
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@ Variabelbyte

Om integrationsintervallet 4r odndligt langt eller om funktionen inte ar
begransad i ndrheten av nagon eller ndgra punkter sa kan det vara
omdjligt att anvanda trapets+ eller Simpsons regel direkt. (I somliga fall
kan mittpunktsregeln fungera battre.) Dessutom kan det vara s3 att fast
funktionen ar kontinuerlig och intervallet dr andligt langt sa kan dessa
metoder fungera onddigt langsamt om f inte ar tillrickligt manga ganger
deriverbar.

D3 kan ett variabelbyte vara till hjdlp men det finns manga fall d4 man
inte har nytta av det.
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(@ Variabelbyte: Exempel 1

3
1
/ ——dx =7
0 V9 — x2

Har ar problemet att funktionen som skall integreras inte ar begransad da
x — 3—. Nu ar V9 — x2 = /3 + x\/3 — x och endast den senare faktorn
skapar problem.
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(@ Variabelbyte: Exempel 1

3
1
/ ——dx =7
0 V9 — x2

Har ar problemet att funktionen som skall integreras inte ar begransad da
x — 3—. Nu ar V9 — x2 = /3 + xv/3 — x och endast den senare faktorn
skapar problem. Vi gér variabelbytet 3 — x = t? s att —dx = 2t dt,
t=1+3dix=0o0cht=0dix=3 och dessutom giller x = 3 — t*
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(@ Variabelbyte: Exempel 1

3
1
/ ——dx =7
0 V9 — x2

Har ar problemet att funktionen som skall integreras inte ar begransad da
x — 3—. Nu ar V9 — x2 = /3 + xv/3 — x och endast den senare faktorn
skapar problem. Vi gér variabelbytet 3 — x = t? s att —dx = 2t dt,
t=1+3dix=0o0cht=0dix=3 och dessutom giller x = 3 — t* s3 att

g e 1
/o 9 — x2 ﬁ\/3+3—t2\/t2( )

V3o
= dt.
/o V6 — t2

Nu ar funktionen som skall integreras odndligt manga ganger deriverbar i
integrationsintervallet [0,/3].
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@ Variabelbyte: Exempel 2

/ 1 dx =7
0 1+X5

Har ar problemet det att integrationsintervallet ar oandligt langt

v
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@ Variabelbyte: Exempel 2

N |
/ dx =7
0 1+X5

Har ar problemet det att integrationsintervallet dr oandligt langt och vi
bérjar med att dela upp integralen i tva integraler

Sl | S| Sl |
dx = d —— dx.
/0 118~ /0 1+ x° X+/1 118~
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@ Variabelbyte: Exempel 2

N |
/ dx =7
0 1+X5

Har ar problemet det att integrationsintervallet dr oandligt langt och vi
bérjar med att dela upp integralen i tva integraler

Sl | S| Sl |
dx = d —— dx.
/0 118~ /0 1+ x° X+/1 118~

| den senare gor vi variabelbytet x = . D3 drdx = — % dt, t =1 d3
x=1locht=0dix=c

V.
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@ Variabelbyte: Exempel 2

N |
/ dx =7
0 1+X5

Har ar problemet det att integrationsintervallet dr oandligt langt och vi
bérjar med att dela upp integralen i tva integraler

Sl | S| Sl |
dx = d —— dx.
/0 118~ /0 1+ x° X+/1 118~

| den senare gor vi variabelbytet x = . D3 drdx = — % dt, t =1 d3
x=1o0cht=0dax=oo s att

C | 19 0 1 -
—— _dx= —dx+/ - dt
/0 14 x° /0 14 x° 1 1+(3)5 12

1 1 3 1 3
1 t 1+ x
—— L de= [ T dx
/0 145 X+/0 511 /0 115"

Det ar inga problem att numeriskt rikna denhar integralen.

v
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% % Sammandrag
o Mittpunktsregeln:

& b— a— b—a
~ M,(f = Ef i+2) .
/a f(x)dx = M,(f, a, b) S (a—i— - (J+2)

v
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% % Sammandrag
o Mittpunktsregeln:

b b— n—1
/ F(x)dx ~ Ma(f, a,b) = —2 f(
a =0

Jj=

).

o Trapetsregeln: (xo = a, x1 = a+ %: Xj=a+ %j)

/b f(x)dx ~ T,(f,a,b) = %(f(xo)—ﬂf(xl)%—. - 2f (Xn—1)+F(xn))

v
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% % Sammandrag
o Mittpunktsregeln:

/abf(x)de W(Fra,b) = 2= an:f(+—1+ ))

J

o Trapetsregeln: (xo = a, x1 = a+ ?: Xj=a+ b;naj)

/b f(x)dx ~ T,(f,a,b) = %(f(xo)—ﬂf(xl)—k. - 2f (Xn—1)+F (xn))

e Simpsons regel:

/b f(x)dx =~ S,(f,a,b) = b_na(f(xo) + 4f(x1) + 2f(x2)

+ 4f(x3) + 2f(xa) + . .. + 2f (xn—2) + 4F (xn—1) + F(xn))-

v
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& % Laplace-transformer

L(F)(s) = /OOO eStf (1) dt
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& % Laplace-transformer

L(F)(s) = /OOO eStf (1) dt

Exempel

D L(1)(s) = L

VD L(e)(s) =
@ L(cos(wt))(s) =

@ L(sin(wt))(s) =

S _
s24+w?

W
$524-w?
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% ¥ Laplace-transformer

L(F)(s) = /OOO eStf (1) dt

Exempel
V9 L)) =1
VY L(e)(s) = L

@ L(cos(wt))(s) =
@ L(sin(wt))(s) =

S5 _
52 +UJ2

W
s2+w2

¥ ¥ Obs!

L &r en funktion vars argument inte ar ett tal utan en funktion (definerad i
(0,00) och som uppfyller vissa villkor) och vardet av L(f) &r en annan
funktion (definierad dtminstone fér alla komplexa tal s med Re (s) > a for
nagot tal a).

v
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% @ Laplace-transformen ér linjar!

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g)

G. Gripenberg (TKK)



% @ Laplace-transformen ér linjar!

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g)

(& Teorem
Ifall

@ For varje T > 0 ar funktionen f &r integrerbar i intervallet (0, T).
o limr_ fOT e 0tf(t)dt existerar fér ndgot tal sy € C
s3 géller att
e F(s)=Ilimr_s fOT e *'f(t)dt existerar di Re (s) > Re(sp),
o F(s) ar analytisk i midngden {s € C : Re(s) > Re(sp) } dvs.
F(s) =3, L F(I(s)(s — ;)" stminstone d3

n=0 n!
|s — s1| < Re(s1 — sp).
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% @ Laplace-transformen ér linjar!

L(af + Bg) = aL(f) + BL(g)

(& Teorem
Ifall

@ For varje T > 0 ar funktionen f &r integrerbar i intervallet (0, T).
@ limr_ fOT e 0tf(t)dt existerar fér ndgot tal sy € C
s3 géller att
e F(s)=Ilimr_s fOT e *'f(t)dt existerar di Re (s) > Re(sp),
o F(s) ar analytisk i midngden {s € C : Re(s) > Re(sp) } dvs.
F(s) = >0 0 ZF("(s1)(s — s1)" dtminstone d3

n=0 n!

|s — s1| < Re(s1 — sp).

(@ Laplace-transformen ir entydig
Om L(f)(s) = L(g)(s) dd Re(s) > « sd ar f(t) = g(t) for ndstan alla
t > 0.
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Rakneregler, derivator mm. da F(s) = L(f)(s)
Y% L(f)(s) = sF(s)— f(0)
PPV F(s) = L(—tF(£))(s)

@ ¢ ( JEF(r) dT) (s) = LF(s)
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Rakneregler, derivator mm. da F(s) = L(f)(s)
Y% L(f)(s) = sF(s)— f(0)
PPV F(s) = L(—tF(£))(s)

@ ¢ ( JEF(r) dT) (s) = LF(s)

(& Rikneregler, forskjutningsregler mm. d3 F(s) = L(f)(s)
Y L(eTf(t))(s)=F(s—a)
VY L(F(t—a)u(t — a))(s) = e *F(s)
diru(t)=1d5t>0, u(t)=0dit<0ocha>0.
¥ L(f(at))(s) = 3F (5), 2> 0
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¥ % Exempel
Antag att y(t) ar losningen till ekvationen

Y'(t)+2y(t) =3, y(0)=4.

Om Y (s) = L(y)(s) sd ar L(y')(s) = sY(s) — y(0) = sY(s) — 4. Eftersom
Laplace-transformen &r linjir och £(3)(s) = 2 s3 f&r man n&r man tar
Laplace-transformen av bada sidorna i ekvationen

SY(s) — 4+ 2Y(s) = g

vilket betyder att
4 3

- s+2+s(s+2)'

Y(s)
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& Exempel, forts.
Om man nu vill bestimma y(t) sd kan man géra en partialbréksuppdelning

4 3 A B

s+2+s(s+2) - s+s+2’

och man far
A= lim sA+s B =lim (s 4 +s 3 _3
T ss0\s  Ts+2) ss0\s+2 Ts(s+2)) 2
A B
B= s|_I>I’D ((5—1—2) +(s+2) +2>

. 4
= s|_I)r32 ((S + 2)5_{_—2 -+ (S + 2)

5(512)) B g

Detta innebdr att

31\ ..f(5 1\ 3 5 _,
y(e) =L (2 s)+£ (2 s+2)_2+2e :

G. Gripenberg (TKK)
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(& Konvolution (faltning)

(Fe)0) = | (e — )g(r)dr

L(f xg) = L(f)L(g)




(& Konvolution (faltning)

(F  g)(t) = /0 f(t — 7)g(r) dr

L(f xg) = L(f)L(g)

@@ Delta-funktionalen
d
(ST = au(t — T)

men u(t — T) &r inte deriverbar sa 01 &ar en "generaliserad” funktion, sa
att

/OO F(8)07(dt) = F(T).

(e.9]

LG7)(s)=eT, T>0
br*f)(t)=u(t—-T)(t—T), T>0

o
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% Delbarhet

Ett tal a delar ett tal b, dvs. a|b (eller b ar delbart med a) om det finns
ett heltal k s3 att b = ak.
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% Delbarhet

Ett tal a delar ett tal b, dvs. a|b (eller b ar delbart med a) om det finns
ett heltal k s3 att b = ak.

¥ % Kongruens modulo

Tva tal a och b ar kongruenta modulo n vilket skrivs a= b (mod n) eller
a =, b om de har samma rest d3 de divideras med n, dvs. om n delar a— b:

a=b (modn)sa=,bsnj(a—b)sa=b+kn, kelZ.
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% Z,, kongruensklasser

Relationen a = b (mod n) &r en ekvivalensrelation i 7, (x ~ x,
X~y=y~Xx, X~y y~z= xn~z)ochdelar upp Z i
ekvivalensklasser, som kallas kongruensklasser (eller restklasser), dvs.
delméangder {...,—2n,—n,0,n,2n ...},
{..,=2n+1,—-n+1,1,n+12n+1...}, ..,
{...,—n—1,-1,n—1,2n—1,...} dar alla element | samma
ekvivalensklass ar kongruenta modulo n med varandra.
Man kan anvanda féljande beteckningar:

[k],,d:ef{meZ :m=k (mod n)}

Zo E ([Ky: k=0,1,2,....n—1}, omn>0
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& Addition, subtraktion och multiplikation i Z,

Man kan visa att om
ai=ay (modn) och by =by (modn)
sa ar

(a1 + b1) = (a2 + b2) (mod n)
(a1 — b1) = (a2 — b2) (mod n)
(a1b1) = (a2b2) (mod n)

Darfér kan man definiera rdkneoperationer i Z,, med
[a]n + [b]n = [a + b]n,
[a]n — [b]n = [a@ — b]n,
[a]n : [b]n = [3 : b]na

och alla "normala” rikneregler géller (bortsett frin de som galler

olikheter).
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% % Modulofunktionen mod

Om n >0 s3 4r mod (m, n) det minsta icke-negativa heltalet i
kongurensklassen [m],, dvs. mod (m,n) =k om0 < k < n och m= k
(mod n), (men mod (m,0) = m och mod (m, n) = —mod (m, —n) om n < 0).

mod (my, n) = mod (m2,n) < [mi], = [m2]n

© Obs!

Om m och n ar positiva tal si dr mod (m, n) den rest som erhélls da man
dividerar m med n men om m < Q 4r denna rest inte positiv.

% Obs!

Ofta valjer man elementet mod (m, n) fér att representera
kongruensklassen [m], s3 att man tex. kan tala om talen 0,1,2,...,5 som
elementen i Ze istillet f6r mangderna [0]s, [1]e, - - -, [5]6

G. Gripenberg (TKK) 2 december 2010 43 / 59



¥ Exempel

Om en bjérn gar i ide en dag kl 17 och sover i 2557 timmar och man vill
veta vid vilket klockslag den vaknar dividerar man férst 2557 med 24 och
far 2557 = 106 - 24 + 13, dvs. 2557 = 13 (mod 24). Darfor ar

(17 + 2557) = (17 + 13) (mod 24) = 6 (mod 24) vilket betyder att
bjérnen vaknar ki 6.

& Exempel

Teknolog T uppgav att bérjan pa hans personnummer dr 141089-151. Om
man skall rdkna ut kontrolltecknet skall man raknar resten da det tal som

bildas av de nio férsta numrorna divideras med 31 sa att talen 10, 11, ...

,30 ersatts med respektive A, B, C, D, E, F, H, J, K, L, M, N, P, R, S,
T, U, V, W, X, Y. Nu blir

mod (141989151, 31) = 29,

sa det fullstindiga personnumret blir 141089-151X.
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& Exempel
Om j >0 s3ar

[10]o = [10} = [1}} = [/]o = [1]o.

Om nu x ar ett tal som i decimalform dr xpxp—1...Xx1Xg S3 ar
x=xp-10% 4 x; - 10+ ...x, - 10" och

[X]g = [Xo ¢ 100]9 + ...+ [X,, c 10"]9
= [xolo - [10%0 + [xalo - [10']o + - .. + [xalo - [107]o
= [xolo - [1]o + [x1]o - [L]o 4. .. + [Xn]o - [1]o = [x0 + x1 +x2 + ... + Xz]o.

Av detta féljer (den vilkinda) regeln att 9 delar x om och endast om 9
delar summan av siffrorna i decimalformen av x.
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@ Storsta gemensamma delare

Om m och n &r heltal som inte bida dr noll sa ar deras stérsta
gemensamma delare

sgd(m,n) =max{d € Z:d|m och d|n}.

(sgd=stérsta gemensamma delare, gcd= greatest common divisor, och vanligen
definierar man sgd (0,0) = 0)

Om sgd (m, n) = 1 sdgs talen m och n vara relativt prima.

Observera att av defintionen foljer att sgd (m, n) = sgd (n, m).
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% Inverser i Z,

Om [m], € Z,, och det finns en kongruensklass [j|n, € Z, sa att

[m]n - []n = [1]n, dvs m-j =1 (mod n) si sager man att [m], (eller bara
m) ar inverterbar i Z, och inversen ar [j], = [m], . Detta innebir att man
kan dividera med [m),, f6r det 4r det samma som att multiplicera med [j],.
Eftersom m-j =1 (mod n) sa finns det ett heltal k s3 att
m-j=1+k-n. Om nu d|m och d|n s3 galler d|(m-j — k- n) dvs. d|1
och d3 ar d = 1. Darfér maste sgd (m,n) = 1. Man kan ocksa visa att det
omvénda géiller s man far att

[m], &r inverterbar i Z, < sgd(m,n)=1.

% Obs

Om p ar ett primtal sa ar alla element i Z,, som inte ar [0], inverterbara.

& Exempel

Kongruensklasserna [1]¢ och [5|e dr de enda som &r inverterbara i Zg.
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% Euklides algoritm for att rakna sgd (m, n)
e Antag att m > n (sgd (m,m) = m).
@ Litrg=mochnr =n.

@ Rakna ut q; och r; sa att 0 < r; < rj_1 och

ri—o = qjfri—1 + rj

dii > 2 salange ri_q1 #0.

@ sgd(m,n) =rx_1 om r, =0.

@ Varfor fungerar Euklides algoritm?

Det foljer av ett allmant resultat att om ri_p = qjri_1 + r; s3 ar
sgd (ri—2, ri—1) = sgd (ri—1, r;) for alla i > 2 for vilka ri_; # 0. Eftersom
d|0 for alla d géller sgd (rk—1,0) = rk_1 vilket innebar att

sgd (m, n) = sgd (ro, 1) = ... = sgd (rk—1, rc) = sgd (rk—1,0) = rk—1 om
r = 0.

v
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% Exempel
Om vi vill rdkna ut sgd (634,36) sa far vi féljande resultat:

634 = 17 - 36 + 22

36=1-22+14
22=1-14+8
14=1-846
8=1-6+4+2
6=3-240
sd att sgd (634, 36) = 2.
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& Euklides algoritm och inversa element i Z,

Om man i Euklides algoritm valt ry = m, 1 = n och sedan riknat q; och
ri fori =2,..., k med formeln ri_, = g;jri_1 + r; tills r, =0, s3 att

rk—1 = sgd (m, n) s3 kan man rakna baklinges sa att man startar med
ekvationen rr_3 = qx_1rk—> + rk—1 sa far man

sgd (m,n) = rk_1 = rn—3 — qr—1rk—2.

Sedan satter man in rx_» ur ekvationen rx_p = rx_4 — Q_ark—3 och
uttrycker sgd (m, n) med hjélp av r_q och rc_3 och fortsatter tills man far

sgd (m, n) = am + bn.
Om nu sgd (m, n) = 1 betyder detta att
[a]n - [mls = [Un  dvs. [a]n = [m];",

och
[b]m - [M]m = [m  dvs. [Blm = [n]"
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% Exempel

Om man vill rikna [23]g; raknar man forst ut sgd (67,23) och fir

67 =2-23+21
23=1-21+4+2
21=10-2+1
2=2-140
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% Exempel

Om man vill rikna [23]g; raknar man forst ut sgd (67,23) och fir

67 =2-23+21
23=1-21+4+2
21=10-2+1
2=2-140

Fér att uttrycka sgd (67,23) med hjalp av 67 och 23 raknar vi baklinges:

sgd (67,23) =1=21-10-2=1-21—10- (23 —1-21)
= _10-23+411-21=-10-23+11- (67 —2-23)
—11-67-32-23

V.
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% Exempel

Om man vill rikna [23]g; raknar man forst ut sgd (67,23) och fir

67 =2-23+21
23=1-21+4+2
21=10-2+1
2=2-140

Fér att uttrycka sgd (67,23) med hjalp av 67 och 23 raknar vi baklinges:

sgd (67,23) =1=21-10-2=1-21—10- (23 —1-21)
= _10-23+411-21=-10-23+11- (67 —2-23)
—11-67-32-23

Detta innebar att (—32)-23 =1—11-67 s3 att (—32)-23 =1 (mod 67)
vilket &r det samma som att [23]57 = [~32]67 = [~32 + 67]67 = [35]67.
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& Eulers (-funktion

©(n) = antalet tal i mangden {me Z:0<m<n—1,sgd(m,n) =1},

= antalet element i Z, som har en en invers.

(@ Eulers teorem
Om sgd(a,n) =1 och n>1 s3 ar

a#" =1 (mod n).
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& Fermats lilla teorem
Om p ar ett primtal och sgd (a, p) =1 s ar

a”1=1 (mod p).

G. Gripenberg (TKK)



@ Fermats lilla teorem
Om p ér ett primtal och sgd (a, p) =1 sa ar

a?1=1 (mod p).

% Potenser i Z, dd p ar ett primtal

Om man skall rikna ut mod (8™, p) da p ar ett primtal far man
naturligtvis 0 om sgd (a, p) # 1 (fér d3 ar sgd (a, p) = p och p|a eftersom
p &r ett primtal) och annars kan man utnyttja det faktum att aP~1 =1
(mod p) for det innebar att a™ = a ™°d (MP=1) (mod p) vilket kan vara
mycket enklare att rakna ut.
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(&) Eulers teorem, bevis

Antag att ag, . .. s Qg(n) ar de invertibla elementen i Z,. Eftersom

sgd (a,n) = 1 har ocks3 [a], en invers och eftersom « - 3 ar invertibelt on
« och (3 ar det, dr ocksa [a], - «j invertibelt for alla j. Om nu

[a]n - j = [a]n -k s8 dr a; =[], - [alncy = [a], ! - [a]n - ak = a vilket
innebdr att elementen [a]ya1, . .. [a]naiy(ny dr elementen ay, ..., ay(n)
eventuellt i en annan ordning. Men produkterna ar de samma, dvs.

[a]tp(n)nw ’l')al n:f’:(’l') ([a]n - o) = (1)061

Eftersom varje element «; &r inverterbart, kan vi dividera bort alla oj och
slutresultatet ar att [a]f(") ar "ett”, dvs. a¥(" =1 (mod n).
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@ RSA-algoritmen
I RSA-algoritmen anvands en publik nyckel (n, k) for kryptering och en
privat nyckel (n,d) for dekryptering:

o Kryptering: "Meddelandet” a, som ar ett tal mellan 0 och n — 1

krypteras till b = mod (a*, n).

o Det mottagna meddelandet b dekrypteras till a = mod (b9, n).
Ideen ar den att vem som helst kan skicka meddelanden krypterade med
den publika nyckeln men bara den som kanner till den privata nyckeln, som
ar "svar” at rakna ut bara med hjilp av n och k, kan dekryptera
meddelandet. )
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@ Hur skall nycklarna i RSA-algoritmen viljas?
@ n= pq dir p och q ar tva olika "mycket stora” primtal.

e k ar ett "inte alltfor litet” tal s att sgd(k, m) =1 dar
m=(p—1)-(qg—1) (och det "svira” med att rikna ut d ir att
bestamma p och q och dirmed m om man bara kanner till n).

e Med hjilp av Euklides algoritm kan d bestimmas s3 att [d], = [k] .

(@ Varfor fungerar RSA-algoritmen?
e Antag for enkelhets skull att sgd (a, n) = 1.
e Man kan visa att ¢(n) = m.
o Enligt Eulers teorem galler a™ =1 (mod n)
o Eftersomk-d=1+r-mar

[b7] =[a¥] =[], = [ala- [o™; = [ala - L1 = [al,

vilket betyder att mod (b9, n) = mod (a, n) = a.
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©@Vad hander om sgd (a, n) # 17

o Eftersom man antar att 0 < a < n s3 arsgd(a, n) # 1 endast da p|a
eller qla. Anta att pla s3 att a=p/ - ¢ darsgd(c,n) =1

o Nuar [b9], = [((p - ©)¥)9], = [(pk)d]{, [(c%)9] och eftersom
sgd (¢, n) =1 s5 4r [(cX)9], = [c]n och det terstir att visa att
[[(P¥)]n = [pla for d& &r [b%], = [plh - [c]n = [P/ - c]n = [a]n-

e Eftersom q &r ett primtal och p # q sa adrsgd (p, q) = 1 och darfor
foljer det av enligt Fermats teorem att p9~! =1 (mod q).

o D3 ar ockss pla=D(P=Dr =1 (mod q) dvs. pld=D(P—Dr =1 4 sq och
dirfor ockss prH@=D(P=1r — p + spq dvs. [p+™7], = [p], vilket
visar att [(p*)7], = [p]n = [a]n.

Algoritmen fungerar allts ocks3 i detta fall!
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& Exempel
Om man med RSA-algoritmen skall kryptera meddelandet 9 och anvinda
den publika nyckeln (55,23) s skall man rékna ut mod (923,55). Fér att
gora rakningen enklare observerar man forst att 23 = 2% 422 421 420 55
att 922 = (((9%)?)?)2 - (9%)%2 - 9% - 9 och man far
92,55) = mod (81, 55) = 26,
(9%)2,55) = mod (262, 55) = mod (676, 55) = 16,
((9%)?)2,55) = mod (162, 55) = mod (256, 55) = 36,
(((9%)?)?)2,55) = mod (362, 55) = mod ((—19)?, 55)
= mod (361,55) = 31,

mod (92 - 9,55) = mod (26 - 9,55) = mod (234, 55) = 14,

mod ((9%)% - 9% - 9,55) = mod (16 - 14,55) = mod (224,55) = 4,

mod ((((9%)%)?)? - (9%)?- 92 - 9,55) = mod (31 - 4, 55)

= mod (124,55) = 14,

s3 att mod (9%3,55) = 14.

mod
mod
mod

mod

—~~ ~~ ~~
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Exempel, forts.

Om man vill dekryptera meddelandet 14 maste man kdnna till den privata
nyckeln och den &r (55,7) darfoér att 55 =5-11, (5—1) - (11 — 1) = 40
och mod (23 -7,40) = mod (161,40) = 1. For dekryptering observerar man
att 7 =22 + 21 4 20 55 att 147 = (142)2 - 142 - 14 och man fér

mod (142, 55) = mod (196, 55) = 31,

mod ((142)?,55) = mod (312, 55) = mod (961, 55) = 26,
mod (142 - 14,55) = mod (31 - 14,55) = mod (434,55) = 49,
mod ((14°)? - 14% - 14,55) = mod (26 - 49, 55)

= mod (26 - (—6),55) = mod (—156,55) = 9,

s3 att mod (147,55) = 9.
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