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Max och min

Om A C R s3 4r max A det stérsta elementet | A (pd motsvarande satt dr
min A det minsta elementet) men problemet ar att det inte alltid finns ett
storsta (eller minsta) element, som tex. i mangden {x e R: 0 <x <1}
och di kan man inte tala om max A (eller min A). Supremum och infimum
ar generaliseringar av maximum och minimum sa att detta problem inte
uppstar.

% Supremum och infimum
Ifall A C R s3 ar sup(A) = a € RU {%o0} ifall
@ Om x € A s3 galler x < a;
@ Om o < a s3 finns ett tal x € A s3 att x > «.

Séledes ar sup(A) minsta méjliga évre grins fér elementen i A.
Ifall AC R s3 arinf(A) = b € RU {£o0} ifall

o Om x € A s3 galler x > b;
@ Om (8 > b s34 finns ett tal x € A s3 att x < (3.

Séledes ar inf(A) stérsta méjliga nedre grins for elementen i A.
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% Supremum och infimum av den tomma mingden

sup(0) = —oo och inf(0) = +oc.

© Obs!

Det ar en egenskap hos de reella talen att sup(A) och inf(A) esisterar for
varje mingd A C R. Motsvarande giller tex. inte om man byter ut de
reella talen mot de rationella och da ocksa kraver att sup(A) och inf(A)
skall vara rationella tal.

% Obs!

sup f(x) L sup({ f(x) : x € A}) och inf £(x) Lhinf({ F(x) : x € A}).

X€

v
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% @ Gransvirde, informell definition
limy_.x, f(x) = L ifall det ar sant att |f(x) — L| &r "litet” nar |x — xo| &r
"tillrackligt litet” och x # Xg.

% Gransvarde, formell definition

IimX*)éo f(x) = L ifall det for varje € > 0 finns ett tal 6 > 0 sd att om
x€
0 < |x—xo| <0 ochx € Q s3galler |f(x) — L| <e.

¥ % Kommentar |

Observera att griansvardets vara eller icke vara och eventuella virde inte dr
beroende av om f(xp) ar definierad och i s fall vad vérdet dr! Om Q = R
eller det annars ar klart vad Q ar skriver man limy_, f(x).
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@ Kommentar Il

Vanligtvis antar man att f(x) ar definierad for alla x € Q men om detta
inte ar sant s3 kan man alltid tolka pastdendet |f(x) — L| < € som falskt
om f(x) inte ar definierad.

% Kommentar I

Definitionen med € on § ar komplicerad och visar sitt virde i jamférelse
med mera flummiga varianter egentligen bara i de verkligt knepiga fallen. |
de enklare fallen r det antingen sjalvklart vad grinsvirdet ar, eller sa kan
man med framgang anvanda rakneregler for gransvarden.
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% % Rakneregler for gransvirden
Ifall XIi_)n;(0 f(x) = F och XIi_}n)log(x) = G s3 géller

x€Q xeQ
° XIer)1<0(af(x) + Bg(x)) = aF + G,
x€Q
° XIi_}rr;(0 f(x)g(x) = FG,
xeN
. f(x) F
Oxquoﬁ E om G # 0 och 6 # oo,

@ F<Gomf(x)<g(x)dio<|x—xp| <cdirc>0.
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% @ Instangningsprincipen
Ifall limy_., g(x) = 0 och |f(x)| < g(x) ds0< x— x| < cdsrc>0 sa galler

lim f(x)=0.

X—X0

Aningen mera allmant: Ifall limy_., g(x) = limy_x, h(x) = L och
g(X) S f(X) S h(X) di0 < |x —xg| < cdirc>0 Sa° gal/er

lim f(x) = L.

X—X0

& Variabelbyte

Om limy_,, f(x) = F, lim,_rg(y) = G och g(F) = G eller f(x) # F da
X # Xo, sa géller

lim g(f(x)) = lim_g(y).

X—X0
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@ % Gransvirdet av en talféljd lim,_. a, = L:
For all e > 0 finns ett tal Ng € N s3 att om n > Ny sa géller |a, — L| < e.

& Talfoljder som har ett gransvirde

Om (ap)p,,, ar en sadan talfélid att a,1 > a, far alla n > ng sa har
talféljden gransvardet lim, .o ap = SUP > @n- Om istéllet ap+1 < a, for
alla n > ng s3 galler limp_.c an = inf,>p, an

@ Inget griansvirde

Gransvardet limy_,,, f(x) finns inte ifall det finns tva talfoljder (an) ja
(bn) sa att a, # xp och b, # xp for alla n, lim,_o ap = lim,_00 by = X0,
limp_oo F(an) = A och limn_co f(by) = B dir A # B.
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@ Ensidiga gransvarden
lim f(x)= XIi_}rr)(O f(x).

Iim+ f(x) = Xli_)rr)(0 f(x) ~
0 XE(x0,00) 0 Xx€E(—00,x0)
lim f(x)=L< lim f(x)= lm f(x)=L.

X—X0 X—Xo+ X—X0— )

% Varianter av gransvirden
° XILn}O f(x) = oo ifall for varje M finns ett tal 6 > 0 sd att om

xeN

0 < |x —xo| <0 och x € Q s3 galler f(x) > M.
Jim_f(x) = L ifall fér varje € > 0 finns ett tal N s att om x > N
xeN

och x € Q sa giller |f(x) — L| <e.
e lim f(x)= —oo ifall fér varje M finns ett tal N sa att om x < N

Txeq
och x € Q sa géller f(x) < M.

v

Andra varianter definieras p3 "samma satt”.
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% Rikneregler med oo
Om a > 0 s3 géller

@ a:-00 =00 och (—a) -00=—00
@ 00 4 00 = 00 och 00 - 00 = 0o
a -a
o —=—=0
00 00
0
0 0-00=? 00—00=?, - =7, = =2 och 2 =7 (+o0)
0 00 )

(& Rikneregler, forts.

lim f(x)=L< lim f<l> = [
X—00 x—0+ X

lim f(x)=L< lim f (—1) =1

X——00 x—0-+ X

1
lim f(x) =00« lim — =0 ifall f(x)>0dixeQ
X—XQ X—XQ f(X)

x€Q xEQ
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¥ ¥ Kontinuerliga funktioner

Funktionen f : Q — R &r kontinuerlig i punkten xq ifall xo € Q och
Iimxeéo f(X) = f(Xo).

IS
Funktionen f : Q — R &r kontinuerlig (i 2) om den ar kontinuerlig i varje

punkt i Q dvs. ifall Iimx—>60 f(x) = f(xo) for varje xo € Q.
X€

& Egenskaper hos kontinuerliga funktioner

Omf:Q — R ochg:Q — R ar kontinuerliga si dr ocksa funktionerna
af(x) + Bg(x) och f(x)g(x) kontinuerliga i Q och % ar kontinuerlig i
mangden {x € Q: g(x) #0}.

Om f : Df — R och g : Dg — R ar kontinuerliga och g(x) € Dy for alla
x € Dg sa dr den sammansatta funktionen (f o g)(x) = f(g(x))
kontinuerlig: Dy — R.
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@ % Bolzanos teckenbytessats

Om f : [a, b] — R ar kontinuerlig och f(a)f(b) < 0 (dvs. f har olika
tecken i intervallets dndpunkter) sd finns det en punkt xo € (a, b) s3 att
f(Xo) =0.

@ Max och min uppnds pa ett slutet intervall

Om f : [a, b] — R ar kontinuerlig sa finns det punkter x; och x» € [a, b] si
att
f(x1) < f(x) <f(x), xE€]lab]

dvs. f(x1) = infyc[a,p] F(X) = min,cop) f(x) och
f(x2) = SUPx¢[a,b] f(X) = MaXy¢la,b] f(X)

Ya, 1= f(an):

Ifall talfoljden (a,)%2, definieras med ekvationen ap+1 = f(ap) och ifall
gransvardet a = lim,_.o a, existerar och ar andligt och f ar kontinuerlig
sd dr a en Ibsning till ekvationen x = f(x).

v
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@ Serier eller oandliga summor

Serien .2 . an konvergerar ifall talfoljden (sk)72, dar sk = Zﬁ:no an

har ett andligt gransvéarde limy_.,, sk och da skrivs griansvardet, dvs.

summan, som 72 - ap

% % Geometrisk serie
Serien )2 4 aq" konvergerar om och endast om |q| < 1 (etera=0) och d3 ar

ia - "Férsta termen”
= g 1—qg 1— "Kvoten av tvd pa varandra féljande termer”

(& Absolut konvergens,

|an| konvergerar (avs. serien 322, 2y konvergerar absolut) S3

e 3n-

e Om det finns ett tal C < co s3 att Zﬁ:no|a,,| < C fér alla k > ng sa
konvergerar serien 7 | |an|.

g (e.9]
o Om serien )~ .
konvergerar ocksa serien

v
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¢ Kvottestet

Serien Zioz no n konvergerar absolut ifall

an+1
dn

lim
n—oo

=qg<l1

och konvergerar inte (dvs. divergerar) om q > 1.

% % Exponentfunktionen
Serien -
Xn
exp() =3
n=0

konvergerar for alla x € R (eller C) och
exp(x + y) = exp(x)exp(y)
och darfér skriver man ofta

exp(x) = e*.

v
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% % Derivata

/ . fx+h) = f(x)
Fla) = ilwino h
Om gransvardet existerar och dr dndligt (alltsd inte oo eller —oo) s sager
man att f ar deriverbar i punkten x och derivatan ar f'(x). Detta
forutsitter att f ar definierad dtminstone i intervallet (x — &, x + &) for
nagot tal 6 > 0.
Andra beteckningar fér derivatan ar f'(x) = & f(x) = Df(x) = Dyf(x).

v

¥ % Rakneregler for derivatan
° (Oéf + Bg) (x) = af'(x) + Bg’(x)
(fg) (x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
( ) _ '(x)g(x) — f(x)g'(x)
(g(x))?
o h(x) = f(g(x)) = H'(x) = '(g(x))g’(x)
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% ¥ Obs!

o Om f ar deriverbar i punkten x sa ar f kontinuerlig i x.

o Derivatan ar tangentens vinkelkoefficient.

o Derivatan ar "férdndringshastighet”, tex. om en kropp befinner sig i
punkten f(t) vid tidpunkten t s3 dr f'(t) hastigheten med vilken den
ror sig.

° dd—xf’(x) = (), f—xf”(x) = f"(x) = fB)(x), %f(k)(x) = fik+D(x).

v

% Ensidiga derivator

00 = i Fx+ h/)) — f(x)
£ = i F(x+ h/)) — f(x)

f ar deriverbar i punkten x < f{(x) och f’(x) existerar och
fL(x) = £2(x).

G. Gripenberg (TKK) 12 november 2009 16 / 44

v




(@ Partiella derivator

f(x+h, y) — f(x,y)

bl y) = flliLno

fxy) = lim fx,y + k) — f(x,5)
Andra beteckningar: f, = = Dyf =f = Dyif ...,
oy = (K)y = 88)/ gi 8?/8><

% Implicit derivering

Ifall F(xo,y0) =0, Fy(x0,Y0) # 0 och F och F, &r kontinuerliga sa finns det
en deriverbar funktion x) sd att

¥(
F(x,y(x))
)
)

(dd |x — xo| &r tillréckligt litet),

y(xo

y'(x0

Yo
(X07 _yO)
(XOaYO) |
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% % Optimeringens huvudsats

Ifall f ar deriverbar i punkten xo och f(x) < f(xp) dd |x — xo| < ¢ dar
d > 0 sa géller f'(x0) = 0 dvs. i en lokal maximipunkt (eller minimipunkt)
ar derivatan 0.

(@ Rolles sats

Ifall f : [a, b] — R &r kontinuerlig, f ar deriverbar i intervallet (a, b) och
f(a) = f(b) s& finns det en punkt c € (a, b) s3 att f'(c) = 0.

¢ Medelvirdessatsen

Ifall f : [a, b] — R a&r kontinuerlig och f &r deriverbar i intervallet (a, b) sa
finns det en punkt c € (a, b) sa att

f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

@ % Linjar approximation

f(x+ h) ~ f(x)+ f'(x)h

v
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% Monotona funktioner
Antag att T ar ett intervall, f : T — R och x1, xop € T.
o f ar icke-avtagande om f(x1) > f(x2) dd x; > xo.
o f ar strangt vixande om f(x1) > f(x2) dad x1 > xo.
o f ar icke-vaxande om f(x1) < f(x2) dd x1 > xo.
o f stringt avtagande om f(x1) < f(x2) dd x1 > xo.
Om f dessutom ar deriverbar i I sa géller
o f'(x) >0 <& f aricke-avtagande.
o f'(x)<0 <& f aricke-vixande.
e f'(x) > 0 och inte identiskt 0 ps nigot 6ppet delintervall <  f adr
strangt vaxande.
e f/(x) <0 och inte identiskt 0 p3 nigot oppet delintervall < f ar
strangt avtagande.
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% Konvexa funktioner
Ifall f : (a,b) — R ar tva ganger deriverbar s3 dr f konvex ifall ndgot,och
didrmed ocksa alla, av féljande villkor géller:

o f((]. = t)Xo aF tXl) < (]. = t)f(Xo) + tf(Xl) t e [0, 1] X0, X1 € (a, b),
dvs funktionens varde i en medelvardespunkt 4r mindre dn
medelvirdet av funktions véirden.

o f(x) > f(x0) + f'(x0)(x — x0), dx,xo € (a, b), dvs. funktionens graf
ligger ovanfér tangenten.

o f'(x) ar en icke-avtagande funktion i intervallet (a, b).

o f’(x) >0, x € (a,b).

Funktionen f 4r konkav om —f &r konvex.

@ Konvexa miangder

En delmangd Q0 av ett vektorrum &ar konvex ifall (1 — t)xq + txp € Q nér
x1 och x € Q och t € [0,1]. De konvexa delmingderna av R &r intervall
och en funktion f : T — R &r konvex om och endast om mangden
{(x,y) : x €T,y > f(x)} C R? r konvex.
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@ Inversa funktioner

Ifall f : 7 — R, darZ C R &r ett intervall, ar strangt vixande (avtagande)
och kontinuerlig sa finns det en stringt vaxande (avtagande) och
kontinuerlig funktion g sa att

g(f(x))=x, xeZ, f(gly)=y, yeJ,

dir J ={y € R:y = f(x) fér ndgot x € T} ocksa ar ett intervall.
Om f &r kontinuerligt deriverbar och f'(x) # 0 s& &r ocks3 g deriverbar i
punkten f(x):

g(f(x)) =x = g'(f(x)f'(x) =1
flgly) =y =f'(ely)e'(y)=1
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& % Exponentfunktionen

X
eX = _|
n!
n=0
et =Xy, =1, & #£0
d
_eX — eX
dx
eX
lim — =00, lim xMe™* =0
x—oo XM X—00

d . d .
= sin(x) = cos(x), X cos(x) = —sin(x)
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% ¥ Logaritmfunktionen

d 1

| B

dx n(x) X

)

lim = lim x%In(x)=0, a>0
x—o00 X% x—0+

@ Allmanna exponenter
a? =@ 5> 0

Av detta foljer att

o dox= dexin(a) = exIn(a) |n(3) = 2¥In(a) d5 2 > 0
° %xa — %ea'”(x) = ea'“(x)a% In(x) = axa% =ax 1 dix>0
Omb>054r0°=0ochomb= ™ dar n dr udda kan man definiera

a? = (sign(a al M d3 a0 darsign(a) =+1dia>0och—1dia<D0.
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(@ Arcusfunktioner

arcsin(sin(x)) = x, x€[-3,5
sin(arcsin(x)) = x, x € [-1,1]

) 1
d—Xarcsm(x) = A x€(-1,1)

arctan(tan(x)) =x, xe€(-5,%)

tan(arctan(x)) =x, x€R

d arctan(x) !
— X) =
dx 1+ x?
arccos(cos(x)) = x, x € [0, 7]
cos(arccos(x)) = x, x € [-1,1]
1
d—Xarccos(x) = AR x € (-1,1)
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& % Differentialekvation av forsta ordningen
Om man skall lésa differentialekavtionen
y'(t) = ay(t)
kan man géra ett férsék med funktionen y(t) = e c och genom att sitta

in detta uttryck f4r man
re'tc = ae'tc.

Eftersom e # 0 och man kan anta att ¢ # 0 f&r man r = a och man kan
visa att varje I6sning kan skrivas i formen

y(t) = e’c.
Om y(0) &r given kan man skriva Iésningen i formen

y(t) = ey(0).
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% @ Differentialekvation av andra ordningen
Om man skall I6sa differentialekvationen
y"'(t) +ay'(t) + by(t) =0

kan man géra ett férsék med funktionen y(t) = e™ och genom att sitta in
detta uttryck far man

r’e’ + are™ + be = 0.
Eftersom e # 0 och fir man den karakteristiska ekvationen
r’+ar+b=0.

Antag att I6sningarna dr i och rp. Eftersom ekvationen ar linjar (sa att
summan av tva I6sningar ocksa ar en I6sning) s ar den allmanna Iésningen

y(t) = et + et om r,rn €Rn #n,

y(t) = et + ote™ om n=n R,

y(t) = c1e®f cos(ft) + c2e**sin(Bt) om nr,n=a+if.

Om tex. y(0) och y'(0) &r givna kan man bestimma c; och c;.

G. Gripenberg (TKK) Mat-1.1510 Grundkurs i matematik 1, del Il 12 november 2009 26 / 44



@ Linjara differentialekvationssystem

Om man skall I6sa differentialekvationssystemet, dar A 4r en m x m matris,
Y'(t) = AY(t)

kan man géra ett férsék med funktionen Y (t) = e X och genom att sitta
in detta uttryck fir man re™ X = e AX och eftersom e # 0 miste r och
X uppfylla ekvationen

rX = AX.

Om X # 0 s3 ar r ett egenvarde fér A och X en egenvektor. Eftersom
ekvationen &r linjar ar ocksa

Y(t) =) geNiX,
=i

en losning dar \; ar A:s egenvirden och X; motsvarande egenvektor. Om
egenvektorerna Xy, ..., Xy, ar linjart oberoende kan varje I6sning skrivas i
denhar formen. Lésningen kan ocks3 skrivas i formen Y (t) = eAtY(0) dar
g = 5 LA,

j=0 n!

G. Gripenberg (TKK) Mat-1.1510 Grundkurs i matematik 1, del Il 12 november 2009 27 / 44



% % Extremvarden
Ifall f : [a, b] — R &r kontinuerlig sa finns det tal x; och x» € [a, b] sa att

f(xa) < f(x) < flx), x€la, b,
x1,xo € {a} U{b} U{x € (a,b) : f ar inte deriverbar i punkten x }
U{xe(a,b): f'(x)=0}

V.

& Lokala extremvirden
Ifall f : (a, b) — R &r deriverbar, xo € (a,b), f'(x0) =0 och f"(xp) > 0 sa
finns det ett tal § > 0 sa att

f(x) >f(x) di |x—xo|<d och xe€(a,b).
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(& Extremvirden i éppna intervall

Ifall f : (a, b) — R ar kontinuerlig och det finns ett tal xo € (a, b) sa att
f(x0) < limy_ 4y f(x) och f(xp) < limy_p_ f(x) s3 finns det ett tal
x1 € (a, b) sa att

f(x1) < f(x), xe€(a,b),
x1 € {x € (a,b) : f arinte deriverbar i punkten x }
U{xe(a,b): fi(x)=0}
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% % Newton-Raphsons metod

Om man vill I6sa ekvationen f(x) = 0 och har en approximation till
lo6sningen kan man vélja x,4+1 = xp, + h sa att

f(xni1) = f(xn + h) = f(xn) + ' (x)h =0

och da far man
f(xn)

Xn+1 = Xn — f/(X )
n

Ifall |f"(x)| < C och |f'(x)| > ¢ > 0 s§ konvergerar metoden snabbt vilket
den gér om f ar tvd ganger kontinuerligt deriverbar, I6sningen x, dr sddan
att f'(x.) # 0 och |xo — x| ar tillrickligt litet. Men i allmanhet finns det
inga garantier for att metoden skall konvergera.
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& Fixpunktsiteration

Fér att l6sa ekvationen x = g(x) kan man vilja xo och rakna
Xnt1 = &(xn), n=>1.

Talféljden (x,) konvergerar §tminstone om |g'(t)] < K < 1.

¥ ¥ Feluppskattning

Om man for att l6sa ekvationen f(x) = 0 pa nigot sitt berdknat
approximationerna xg, x1, X2, . . . och vill bestamma I6sningen med
noggrannheten 0 sa kan man sluta d3 f(x, — 6)f(xn, + 0) < 0 eller d3
antingen f(x, — 6)f(xn) < 0 eller f(x,)f(xn + 0) <O.
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¥f(x) = 0(g(x)
Uttrycket f(x) = O(g(x)) betyder att det finns en konstant C s3 att

[f(x)| < Clg(x)|

(d3 x € (a, b), eller |x — xo| &r tillrdckligt litet, x &r tillrickligt stort eller ndgot motsvarande beroende p3 sammanhanget).

f(x) = O(f( ))
f(X) ( = O(f(x)g(x))

S gf&i)
)

O

f(x) = O(g(x)) = O(f(x)) + O(g(x)) = O(g(x))
f(x) = O(g(x)) = O(f(x) + &(x)) = O(g(x))
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% Taylorutveckling

Om f ar k + 1 ganger deriverbar s3 ar

) = £(a) + F(@)x — 2) + D a2 4 Tl oy
£(K)(a) £l (¢)
k! (X—a)k_|- (k_|_1)! (X_a)k+17

dar (t — a)(x — t) > 0 dvs. t ligger mellan a och x och uttrycket
fla)+f'(a)(x—a)+...+ %(x — a)k ar funktionens f Taylorpolynom
med gradtalet k i punkten a.

v
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@ N3gra Taylorutvecklingar

x? X3 xk K
X _ - - - +1
€ =14x+ 5+t g+ O
3 w2+l i3
S|n(x):x—€+...+(—1)m+0(x )
x2 x2n 2nt2
=1——+...4+(-1)" n
cos(x) = 1= 5 + .o+ (1) + 0(éT2)
XX Kp1 X" k+1
In(1+x)=x—?+?—...+(—1) 7+O(X )

% Taylorutvecklingen ar entydig

Om f ar k ganger kontinuerligt deriverbar och

f(x)=c+alx—a)+alx—a)?+...+calx—a)k+ O((x - a)k+1)

7c// f(k)
sddrc="f(a), a="f(a), = _(a),‘ < Ck = k|(3)_

21
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@ |'Hopitals regel |
Om f och g ar deriverbara, f(a) = g(a) =0, g'(x) # 0 di x # a s3 galler

' f
im 20Dy o i T
x—a g'(x) x=a g(x)
Har dr L € [—o00, 0] och pd a kan ersittas med a+, a—, —oo eller +o0c.

v

% |'Hopitals regel Il
Om f och g ar deriverbara, limy_,,|g(x)| = 00, g'(x) # 0 dd x # a sa

galler
f! f
im )y o g T
X—a g (X) xX—a g(X)
Har dr L € [—o00, 0] och p3 a kan ersittas med a+, a—, —oo eller +o0.

v
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% @ Antiderivata eller integralfunktion
/f(x)dx = F(x)+ C & F'(x) = f(x)

och man siger da att F ar funktionens f antiderivata eller integralfunktion.
Observera att man alltid kan addera en konstant till antiderivatan.

v

¥N&gra exempel

/exdx:eX+C

/ad N B P /ld _ in(jx|) + C
x*dx = T-—x , a : ~ dx=In(|x

/sin(x)dx:—cos(x)+C, /cos(x)dx:sin(x)+C

/f(x)dx:F(x)+C = /f(ax+b)dx:§F(aX+b)+C

v
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@ @fab f(x) dx, informell definition

Om f(x) >0 da x € [a, b] sa ar fab f(x)dx arean av "omradet under f(x)
mellan a och b".

G. Gripenberg (TKK)



(& Trappfunktioner

En funktion f : R — R &r en trappfunktion om den kan skrivas i formen

f(X) = Z le[aj—1,3j)(X)7
Jj=1

dir —oo<ap<ar...<aj_1<a <...ap<oo,c#0,cn#0,
G #ct1diaj=12...,m—1och

1, xe,
1Q(X)={0 ¢ Q

Observera att en trappfunktion bara kan skrivas pa ett satt i formen
> o1 6l 4y S3 att villkoren ovan ar uppfyllda.
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@fab f(x) da f ar en trappfunktion

Om f =3, ¢l 4 &r en trappfunktion s3 &r

b m
| Fddx =3 gmilai-1, )0 (a.5)

a j=1
ddr m(Z) &r langden av intervallet T dvs. arean "under” f berdknas som
en summa av arean av rektanglar (med minustecken om de ligger under
x-axeln).

" Nastan overallt”

Ett pastdende sdgs gilla ndstan Sverallt om det galler for alla punkter
utom de x som hoér till en mangd A vars matt ar 0, dvs. 4r sddan att det
for varje tal e > 0 finns intervall Z; s& att A C U2, T; och 37 m(Z;) < e

(dér m(Z) &r lingden av intervallet T).

v
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@] fab f(x)dx
Om f :(a,b) = R (—oo < a < b < o0) ar sadan att det finns en foljd
(gn)52, trappfunktioner s3 att
o limp_o0 gn(x) = f(x) ndstan éverallt i (a, b),
o Y021 J; len(x) — gara(x)]dx < oo,
s§ &r f integrerbar och fab f(x)dx = limp_ oo fab gn(x) dx.

© Kommentar |

Fér att denna definiton skall vara férnuftig bér man visa att om f(x) =0
ndstan overallt sa ar limp_, fab gn(x)dx = 0.

© Kommentar Il

Med definitionen ovan ar en funktion f integrerbar om och endast om
funktionerna fy = max{0, f} och f_ = max{0, —f} &r integrerbara. Detta
ar inte fallet med diverse andra definitioner for integraler av obegrinsade
funktioner eller integraler éver odndligt langa intervall.

v
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% Kommentar Il

Varje lite ocksa férnuftig funktion &r sadan att den &r grinsvirdet nistan
overallt av en f6ljd trappfunktioner (och di siger man att funktionen dr
métbar) och man kan visa att fragan om funktionen ar integrerbar da bara
galler huruvida fab|f (x)| dx far ett andligt vérde, vilket &r det samma som
att fab min{n, |f(x)|}1[—nn(x)dx < C for alla n dér C ar en konstant som
inte beror pa n. For att visa detta kan man ofta anvidnda den sk.
majorantprincipen. Om f ar matbar, f(x) > 0 men inte integrerbar kan
man skriva fab f(x)dx = 4o0.

% Majorantprincipen

Funktionen f : (a, b) — R &r integrerbar ifall iim, ... g(x) = f(x) nistan éveralit i (a, b) dair
funktionerna gn ar trappfunktioner och det finns en funktion h som é.r integrerbar I (a, b)
sa att |f(x)| < h(x) ndstan o6verallt.

N&r man anvander majorantprincipen ar det ofta viktigt att veta att

X X

L =
/adx<oo s a<l och / —adx<oo < o> 1.
0 1
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% Tva specialfall

/aaf(x)dx:O och /abf(x)dx:—/baf(x)dx

& % Egenskaper hos integraler

/abf(x)dx—i—/bcf(x)dx:/acf(x)dx
/a b<af(x)+ﬁg(x)) dx = & /  fx)dx + / g dx

Om a < b géller dessutom

T < 20, xalab) = / b= / ) e

/abf(x)dx g/a 1£(x)| dx
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(& Monoton konvergens
Ifall
o funktionerna f,, n =1,2,... &r integrerbara i (a, b),
o fi(x) < fi(x) < ... nastan 6verallt i (a, b),
o limp_o fo(x) = f(x) néstan éverallt i (a, b)
® Sup,>1 fab fa(x) dx < oo,
s§ &r f integrerbar i (a, b) och fab f(x)dx = limp_ 00 fab fn(x) dx.

(& Begrinsad konvergens

Ifall
e funktionerna f,, n =1,2,... ar integrerbara i (a, b),
@ lim,_o fa(x) = f(x) ndstan éverallt i (a, b)

@ det finns en funktion g som &r integrerbar i (a, b) sa att
|fa(x)| < g(x) nastan éverallt i (a, b) for alla n > 1,

s§ &r f integrerbar i (a, b) och fab f(x)dx = limp_ 00 fab fo(x) dx.
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% % Analysens huvudsats
Ifall f &r kontinuerlig i intervallet [a, b] (och —0co < a < b < ) sa ar

%/; f(t)dt = f(x), x e (a,b)

Om F &r kontinuerligt deriverbar i ett intervall som innehsller (a, b) och —o00 < a < b < 0o S3 dF

/ab F/(x)dx = [F(x) — F(b) - F(a).

@ % Analysens huvudsats, version |l

Om f &r integrerbar i (a,b) , [7 f(t)dt = F(x) fér alla x € (a, b) dar
c € (a,b) saar

x—b— x—a-+

/bf(t)dt:/bF(x) ' lim F(x)— lim F(x).

v
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