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% % Mangder

Det enklaste sittet att beskriva en mangd ar att rdkna upp de elementen i
méngden, tex.

A={2,4,58) eller B=/{4,5,...2004}.

Man skriver x € A om x ar ett element i A och x ¢ A om x inte ar det, s3
att tex. 2€ A, 375 € B men6 ¢ A och3 ¢ B.

Observera att mingderna {2,3,2} och {3,2} dr desamma eftersom de
innehaller samma element och upprepningar och ordningen i vilka de anges
har ingen betydelse.

Ofta anges mangder som de element i en mangd A som har en viss
egenskap P, dvs. B={x € A: P(x) } dir P(x) for varje x € A antingen
dr sant eller falskt. Tex. ar {x € R : x < 4} alla reella tal som &r mindre
eller lika med 4.

o AUB={x:xcAellerxec B}
e ANB={x:x€Aochxe B}
e A\B={x:x€Aochx¢B}
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% ¥ Induktionsaxiomet
Om P(n) &r ett pastdende som antingen &r sant eller falskt fér alla n > ng
och

e P(ng) ar sant

o P(k+1) arsant ifall P(k) &r sant da k > ng

sa ar P(n) sant for alla n > ng.
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@ % Vektorer i R?, R3 och R”

Elementen i mangden R?> = {(x,y) : x,y € R} kan antingen behandlas
som punkter i xy-planet eller som “vektorer” med startpunkt i origo och
slutpunkt i punkten (x,y). Nar man behandlar sidana vektorer tinker man
ofta att de kan forflyttas sa att om de har startpunkten i (xo, yo) sa
kommer slutpunkten att ligga i (xo + x, ¥o + y)-

(x, )

Tex. i samband med matriser ar det skal att gora skillnad mellan

1
radvektorer [1 2 3] och kolumnvektorer |2|.

3
Om man vill betona skillnaden mellan en punkt (1,2, 3) i R3 och en vektor
fran origo till punkten sa kan man skriva vektorn i formen i+ 2j + 3k dar
alltsa i ar vektorn fran origo till (1,0,0) , j ar vektorn fran origo till
0,1,0) osv.
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@ % Skalarprodukt, langd ,vinkel

Om x = (x1,...,Xxp) ochy = (y1,...,yn) ar vektorer i R" s3 ar
@ X y=2Xx1y1+X2y2+ ... Xn¥n
o x| =yx x=1/x2+x2+...+x2

e cos(a) = % dar «v dr vinkeln mellan x och'y (férutsatt att x| > 0

och |y| >0)
@ x ochy vinkelrita mot varandra (x Ly) om x-y = 0.

@ Projektionen av vektorn x pa vektorn'y (ifally # 0) ar ;(—y y.
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@ ¥ Kryssprodukt av vektorer i R®

Om x = (x1,x2,x3) ochy = (y1,,y2,y3) sa ar

def
X Xy = (Xo¥3 — X3y2,X3y1 — X1Y3, X1y2 — Xo¥1).
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@ ¥ Kryssprodukt av vektorer i R*

Om x = (x1,x2,x3) ochy = (y1,,y2,y3) sa ar

def
X Xy = (Xo¥3 — X3y2,X3y1 — X1Y3, X1y2 — Xo¥1).

Egenskaper:
ex lxxy ylxxy;
@ XXy=—-yXX

o |x x y| = |x||y|sin(«) dar a dr vinkeln mellan x och'y s3 att |x x y| ar
arean av den parallellogram som bildas av vektorerna x ochy.

v
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% Avstandet fran en punkt till en linje |

Om vi skall bestimma avstandet fran punkten (med ortsvektor) a till den
linje som gar genom punkten (med ortsvektor) xo och riktning v sa kan vi
resonera sihir: Punkten (med ortsvektor) x1 pa linjen som ligger ndrmast
a kan skrivas i formen xq + tv (eftersom den ligger pa linjen) och &r sidan
att a — xp ar vinkelrdt mot v (eftersom den ligger ndrmast). Av detta far

(a—xo)-v (a—xp)-v| )

vi villkoret (a — xo — tv) - v = 0 vilket ger t = == och [tv| = | ]

v
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% Avstandet fran en punkt till en linje |

Om vi skall bestimma avstandet fran punkten (med ortsvektor) a till den
linje som gar genom punkten (med ortsvektor) xo och riktning v sa kan vi
resonera sihir: Punkten (med ortsvektor) x1 pa linjen som ligger ndrmast
a kan skrivas i formen xq + tv (eftersom den ligger pa linjen) och &r sidan
att a — xp ar vinkelrdt mot v (eftersom den ligger ndrmast). Av detta far
vi villkoret (a — xg — tv) - v = 0 vilket ger t = W och |tv] = W
Avstandet till linjen ar alltsa

— .v|2
|a—XO_tV‘_..._\/’a_xo|2_|(ax0)v|

[v[?

Pythagoras teorem:
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@ Avstandet fran en punkt till en linje Il

Vi skall igen bestimma avstandet fran punkten (med ortsvektor) a till den
linje som gar genom punkten (med ortsvektor) xo och riktning v och ett
annat sitt att resonera ar foljande: Vektorerna a — xg och v bestammer en
parallellogram som har arean |(a — xg) x v|. Denhar arean kan ocksa
skrivas som “héjden ganger basen” dar “héjden” h ar det avstdnd man
skall bestdmma och basen ar langden av vektorn v.

v
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@ Avstandet fran en punkt till en linje Il

Vi skall igen bestimma avstandet fran punkten (med ortsvektor) a till den
linje som gar genom punkten (med ortsvektor) xo och riktning v och ett
annat sitt att resonera ar foljande: Vektorerna a — xg och v bestammer en
parallellogram som har arean |(a — xg) x v|. Denhar arean kan ocksa
skrivas som “héjden ganger basen” dar “héjden” h ar det avstdnd man
skall bestdmma och basen ar langden av vektorn v. D3 far vi

hlv| = |(a — xo) x v| vilket innebér att avstandet dr
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Komplexa tal

@ % Reell och imaginar del, konjugering, absolutbelopp
e z=x+iy=x+yi, x,yeR, i?=-1

o C dr mangden av komplexa tal
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Komplexa tal

@ % Reell och imaginar del, konjugering, absolutbelopp
e z=x+iy=x+yi, x,yeR, i?=-1
o C dr mangden av komplexa tal
o Reell del: Re (x +iy) = x

o Imaginar del: Im (x +iy) =y  silIm(z) ar allts3 ett reellt tal

G. Gripenberg (TKK) 8 oktober 2009

9 /47



Komplexa tal

@ % Reell och imaginar del, konjugering, absolutbelopp
e z=x+iy=x+yi, x,yeR, i?=-1
o C dr mangden av komplexa tal
o Reell del: Re (x +iy) = x
o Imaginar del: Im (x +iy) =y  silIm(z) ar allts3 ett reellt tal
e Konjugering: x +iy = x—iy (=x+i(—y))
o Absolutbelopp (eller modul) |x + iy| = mod (x + iy) = /X2 + y2
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Komplexa tal

@ % Reell och imaginar del, konjugering, absolutbelopp
e z=x+iy=x+yi, x,yeR, i?=-1
C ar mangden av komplexa tal
Reell del: Re (x + iy) = x

°
o
o Imaginar del: Im (x +iy) =y  silIm(z) ar allts3 ett reellt tal
e Konjugering: x +iy = x—iy (=x+i(—y))

o

Absolutbelopp (eller modul) |x + iy| = mod (x + iy) = \/x% + y?

¥ % Rakneregler
°zP=2z, ZAtn=71+", Z-2=7-2
= = - = Z; z1
0@ zZ=2z, Zizp =71 2o, (Z—;) :Z:;

° [z1+ 2| < |zl + ||, lal-|z|| < |2 - 2|
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Exempel

Vid addition och subtraktion av komplexa tal adderar och subtraherar man
de reella och imaginira delarna var for sig sa att tex.

(8+2i)+(-3—4i)=(8+(-3)+(2+(-4))i=5-2i

Vid multiplikation géller det bara att komma ihag att i> = —1:

(8+2i)(—3—4i)=8-(=3)+8-(—4)i +2-(-3)i +2-(—4)i?
=—-24—-32i —6i—8-(—1) = —16 — 38i.

Division av komplexa tal kan raknas si att man férlinger med ndmnarens
konjugat sa att man i ndmnaren far ett reellt tal, tex.:

8+2i  (8+2i)(—3+4i) —24+32i—6i+8i?
—3—4i  (-3—-4i)(-3+4i))  (-3)2-(4i)2
_ —24-8+426i  —32+426i 32 26
9_162  9+16 25 25"
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@ Kommentar

Ett annat, formellt mera korrekt, sitt att definiera de komplexa talen ar
att inte alls (explicit) tala om den imaginara konstanten i utan tala om
punkter (eller vektorer) (x,y) i planet R? och definiera rikneoperationer
fér dem som motsvarar rdkneoperationerna for vanliga reella tal. Addition
ar inget problem eftersom det enda férnuftiga ar att definiera

(x1,y1) + (32, y2) = (1 + x2, y1 + ¥2),

vilket 4r addition av vektorer. Ett viktigt villkor som multiplikationen skall
uppfylla dr att produkten av tva "punkter” endast fir vara "noll” (dvs.
(0,0)) om dtminstone den ena faktorn ar "noll”. Detta uppnds om man
definierar

(x1,y1) - (x2,¥2) = (x1x2 — y1yo, x1y2 + Xo)1)

och man kan d3 visa att "alla rakneregler géller”.
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http://math.tkk.fi/opetus/gk3-1/synopsis/caddmult.se.html

¥ % Argument eller fasvinkel

Ifall Re (z) = x och Im (z) = y sa ar argumentet 6 = arg(z) av z

arctan (X) (+2km), x >0, X+ iy
X 0

9 = { arctan (y) + 7 (+2kn), x <0,

L’g (+2km), x=0
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¥ %@ Argument eller fasvinkel

Ifall Re (z) = x och Im (z) = y sa ar argumentet 6 = arg(z) av z

arctan (Z) (+2km), x > 0, X+ iy
X 0
9 = { arctan (y) + 7 (+2kn), x <0,
l’g (+2k), x=0

@ atan2

| de flesta programmeringssprak finns en funktion atan2 som raknar ut det
argument av x + iy som ligger i intervallet (—m, 7| med kommandot
atan2(y,x). Observera att i tex. Excel och OOCalc skall man skriva
atan2(x;y) (eller atan2(x,y) ) dvs. byta ordning pd argumenten.
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% @ Polir framstillning
z = r(cos(f) +isin(0)) = rel’, r >0
& |z| =r och arg(z) =6
< Re(z) = rcos(#) och Im(z) = rsin(#)
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% @ Polir framstillning
z = r(cos(f) +isin(0)) = rel’, r >0
& |z| =r och arg(z) =6
< Re(z) = rcos(8) och Im(z) = rsin(0)

@ Kommentar

Om x ar ett reellt tal kan man skriva x = |x|sign (x) vilket motsvarar den
polira framstallningen z = |z|e' med den skillnaden att teckenfunktionen
sign (x) bara far tva virden (eftersom man inte behéver bry sig om

sign (0)).
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Exempel
o arg(—3) =7
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Exempel

o arg(—3) =7
Eftersom den reella delen ar negativ dr argumentent
arctan(%) +  (+2kn) =T (+2km).
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Exempel

o arg(—3) =7
Eftersom den reella delen ar negativ dr argumentent
arctan(%) +  (+2kn) =T (+2km).

o arg(2 —2i) =7
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Exempel
o arg(—3) =7
Eftersom den reella delen ar negativ dr argumentent
arctan(%) +  (+2kn) =T (+2km).
o arg(2 —2i) =7
Argumentet ar arctan(‘%) (+2kw) = —

ESE

(+2km).
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Exempel
o arg(—3) =7
Eftersom den reella delen ar negativ dr argumentent
arctan(%) +  (+2kn) =T (+2km).
o arg(2 —2i) =7
Argumentet ar arctan(‘%) (+2kw) = —
o arg(—3e710-1234) =7

ESE

(+2km).

G. Gripenberg (TKK)

8 oktober 2009

14 / 47



Exempel
o arg(—3) =7
Eftersom den reella delen ar negativ dr argumentent
arctan(%) +  (+2kn) =T (+2km).
o arg(2 —2i) =7
Argumentet ar arctan(‘%) (+2km) = =% (+2km).
o arg(—3e710-1234) =7

Argument ar arg(—3) + arg(e 10123%) = 7 — 0.1234 (+2kn).
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¥ @ Rakneregler

|z122| = |z1||z2|,  arg(z122) = arg(z1) + arg(22)

z| _ &

zZ" =|z|" ==
=l [2]- 2

22

arg (") = narg(2), arg (—) — arg(z1) — arg(22)
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¥ @ Rakneregler

|z122| = |z1||z2|,  arg(z122) = arg(z1) + arg(22)

]

2
|22

|27 = |2|",

22

arg (27) = narg(2). ang () = ang(ar) - arfz)

Y

° z1 =z < Re(z1) =Re(z), Im(z1)=Im(z)
° (:>|Zl|=|22|, 01 = 0> + 2km

dir 01 = arg(z1) och 6, = arg(z)
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¥ ¥ Exponentfunktionen
o exp(x +iy) = TV = eX(cos(y) + isin(y))
@ Atz — ZigZ

o [¢7| =eRe(d)  arg(e?) = Im(2)

0e?#0,z€C, e =10cR

(& d'Moivres formel

cos(nt) + isin(nt) = ™ = ()" = (cos(t) + isin(t))"
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@@ Logaritmfunktionen z = In(w) & w = €*

Om z = x + iy sd ar |e*| = & och arg(e®) =y
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@@ Logaritmfunktionen z = In(w) & w = €*
Om z = x + iy sd ar |e*| = & och arg(e®) =y
och om w = e miste |w| = || = &* och
arg(w) + 2km = arg(e®) = y
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@@ Logaritmfunktionen z = In(w) & w = €*
Om z = x + iy sd ar |e*| = & och arg(e®) =y
och om w = e miste |w| = || = &* och

arg(w) + 2km = arg(e®) = y
dvs. x = In(|w|) s3 att z = In(w) = In(Jw|) + i(arg(w) + 2km).
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@@ Logaritmfunktionen z = In(w) & w = €*
Om z = x + iy sd ar |e*| = & och arg(e®) =y
och om w = e miste |w| = || = &* och
arg(w) + 2km = arg(e®) =y
dvs. x = In(|w|) s3 att z = In(w) = In(Jw|) + i(arg(w) + 2km).
For att fa en "ordentlig” logaritmfunktion med bara ett varde i varje
punkt kan man tex. definiera Ln(w) = In(Jw|) + iArg(w) dar Arg(w)

dr argumentet valt sa att —m < Arg(z) < 7 s3 att tex. In(|w|)
egentligen ar Ln(|w|)
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@@ Rotter: z = ws & w = 2"

Om z = |z|e'?, dvs. ¢ = arg(z) s& ar |z"| = |z|" och arg(z") = nyp
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S@Rotter: z = wh & w = 2"
Om z = |z|e'?, dvs. ¢ = arg(z) s& ar |z"| = |z|" och arg(z") = nyp
och om w = z" s3 ar |w| = |z|" och arg(w) + 2kw = nyp s att om
arg(w) = 6 sa ar

_ 1 _ 0 2k
|z| = |w[n och =T + =%
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S@Rotter: z = wh & w = 2"
Om z = |z|e'?, dvs. ¢ = arg(z) s& ar |z"| = |z|" och arg(z") = nyp
och om w = z" s3 ar |w| = |z|" och arg(w) + 2kw = nyp s att om
arg(w) = 6 sa ar

2] = w7 och o = & 4 2k gys

£ = g g/ cn(23) - 1am 252))
dirk=0,1,...,n— 1 eftersom man far samma virden for k + n som
for k.
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Exempel

L5t w =1+ i. Bestim den I6sning till ekvationen z*

ligger i intervallet [, %w]

= w, vars argument
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Exempel

L5t w =1+ i. Bestim den I6sning till ekvationen z*

ligger i intervallet [, %w]

Lésning: Absolutbeloppet av talet w ar |w| = /12 + 12 = /2 ~ 1.4142,

och w:s argument ar arctan(%) =7

= w, vars argument
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Exempel

4

Lt w =1+ i. Bestim den I6sning till ekvationen z* = w, vars argument

ligger i intervallet [, %w]

Lésning: Absolutbeloppet av talet w ar |w| = /12 + 12 = /2 ~ 1.4142,
och w:s argument &r arctan(}) = Z. Ifall |z| = r och arg(z) = ¢, s§ &r
|2*%| = r* och arg(z*) = 4p. Om nu z* = w s3 ar r* = |w| = v/2 och
4o = 7 +2km dar k ar ett heltal.
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Exempel

L5t w =1+ i. Bestim den I6sning till ekvationen z*

ligger i intervallet [, %7‘(’]

Lésning: Absolutbeloppet av talet w ar |w| = /12 + 12 = /2 ~ 1.4142,
och w:s argument &r arctan(}) = Z. Ifall |z| = r och arg(z) = ¢, s§ &r
|2*%| = r* och arg(z*) = 4p. Om nu z* = w s3 ar r* = |w| = v/2 och

4o = Z + 2kt dar k ar ett heltal. Av detta féljer att r = /2 ~ 1.0905 och
¢ = 1 + 5k = 0.19635 + 1.5708k. Nu f3r man olika I6sningar d3
k=0,1 , 3 eftersom man d3 tex. k = 4 far samma tal som dd k =0
osV.

= w, vars argument
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Exempel

L5t w =1+ i. Bestim den I6sning till ekvationen z*

ligger i intervallet [, %w]
Lésning: Absolutbeloppet av talet w ar |w| = /12 + 12 = /2 ~ 1.4142,
och w:s argument &r arctan(}) = Z. Ifall |z| = r och arg(z) = ¢, s§ &r

= w, vars argument

|z*| = r* och arg(z*) = 4¢. Om nu z* = w s3 ar r* = |w| = v/2 och

4o = 7 +2km dar k ar ett heltal. Av detta foljer att r = v/2 2 1.0905 och
¢ = 1 + 5k = 0.19635 + 1.5708k. Nu f3r man olika I6sningar d3
k=0,1,...,3 eftersom man di tex. k =4 far samma tal som da k =0
osv. Eftersom argumenten for dehar Ibsningarna ar {5, {5 + 5, 15 + ™ och
16 + 37” sa ser vi att den Ibsning vars argument ligger i intervallet [r, %71’]
fds da k = 2 och ar alltsa

2, = 1.0905 (cos(o.19635 +1.5708 - 2) + i sin(0.19635 + 1.5708 - 2))
= —1.0696 — i 0.21275.
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¥ % Matriser, indexering

A(1,1)  A(L,2) ... A1,n)
A(2,1) A(2,2) ... A@2,n

_ (E ) (5 ) 5 (: ) = [A(, k)] = [au]
A(m,1) A(m,2) ... A(m,n)

ar en m X n-matris.
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¥ % Matriser, indexering

A(1,1)  A(L,2) ... A1,n)
A(2,1) A(2,2) ... A@2,n

_ (E ) (5 ) 5 (: ) = [A(, k)] = [au]
A(m,1) A(m,2) ... A(m,n)

ar en m X n-matris.
A(j,:) &r rad j och A(:, k) &r kolumn k i matrisen A

G. Gripenberg (TKK) 8 oktober 2009

20 / 47



¥ ¥ Rakneoperationer
o Transponering: B = AT < B(j, k) = A(k,J)
@ Summa A+ B = C: A, B och C m X n-matriser,

C(j, k) = AU, k) + B(J, k)

Multiplikation med en skalar, A\A = C: C(j, k) = MA(J, k)

Produkt C = AB: A dren m x n-, B en n x p- och C en

m x p-matris, C(j, k) = >_¢_; AU, q)B(q, k)

@ Hermiteskt konjugat, A= C: C(j, k) = A(k,j), dvs. transponering
och komplex konjugering

% ¥ Obs!

(M +uB)T = )AT 4 BT,
(AT uB) =XA' +7B'.
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@ % Egenskaper hos matrisprodukten
o (AB)T = BTAT
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@ % Egenskaper hos matrisprodukten
o (AB)T = BTAT
e A(BC)=(AB)C ifallAdrmxn, BirnxpochCirpxgq
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@ % Egenskaper hos matrisprodukten
o (AB)T = BTAT
e A(BC)=(AB)C ifallAdrmxn, BirnxpochCirpxgq
o [ allmanhet ir AB # BA
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@ % Egenskaper hos matrisprodukten
o (AB)T = BTAT
e A(BC)=(AB)C ifallAdrmxn, BirnxpochCirpxgq
o | allmanhet 4r AB # BA

% %Na&gra definitioner

@ 0,xn eller endast 0 4r en m x n-matris, vars alla element ar 0
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@ % Egenskaper hos matrisprodukten
o (AB)T = BTAT
e A(BC)=(AB)C ifallAdrmxn, BirnxpochCirpxgq
o | allmanhet 4r AB # BA

% %Na&gra definitioner
@ O0,,xn eller endast 0 4r en m x n-matris, vars alla element 4r 0

@ Imxm eller vanligtvis endast | 4r en m x m-matris, vars alla
diagonalelement ar 1, dvs.

o= {1 =k
P50, il £ k.
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@ % Egenskaper hos matrisprodukten
o (AB)T = BTAT
e A(BC)=(AB)C ifallAdrmxn, BirnxpochCirpxgq
o | allmanhet 4r AB # BA

% %Na&gra definitioner
@ O0,,xn eller endast 0 4r en m x n-matris, vars alla element 4r 0

@ Imxm eller vanligtvis endast | 4r en m x m-matris, vars alla
diagonalelement ar 1, dvs.

o= {1 =k
P50, il £ k.

o AI=/A=A
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% Observera

Elementen i en matris kan ocksd vara matriser, tex.:

@ En m x n matris kan behandlas som en m x 1 matris vars element ar
1 X n matriser, dvs. radvektorer.

@ En m x n matris kan behandlas som en 1 X n matris vars element ar
m x 1 matriser, dvs. (kolumn)vektorer.

@ Produkten av en matris och en vektor:

X1 X1
X2 X2

Al | = [A(:,1).. A(:, n)] : =xAG 1) 4 ..+ XA, n)
Xn Xn

sd AX ar alltsa en linjar kombination av kolumnvektorerna i A
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@ Olika typer av matriser

En n x n matris A ar

@ kvadratisk

o inverterbar eller reguljar ifall det finns en (invers) matris A~' s3 att
AATL = A71A=

men det ricker att kontrollera att AA™Y = | eller A~1A = |
en diagonalmatris ifall A(j, k) =0 d3d j # k

en 6vertrianguldr matris ifall A(j, k) =0 ddj > k

en undertrianguldr matris ifall A(j, k) =0 dad j < k
symmetrisk ifall AT = A

skevsymmetrisk ifall AT = —A

ortogonal ifall ATA = AAT = |, dvs. AT = A1
hermitesk ifall A' = A

skevhermitesk ifall A' = —A

o unitirifall A' A= AA' =1, dvs. A' = AL,
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%
o (AB)1 = B-14"1
@ Om A ir kvadratisk s5 dr A° = | och d3 n> 0 ar
Al =AA.. A
—_——
A"=ATtAT  ATE

—_—
n

(An)—l — A"
ATAM = APMTM och (AM)™ = AM™
men i allmanhet dr (AB)" # A"B"

% Punkt- eller skalirprodukt som matrisprodukt

Observera att om x = (x1,...xn) ochy = (y1,...,yn) sS4 ar

X1 1
X-y=xiy1+...xpyn=X'Y dir X=|: och Y =

Xn Yn
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% ¥ Linjara ekvationssystem
AX =B

Kan lésas med Gauss metod dar man genom radoperationer omvandl|ar
koefficientmatrisen till trappstegsform.

¥ ¥ Gauss algoritm

Radopertioner:
@ Addera en rad multiplicerad med ett tal till en annan rad.
@ L4t tva rader byta plats.

o Multiplicera en rad med ett tal som inte ar 0.

% Obs

Algortimen fungerar fér det ekvationssystem man far genom att tillimpa
en eller flera radopertaioner har samma I6sningar som det ursprungliga.
Dessutom kan man med liknande radoperationer komma tillbaka till
utgangsliget.

v
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@ ¥ Ma3lsattning: Att f& matrisen i “trappstegsform”
En m x n matris A ar i trappstegsform om av villkoret

A(,k) #0 och A(,q)=0dil<qg<k

foljer att
Apg=0dij<p<mochl<q<k,

dvs. da det till vanster och nedanfér det férsta elementet pa en rad som
inte ar O bara finns nollor.

Ibland (tex. i Lay) krdvs det av trappstegsformen att alla rader med bara
nollor “finns langst ner”.

¥ % Pivotelement
Elementet (j, k) i en matris i trappstegsform ar ett pivotdelement ifall

A(j, k) #£0 och A(j,q)=0di1<gq<k

dvs om det ar det férsta elementet pa sin rad som inte ar noll.
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@

Matrisen B &r en trappstegsform av matrisen A om B &r i trappstegsform
och B kan erhdlals fran A genom att tillimpa radoperationerna i Gauss
algoritm.

% @ Losning av ett ekvationssystem i trappstegsform:
@ Om det inte finns ndgot pivot-element i kolumn k s3 kan variabeln x
véljas fritt.

e Om elementet (j, k) ar ett pivot-element och variablerna xy1, . .., Xn
redan har I6sts ur systemet sa kan man I6sa variablen x;, med hjilp av
ekvation j.

@ Om det i ekvationssystemet finns en ekvation i formen

Ox1 +0xo+...0x, = a dira+#0,

sa har ekvationssystemet ingen ldsning.
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¥ Partiell pivotering

Man byter rader sa att absolutbeloppet av pivotelementet alltid blir sa
stort som mdjligt.
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¥ Partiell pivotering

Man byter rader sa att absolutbeloppet av pivotelementet alltid blir sa
stort som mdjligt.

% ¥ Invers matris med Gauss metod

Om man vill rékna ut A=% d3 A ar en given m x m- matris bildar man
forst en ny matris [A, I] genom att ldgga en enhetsmatris till héger om A
och sedan tillimpar man Gauss algoritm sa att pivotelementen blir 1 och
man har nollor ocksa ovanfér pivotelementen. Om detta lyckas sa att man
far en enhetsmatris till vanster s4 har man inversen till hbger dvs. matrisen
har formen [I, A=1]. Om A inte &r inverterbar kan man inte §stadkomma
en enhetsmatris till vanster.

G. Gripenberg (TKK) 8 oktober 2009 29 / 47



¥ Partiell pivotering

Man byter rader sa att absolutbeloppet av pivotelementet alltid blir sa
stort som mojligt.

% ¥ Invers matris med Gauss metod

Om man vill rékna ut A~! d3 A r en given m x m- matris bildar man
forst en ny matris [A, I] genom att ldgga en enhetsmatris till héger om A
och sedan tillimpar man Gauss algoritm sa att pivotelementen blir 1 och
man har nollor ocksa ovanfér pivotelementen. Om detta lyckas sa att man
far en enhetsmatris till vanster s4 har man inversen till hbger dvs. matrisen
har formen [I, A=1]. Om A inte &r inverterbar kan man inte stadkomma
en enhetsmatris till vanster.

@ Rangen av en matris

Rangen av en matris dr antalet pivot-element i dess trappstegsform (och
diarmed ocksa dimensionen av det vektorrum som spanns upp av
kolumnvektorerna i matrisen och dimensionen det vektorrum som spanns

upp av radvektorerna i matrisen).
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% Determinanter

det ([a ) =a
a b a b
det ([c d]) = . d‘ = ad — bc
A(l,1) A(1,2) A(1,3) A(2,2) A(2,3)
A(2,1) A(2,2) A(2,3)|=A(L1)| 42 ’
pa e o ‘A(3,2) A(3,3)‘
A2,1) A(2,3) A(2,1) A(2,2)
_A(]_,2) ‘A(3,1) A(3,3)‘ +A(1,3) A(3, 1) A(3’ )‘

) Z( DRHAQ, k)det(l )

dar A &r matrisen A fran vilken man tagit bort rad j och kolumn k.
j7k

(Observera att det allmanna fallet ar en blandning av en definition och

pastaenden som borde bevisas.)

»

4
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% Egenskaper hos determinanter

det(AT) = det(A).

det(AB) = det(A) det(B).

En m x m-matris A &r inverterbar (dvs. A1 existerar) om och endast
om det(A) # 0.

Determinanten av en over- eller undertriangular kvadartisk matris ar
produkten av elementen pa diagonalen.

det(/) =1

Arean av en parallellogram ar absolutbeloppet av determinanten av

den matris som har (de icke-parallella) sidovektorerna som rader eller
kolumner.

Volymen av en parallellepiped ar absolutbeloppet av determinanten av
den matris som har (de icke-parallella) kantvektorerna som rader eller
kolumner.

v
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¥ ¥ Kryssprodukt som determinant

Om a och b r vektorer i R3 s3 ir

i j k
axb=|a a a3
by by b3
dy> as .| a1 as dy ar
= ] — + k
b2 b3 . bl b3 b1 bg

:(82~b3—a3-b2)i—(31'b3—a3'b1)j+(31'b2—32~b1)k

v
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@ Invers medhjilp av determinanter
Om A ar en inverterbar m X m-matris s ar
i+ k
A—l ik ( )j

dar A &r matrisen A fran vilken man tagit bort rad j och kolumn k.
j7k
(Observera transponeringen!)

det( A)

% Obs!

Formeln ovan kan vara nyttig i vissa fall, men den ar inte anvandbar for
numeriska rakningar med m ens mattligt stor. For m = 2 kan daremot

formeln )
a b~ 1 d —b
c d|  ad—bc|—c a

vara behindig.
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(@ Determinanter med Gauss algoritm:

Radoperationer pa en kvadratisk matris ha féljande effekt ps
determinanten: Om B fas fran A genom att

@ addera en rad multiplicerad med ett tal till en annan rad s3 ar
det(B) = det(A)

@ tv3 olika rader byter plats sa ar det(B) = — det(A)

e en rad multipliceras med c s3 ar det(B) = c det(A)

Om matrisen B, som ar i trappstegsform, har erhallits ur m x m-matrisen
A sa att man gjort k radbyten och aldrig multiplicerat en rad med ett tal
sa ar

det(A) = (—1)*det(B) = (—-1)*B(1,1) - B(2,2) - ... B(m, m).

% Obs!

Determinanter av 2 x 2 ch 3 x 3 matriser kan man ofta behéva rakna ut
(bade numeriskt och symboliskt) men determinanter av m X m matriser
ddr m >> 3 behévs mera sillan och hela determinantbegreppet ar
besvarligt och icke-intuitivt i dessa fall.
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© Cramers regel

AL, D)x1 +A(L2)x ... +AQ,m)x,m = b
A2, 1)x1 +A(2,2)x2 ... +AR,m)xn, = b
A(m,1)x1 +A(m,2)xx ... +A(m,m)xnm = bpy
det()
= =1,2,...
= Xj det(A) y J PRt , M,

dar C; ar matrisen A i vilken kolumn j har ersatts med kolumvektorn
T
by ... bp]

% Obs!

Cramers regel kan vara nyttig d3 m ar 2 eller kanske 3 och d& man inte
rdknar numeriskt och istallet vill ha en “enkel” formel, men i andra fall kan
den vara mera till skada an till nytta.

v
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(& Vektorrum

Ett vektorrum W &dr en mingd sadan att tva element (vektorer) i W kan
adderas och varje element (vektor) kan multipliceras med ett tal (reellt tal i
ett reellt vektorrum, komplext i ett komplext) och "alla férnuftiga rakneregler

X1
giller”. Tex. R" = {(x1,...,%,) : x; € R} och R™! = lixieR

Xn

ar (reella) vektorrum.
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(& Vektorrum

Ett vektorrum W &dr en mingd sadan att tva element (vektorer) i W kan
adderas och varje element (vektor) kan multipliceras med ett tal (reellt tal i
ett reellt vektorrum, komplext i ett komplext) och "alla férnuftiga rakneregler

X1
giller”. Tex. R" = {(x1,...,%,) : x; € R} och R™! = lixieR

Xn
ar (reella) vektorrum.

& Delrum

V ar ett delrum av vektorrummet W ifall 0 € V och au+ (v € V da
uvey
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(@ Linjart oberoende

Vektorerna vy, vy, ...,V arlinjart oberoende ifall
avi +aovo + ...+ apVm=0=>a1=ar=...=a,=0
dvs. a1vi +aovo + ...+ amvm =0endast dd o1 = ar = ... = a, =
V.
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(@ Linjart oberoende

Vektorerna vy, vy, ...,V arlinjart oberoende ifall
avi +aovo + ...+ apVm=0=>a1=ar=...=a,=0
dvs. aqvi +apvo + ... +amvp, =0endast dd oy = = ... = a,,, = 0.

(@ Linjart oberoende kolumnvektorer

Kolumnvektorerna V4, ..., Vi, € R™SY ar linjart oberoende om och endast
om den enda [6sning till ekvationssystemet AX =0 dr X =0 dar A ar en
nx m matris sa att A(;,j) =V, j=1,...m.
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(@ Linjart oberoende

Vektorerna vi,vo, ...,V ar linjart oberoende ifall
avi +aovo + ...+ apVm=0=>a1=ar=...=a,=0
dvs. aqvi +apvo + ... +amvp, =0endast dd oy = = ... = a,,, = 0.

(@ Linjart oberoende kolumnvektorer

Kolumnvektorerna V4, . .., Vi, € R™Y Gr linjirt oberoende om och endast
om den enda [6sning till ekvationssystemet AX =0 dr X =0 dar A ar en
n x m matris sa att A(:,j) =V, j=1,...m.

@ Linjart beroende

Vektorerna vi,va, ..., vy, ar linjart beroende ifall de inte ar linjart
oberoende, dvs. (dtminstone) en av vektorerna kan skriva som en linjar
kombination av de andra, dvs.

vj = Bivi + ... ﬁj_lv_,'_l -+ ﬁj+1Vj+1 4+ ...+ BmVm.
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(© Bas

Vektorerna vy,vo, ...V, bildar en bas for vektorrummet W dvs. de ar
basvektorer ifall de ar tillrackligt men inte fér manga:
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(© Bas

Vektorerna vi,va, ..., vy bildar en bas for vektorrummet VW dvs. de ar
basvektorer ifall de ar tillrackligt men inte fér manga:

@ varje vektor i VW kan skrivas i formen w = B1vi + Govo + ... + BmVm

@ Vi,Vo,...,Vy, ar linjart oberoende (vektorer i VV)
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(© Bas

Vektorerna vi,va, ..., vy bildar en bas for vektorrummet VW dvs. de ar
basvektorer ifall de ar tillrackligt men inte fér manga:

@ varje vektor i VW kan skrivas i formen w = B1vi + Govo + ... + BmVm
@ Vi,Vo,...,Vy, ar linjart oberoende (vektorer i VV)
=

@ varje vektor w i VW kan skrivas pa ett entydigt sitt i formen

W = [1v1 + Bova + ... + BmVm.
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(& Dimension

Dimensionen av ett vektorrum YV &r antalet vektorer i nagon (och vilket
man kan visa, darmed varje) bas.
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(& Dimension

Dimensionen av ett vektorrum YV &r antalet vektorer i nagon (och vilket
man kan visa, darmed varje) bas.

(@ Koordinater

Om (vi,Va,...,Vy) dren basiW ochw = [1v1 + favo + ... + OmVm sa
P

dr | t | koordinaterna for w i basen (v1,v2,...,Vm).
Bm
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(& Basbyte

Antag att (up,up, .

[ul uo um] = [vl Vo vm] A
Om [ozl Om T 4r koordinaterna fér w i basen (ug,u2,...,uy) och
om [f1 ﬁm]T ar koordinaterna for w i basen (V1,V2,...,Vy) s3 ar
B1 ay
v Vol | 1] =w=[u U]
Bm Um
oy B1 Qg
= [Vl Vm] A = Sl =A]
Om Bm Om
)

..yup) och (vi,vy, ... ,vy,) dr baser for W sa att
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Ett exempel pad basbyte
Fraga: Vad for slags yta (om alls nigon) beskriver ekvationen
8xy +6yz=17

-3
Ledning: V&lj som nya basvektorer vektorerna u; = % 0|,
4
4 —4
— 1 _ 1
u2 = g5 g OChU3—5\/§ 5
1 0
Standardbasvektorerna ar férstisvy =i= |0|,vo =j= |1| och
0 0
_3 4 _ 4
; G
vs=k= 10 sé’att[ul us U3]:[ij k] 0 %
4 3 3
! CO R
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x

Om nu |y| ar koordinaterna for en punkt (eller vektor) i (i, ], k) basen

| Z
X'
och |y'| &r koordinaterna i den nya basen (uy,uy,us3) si galler
Z |
_3 4 4 /
X 5 52 g}ﬁ X
_ L 4 /
Y| = 0 2 2 y
z 4 3 _ 3 Zz'
5 52 5v/2

Om vi nu satter in dessa uttryck i ekvationen s3 far vi efter diverse
rékningar (som ar onédiga om man vet hur uy, uy och us valts)

1 =8xy + 6yz = 5y'° — 52

9

vilket visar att det ar fragan om en hyperbolisk cylinder.
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¥ ¥ Egenvirden

Ifall AX = AX och X # 0 s3 ar \ ett egenvarde till A och X ar en
egenvektor.
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¥ ¥ Egenvirden

Ifall AX = AX och X # 0 s3 ar \ ett egenvarde till A och X ar en
egenvektor.

@ % Karakteristiska polynom

Om A dr en m x m-matris sa ar
o det(A — \l) ar A:s karakteristiska polynom
o )\ ett egenvarde till A< det(A— \l) =0
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% % Egenvarden

Ifall AX = AX och X # 0 s3 ar \ ett egenvarde till A och X ar en
egenvektor.

@ % Karakteristiska polynom

Om A dr en m x m-matris sa ar
o det(A — \l) ar A:s karakteristiska polynom
o )\ ett egenvarde till A< det(A— \l) =0

@ Linjart oberoende egenvektorer

Om matrisen A har egenvdrdena A1, A2, ... Am och \; # \j dd i # j s3 ar
det motsvarande egenvektorerna Xy, Xo, ... X, linjart oberoende.
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% % Egenvarden

Ifall AX = AX och X # 0 s3 ar \ ett egenvarde till A och X ar en
egenvektor.

@ % Karakteristiska polynom

Om A dr en m X m-matris s3 ar
o det(A — \l) ar A:s karakteristiska polynom
® \ ett egenvarde till A< det(A— X)) =0

@ Linjart oberoende egenvektorer

Om matrisen A har egenvdrdena A1, A2, ... Am och \; # \j dd i # j s3 ar
det motsvarande egenvektorerna Xy, Xo, ... X, linjart oberoende.

% Egenvirden till symmetriska matriser

Egenvarden till en symmetrisk (och reell) matris ar reella och egenvektorer
(som hér till olika egenvarden) ar ortogonala mot varandra.

v
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% ¥ Diagonalisering
Om A ar en n X n-matris med egenvdrden A1, \p, ..., A, och egenvektorer
X1, X2, ..., X, och om matrisen V, dar V(:,j) = X;, ar inverterbar dvs.,
egenvektorerna ar linjart oberoende s3 ar
A 0 0
1 A ... O
VAV = o
: : 0
0 0 ... A
(A1 0 0
0 X 0 1
A=V . V-
: 0
|0 0 An
A0 . 0
0 N ... 0
Ak =V 2 vl
: 0
0 0 AKX
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(&) Similara matriser

Om A dr en m x m-matris och S ar en inverterbar m X m-matris sa har
matriserna

A och S7'AS samma egenvirden.

Matriserna A och S™1AS sigs vara similira.
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(&) Similara matriser

Om A dr en m x m-matris och S ar en inverterbar m X m-matris sa har
matriserna

A och S 'AS samma egenvirden.

Matriserna A och S™YAS sigs vara similira.

@ % Egenviarden for trianguldra matriser

Om A &r en 6ver- eller undertrianguldr kvadratisk matris (isynnerhet en
diagonal matris) sa ar A:s egenvirden elementen p3 diagonalen i A.
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(&) Similara matriser

Om A dr en m x m-matris och S ar en inverterbar m X m-matris sa har
matriserna
A och S 'AS samma egenvirden.

Matriserna A och S™YAS sigs vara similira.

@ % Egenviarden for trianguldra matriser

Om A &r en 6ver- eller undertrianguldr kvadratisk matris (isynnerhet en
diagonal matris) sa ar A:s egenvirden elementen p3 diagonalen i A.

% Egenvirden och determinanten
Om A dr en m x m-matris med egenvdrden \1, X2, ..., Ay sa géller

det(A):)\1~)\2-...~)\m.
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Ett exempel pa basbyte, egenvarden och egenvektorer

Friga: Vad fér slags yta (om alls ndgon) beskriver ekvationen
8xy +6yz=17

X
Uttrycket 8xy + 6yz kan skrivas i formen XTAX dir X = |y| och
z

0 40
A= (4 0 3|. Den hidr matrisen har egenvirdena 0, 5 och —5 med

0 30

-3 4

motsvarande egenvektorer u; = % 2 , Uy = 5—\1@ g och

4

uz = ﬁ 5 | . Har har egenvektorerna valts sa att de alla har lingden 1

och eftersom matrisen A ar symmetrisk ar de vinkelrdta mot varandra.
Detta innebar att om vi bildar matrisen U med vektorerna u; som
kolumnvektorer sa ar U ortogonal, dvs. Ut =u-t.

4
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forts.

0 0 O
Detta betyder i sin tur att UTAU = |0 5 0 | s3 att om vi viljer nya
0 0 -5
X x'
koordinater s§ att X = |y | = U |y'| = UX’ d3 blir
z z
0 0 O
8xy+6yz = XTAX = (X)TUTAUX' = (X)T |0 5 0 | X' =5y?-57"2
0 0 -5
Observera att vi inte behéver rakna ut egenvektorerna fér att se att
ekvationen i det nya koordinatsystemet dr 5y’ — 5z'> = 1, men for att
veta i vilken riktning de nya koordinataxlarna gar behévs de nog.
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