NAGRA ALGEBRAISKA GRUNDBEGREPP

En mingd M kallas for en HALVGRUPP, om M &r utrustad med en bindr operation *,
som satisfierar

AD) zyeM=zxye M (M sluten under x)
Al) (zxy)xz=zx*(y*2),Vr,y,2 €M (* associativ)

En halvgrupp (M, ) kallas for en KOMMUTATIV HALVGRUPP (eller Abelsk halv-
grupp), om x dessutom satisfierar

Ad) zxy=yxzx,Vz,ye M (x kommutativ)
(I en kommutativ halvgrupp betecknas operationen ofta +.)

En halvgrupp (M, *) kallas fér en MONOID, om * dessutom satisfierar
A2) Jee€ M sadant attexz=zxxe=1z,Vr € M (e enhet under *)

En monoid (M, %) kallas for en KOMMUTATIV MONOID (eller Abelsk monoid), om =
dessutom satisfierar

Ad) rxy=yx*xz,Vo,ye M (x kommutativ)
(I en kommutativ monoid betecknas operationen ofta + och enheten ofta 0.)

En monoid (M, ) kallas for en GRUPP, om * dessutom satisfierar
A3) Vze M 3z7!' € M sadant att zx 27! = rixz=ce (invers under )

En grupp (M, ) kallas for en KOMMUTATIV GRUPP (eller Abelsk grupp), om x dess-
utom satisfierar

Ad) rxy=yx*xz,Vr,ye M (x kommutativ)
(Aven i en kommutativ grupp betecknas operationen ofta + och enheten ofta 0. Da be-
tecknas inversen till = ofta —z.)

En mingd M kallas for en RING, om M &r utrustad med tva bindra operationer + och
*, som satisfierar
B1) (M,+) ar en kommutativ grupp
B2) (M, *) ar en halvgrupp
A5) zx(y+2)=(z*y)+ (x*xz2),Vr,y,z€ M (x distributiv
(z+y)xz=(zx2)+ (yx2),YVo,y,z € M med avseende pa +)

En ring (M, +, *) kallas for en KOMMUTATIV RING (eller Abelsk ring), om * dessutom
satisfierar
Ad) zxy=yxz,Vz,ye M (x kommutativ)

En ring (M, +, #) kallas for en RING MED ETTA, om * dessutom satisfierar
A2) Zee Msadantattexz =zxe=z, Vo €M (e enhet under *)

En ring (M, +, *) med etta kallas for en KOMMUTATIV RING MED ETTA (eller Abelsk
ring med etta), om * dessutom satisfierar
Ad) zxy=yxz,Vr,y €M (x kommutativ)



En ring (M, +, *) med etta kallas for en DIVISIONSRING, om e # 0 och om * dessutom
satisfierar

A3) Vo e M\{0} 327! € M sidant att zxx ! =z 'xx =€ (invers under x)
En divisionsring innehaller alltsi alltid minst tva olika element, ndmligen O (enheten under
+) och e (enheten under *). Likasa har varje element en invers under + och varje element
utom (mojligen) 0 har ocksa en invers under *.

En divisionsring (M, +, *) kallas for en KROPP om * dessutom satisfierar

Ad) z*xy=yxz,V,y e M (x kommutativ)
En kropp ir alltsd en kommutativ divisionsring. Uttrycket SKEVKROPP anvénds ibland
for icke-kommutativa divisionsringar.

En méngd M kallas for en ORDNAD MANGD, om M &r utrustad med en relation <,
som satisfierar
A6) z,y € M = en och endast en (enn) av relationerna nedan géller:
r<Yy,r =9y <T
A7) z<yy<z=zr<z (< transitiv)
(y < = betecknas ocksd = > y. < y betyder x < y eller x = y och x > y betyder z > y
eller z = y.)

En halvgrupp (M, *), som ér ordnad som mangd betraktad, kallas for en ORDNAD HALV-
GRUPP, om < dessutom satisfierar

A8) z<y,zeM=xxz<yxzochz*xx<zx*xy
Ordnade monoider, ordnade grupper och deras kommutativa motsvarigheter definieras
analogt.

En ring (M, +, %), dir (M, +) &r en ordnad kommutativ grupp med enheten 0, kallas for
en ORDNAD RING, om < dessutom satisfierar

A9) O0<z,0<y=0<zxy
Ordnade ringar med etta, ordnade divisionsringar och deras kommutativa motsvarigheter
definieras analogt.

Egenskaper, som foljer ur axiomen ovan:

Sats 1: Enheten i en monoid ar unik.

Sats 2: e”! = e i en grupp.

Sats 3: Inversen till varje element i en grupp &r unik.
Féljdsats: (z71)~! = z for varje element = i en grupp.
Satsd:axb=axcellerbxa=cxa=b=clien grupp.
Sats 5:a™ ' =b"! = a = b ien grupp.

Sats 6: 0xa=a*0 =01 en ring.

Sats 7: (—e) *a = a * (—e) = —a i en ring med etta.
Foljdsats: (—e) * (—e) = e 1 en ring med etta.

Sats 8: 0 < @ = —a < 0 i en ordnad kommutativ grupp.
Sats 9: 0 < e 1 en ordnad divisionsring.

Foljdsats: e < e + e i en ordnad divisionsring.

Sats 10: 0 < a = 0 < a™! i en ordnad divisionsring.




