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Teori for dessa uppgifter finns ocksa i Biggs: 3, 6, 14

I1. Om X ochY &r mingder, f : X — Y en funktion, A C X och B C Y sa ar
flA)={yeY :Fx(xec A&k f(zr)=y)} och f7(B)={zeX:f(x)e B}

Vad kan man siga om f“(f(A)) och f(f“(B)) och vad skall man anta om f for att
F(f(A)) = A och vad for att f(f*(B)) = B. (Ofta anviinds beteckningen f~! istillet for
)

Losning: Om x € A sa giller (forstas) f(z) € f(A) och enligt definitionen géller da ocksa
x € fS(f(A)),dvs. A C f<(f(A)). Pa motsvarande sitt ser vi att att om x € f< (B) sa giller
f(z) € B vilket betyder att f(f(B)) C B.

Genom att vilja X =Y = {1,2}, A = {1}, B = {1, 2} och definiera funktionen f med
f(1) = f(2) = 1serviattidetta fall giller A # f<(f(A)) = {1,2} och {1} = f(f(B)) #
B.

Antag nu att f dr en injektion och att z € f<(f(A)). Eftersom f(z) € f(A) sé finns det
en punkt z, € A sd att f(z.) = f(z). Men eftersom f dr en injektion giller x = x, vilket
betyder att z € A, dvs. om f &r en injektion s giller A = f<(f(A)).

Antag sedan att f dr en surjektion. Detta innebir att om y € B sa finns det en punkt x € X
sa att f(x) € B. Men da giller x € f<(B)saatty € f(f<(B) och vi kan dra slutsatsen att
f(f<(B)) = Bda f ér en surjektion.

I2. En 6 har formen av en liksidig triangel med en sidlingd som &dr mindre dn 4 km. Sjutton
personer har spolats upp pa 6n och nu vill var och en av dem bygga sig en hydda som ligger pa
over 1 km avstand fran varje annan hydda. Kan detta vara mojligt? Motivera ditt svar.

Losning: Lat L vara sidldngden pa 6n (i km) sa att L < 4. Nu kan vi dela in 6n i 16 liksidiga
trianglar (sa att innerdelarna av trianglarna inte Gverlappar) med sidldngden iL < 1. Detta
innebdr att i varje sadan triangel finns det bara plats for en hydda om avstandet mellan hyddorna
skall vara storre 4n 1 km. Enlig ladprincipen gar det darfor inte att bygga 17 hyddor pa 6n sa att
de alla ligger pa ett avstind av minst 1 km fran varandra.

I3. Lat Sur(m,n) vara antalet surjektioner fran en méingd A med m element till en mingd
B med n element. Forklara hur och varfér man kan uttrycka Sur(m, n) med hjélp av Sur(m —
1,m — 1) och Sur(m — 1,n). Anvind detta resultat for att rdkna ut Sur(4,2). (Anvind inte
formeln for Sur(m,n).)
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Losning: Varje surjektion f : A — B kan viljas pa foljande sitt. Vilj ett visst element = € A.
Det finns n olika sitt att vilja f(x) € B. Nir detta &dr gjort kan man antingen vélja funktionen
begrénsad till A \ {z} (en midngd med m — 1 element) sa att den ir en surjektion till B (en



mingd med n element) eller sd att den dr en surjektion till midngden B \ {f(z)}. Dehir bada
fallen utesluter varandra och darfor r

Sur(m,n) =n- (Sur(m — 1,n) + Sur(m — 1,n — 1).
Genom att anvianda denna formel far vi
Sur(4,2) = 2 - (Sur(3,2) + Sur(3, 1)),

Sur(3,2) = 2 (Sur(2,2) + Sur(2, 1)),
Sur(2,2) = 2 - (Sur(1,2) + Sur(1,1)),

Nu ér Sur(3,1) = Sur(2,1)Sur(1,1)

1 och Sur(1,2) = 0 sa att vi far Sur(2,2) = 2,
Sur(3,2) =2 (2+ 1) = 6 och Sur(4 1

2)::2-(6+1): 4.

I4. Om A och B dr tva n X n-matriser ar produkten A - B av matrisen med elementen
(A-B)(i,§) =Y _A(i,k)- Blk,j), 1<i,j<n.
k=1

Hur méanga multiplikationer (av tal) maste man rikna om man anvinder definitionen som sadan.
Man kan ocksa riakna produkten av tva 2 x 2-matriser med 7 multiplikationer. Om man nu

A B S T
och
C D uv
dir A, B, C, D, S, T, U och V dr m x m matriser och for att rikna produkten av dem sa racker
det att man ridknar 7 produkter av m X m matriser.
Anvind detta result for att bestimma ett tal a sa att man med n® multiplikationer (och ett
stort antal additioner och subtraktioner) kan rikna produkten av tva n x n matriser da n = 2P

far nagot positivt heltal p.

skall multiplicera tva 2m X 2m matriser kan man skriva dem i formen

YL08°C = - JeAS

Losning: Man skall rikna n? element och om varje element definieras som en summa av n
produkter si man skall riikna sammanlagt n3 produkter i det forsta fallet.

Vi kan visa med induktion att dd n = 27 sa ridcker det att rikna hogst 77 multiplikationer
for att rkna matrisprodukten.

Enligt anatagandet giller detta dd p = 1. Antag nu att det géller ocksa da p = k och lat
n = 2¥+1. Vi kan nu dela upp bdda matriserna i 4 stycken n* x n¥-matriser. Vi skall nu rikna
7 produkter av sddana n* x n*-matriser och antalet multiplikationer som behdvs for detta blir
enligt induktionsantagandet hogst 7 - 78 = 7**1, Nu foljer pastéendet frin induktionsprincipen.

Vi kan ocksa skriva

ok _ (Qlogzm)k _ oklogy(7) _ (Qk)logam — ploga(7)

vilket betyder att a > log,(7) ~ 2.8074.




IS.

(a) Antag att X #r en mingd (# () och W en relation i X (dvs. en delmingd av X x X)
som &r bade symmetrisk och transitiv. Vad maste man dnnu anta (utan att direkt anta att
den ir reflexiv, eller tex. transitiv) for att relationen ocksa skall vara reflexiv?

(b) Antag att X &r en midngd (# () och V; C X for j = 1,2,...,m. Vilka villkor méste
mingderna uppfylla (eller bara, ricker det att médngderna uppfyller) for att att relationen
~ som man definierar med villkoret

a~beJje{l,..miacV;&bel))
skall vara en ekvivalensrelation?

Losning: (a) Om [z,y] € W sa giller [y, z] € W eftersom relationen dr symmetrisk och da
giller [z, 2] € W eftersom den ér transitiv. Det villkor som maste vara uppfyllt blir dérfor att
for varje € X finns ett y € X sa att [z, y] € W. Detta behover inte automatikst gélla for om
W = () s dr W bade symmetrisk och transitiv.

(b) Det dr klart att relationen dr symmetrisk oberoende av hur man valt méngderna V.

Eftersom en ekvivalensrelation ar reflexiv (x ~ z for alla z € X) sa maste U?‘:J/j = X.

En ekvivalensrelation &r transitiv och det kommer ~ sikert att vara om V; N V; = () da
i # j. Om detta inte &r fallet maste man anta att om V; N V; # () sa finns det for varje = € V;
och y € Vj ettindex k sa att x,y € V}, for eftersom det finns ett z € V; NV giller x ~ z och
z ~ y vilket betyder, om ~ &r transitiv, att x ~ y.

(Om nu V; N'V; med i # j sa skulle det vara fornuftigt att ersitta bida méngderna med
Vi UV}, men det dr en annan sak.)




