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Teori for dessa uppgifter finns ocksa i Biggs: 1, 2, 3, 4.2, 4.3 och Rosen: 1, 3.2

I1. Antag att A och B ir delmingder i mingden . Ar det sant att
B=0 «+ (AnBY)UB=(AUB)NB°

dir B¢ = Q \ B? Motivera ditt svar.

Ledning: Antag forst att B = () och kontrollera om méingderna pa hoger sida dr lika (dvs.
forenkla bada uttrycken). Om detta inte &r fallet dr pastaendet inte sant och saken ar klar. I annat
fall skall du kontrollera vad som hiinder om B # (), och det ricker i detta fall att kolla huruvida
ett element x € B hor till bada mingderna (A N B°) U B och (A U B) N B°. (Kom ihag att
P <+ @ dr sant om och endastom P — () och!P — 1().)

Losning: Om B = () si dr B¢ = Q och eftersom A C Q giller
(ANBYUB=(ANQ)UD=A
och
(AUB)NB = (AUuD)NQ=ANN=A4,
sdatt (ANB°)UB = (AUB)N B
Om B # () sa finns det ett element = € B. Eftersom = € B sa giller z € (AN B°)U B men
x ¢ Bsaattx ¢ (AUB)N B¢ Detta innebér att da B # () sd ér (AN B)UB # (AUB)N B°.
Saledes giller pastaendet.

I2. Visa med hjilp av induktion att

1-3+3-5+...+@2n—1)2n+1)=-(4n*+6n—-1), n>1.

w| 3

Losning: Pastiendet P(n) dralltsd att 1-34+-3-54...4+(2n—1)(2n+1) = 2(4n*+6n—1) och
ng=1.Ddn =1péstasalltsdatt 1 - 3 = £(4-1+6-1 — 1) vilket &r detsamma som att 3 = §
vilket stimmer. Om nu P (k) dr sant har vi 1-343-5+4...+ (2k—1)(2k+1) = £(4k* + 6k —1)
och da far vi

1-3+3-54+...+2k-1)2k+1)+2Fk+1) -1)2Kk+1)+1)

~—~

k
= §<4k2 + 6k — 1) + (2k 4+ 1)(2k + 3).
Om vi startar fran det vi vill visa att detta uttryck ar far vi

kE+1

k 1 k
: (4(k+1)*+6(k+1)—1) = §(4k2+6k—1)+§(4k2+8k+4+6k+6—1)+§(8k+4+6)

k 1
= g(4/<:2+6/<:— 1)+ g(12162+24k;+9) = —(4k* + 6k — 1) + (4k* + 8k + 3)

W =
—~

(4k* 4+ 6k — 1) + (2k + 1)(2k + 3),

W



och vi ser att ocksa P(k + 1) dr sant. Med hjilp av induktionsprincipen far vi nu pastaendet.

I3. Lat a och b vara tva satser eller pastenden. Forklara varfor satsen
(a—0)|(b—a)

ar en tautologi, dvs. dr sann oberoende av om a och b ér sanna eller falska. Ge ett exempel pa
tolkningar av a och b sa att man av pastaendet “om «a sa b eller om b sa a” ser att implikationen
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— inte alltid motsvarar vad man i dagligt tal avser da man sdger “om .... sa ....”.

Losning: Uttrycket (a — b) | (b — a) kan ocksa skrivas som (la | b) | (!0 | a). Om a &r sant
ar (1b | a) sant och ddremd hela satsen. Om « ir falskt dr (la | b) sant och ddrmed ocksa hela
satsen.

Ett exempel pa tolkningar kunde vara// om ”Amalia far till Stockholm” sa regnar det i
Spanien” eller om “det regnar i Spanien” sa “’far Amalia till Stockholm”,
vilket inte later sdrskilt fornuftigt.

I4. Uttryck foljande satser pa svenska och avgor vilka som dr sanna och vilka falska (utan
desto mera motiveringar).

() Ve((r €Z) —» (r—1€2))

(b) Vy € Z(Fz € Z(y = 2?))

© (reR)=(x>0—-FeRy>0&y<a)).

Ledning: Hér dr Z méngden heltal och R méngden av reella tal.

Losning: (a) ”For alla x géller att om z dr ett heltal sa dr = — 1 ett heltal” eller kortare ” for alla
heltal x dr ocksa x — 1 ett heltal”. Detta pastaende &r (naturligtvis) sant.

(b) For alla heltal y finns det ett heltal x sa att y dr kvadraten av 2. Detta pastaende &r
falskt.

(c) ’Om z dr ett reellt tal sa giller att om x &r positivt sa finns det ett reellt tal y sa att y &r
positivt och y dr mindre dn z”.

I5. Ge ett exempel pa en midngd med ett “forsta” element o, en “efterfljarfunktion” S(x)
definierad i denna méngd och likhet == si att de tva forsta av Peano’s axiom dr uppfyllda, dvs.
o Va(vVy((S(z) == S(y)) = (z ==y)))
o Vu(/(5(z) ==0))
och si att dessutom giller Vz(!(x == 0) — (Jy(r == S(y)))) men induktionsaxiomet inte
giller.

Losning: Vi viljer miangden M sa att den &r en delméngd av R (mingden av reella tal), det
forsta elementet o kan vara 0 och efterfoljarfunktionen S kan viljas sd att S(z) = = + 1.
Da kommer det andra axiomet att gilla. For att det forsta axiomet ocksa skall gilla sa maste
{-=1,-2,-3,...} € R\ M, dvs. inget negativt heltal kan hora till M. De naturliga talen
No = {0,1,2,3,...} maste vara en delméngd i M eftersom 0 € M. Men ocksa alla reella tal
som inte &r heltal kanocksa hora till M som alltsa kan viljas sa att

M:{xeR:x¢{—1,—2,—3,...,}}.



For att se att induktionsaxiomet inte géller kan vi definiera predikatet P s att P(x) dr sant
for alla x € Ny men P(z) ér falskt dd = € M \ Ny. . Da dr P(o) sant och Vo P(x) — P(S(x)))
dr ocksa sant, men VP (z) dr inte sant vilket innebér att induktionsaxiomet inte géller.




