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1 Matemaattisista ohjelmistoista

Insin6ori haluaa aina parhaat tyokalut. Tekniikan ylioppilas opiskelee matematiik-
kaa saadakseen evait oman alansa erityisongelmien ratkaisuun. Tyokalujen kehitys
— taulukot, laskutikku, laskin, tietokone — on johtanut paradoksaaliseen tilantee-
seen, missa Teemu Teekkari tarvitseekin syvéllistda ymmarrysta laskinlaitteiden ja
matemaattisten ongelmien riippuvuuksista pelkdn laskurutiinin sijaan.
Matemaattiset ohjelmistot voidaan karkeasti jakaa kahteen luokkaan, symbolisiin
ja numeerisiin. Jaon perusta on ohjelmiston kyky manipuloida lausekkeita, kuten
esimerkiksi integroida lauseke suljetussa muodossa, symboliset ohjelmat pystyvét,
numeeriset eivat. Matematiikan peruskurssissa BTT1 opetuksessa kaytetadn sym-
bolisena ohjelmistona Maplea ja numeerisena MATLABia.

Ohjelmien opettelu ja kdytto on suositeltavaa. Jokainen opiskelija asettaa itse omat
tavoitteensa, mutta on mahdollista, ettd osa kotitehtdvistd on tehtdva koneella.

1.1 Symboliset ohjelmistot

TKK:lla kdytetadn opetuksessa ainakin kolmea symbolista ohjelmistoa:
e Maple

e MATHEMATICA

e MathCAD

Naisté vaihtoehdoista Maple ja MATHEMATICA soveltuvat laajojen kokonaisuuk-
sien hallintaan, kun taas MathCAD toimii "alykkddnd paperina' ja on tarkoitettu
perinteisen "kyné ja paperi'-laskun korvaajaksi.

Kurssin ohjelmistovalinta perustuu seké oppikirjojen kirjoittajien etta kurssin luen-
noitsijan mieltymyksiin.

1.2 Numeeriset ohjelmistot

MATLAB on yleisin kdytossa oleva numeerinen ohjelmisto. Useilla tekniikan aloil-
la se on de facto standardi. Useissa erikoisalojen oppikirjoissa algoritmiesimerkit
esitetddn MATLABIn esitysmuodossa.

Ohjelmistot ovat hyvin laajoja, tédydellisia ohjelmointiymparistojéa. Vilkkuva kursori
ruudulla aiheuttaa helposti ahdistusta. Mutta, on hyvi muistaa etta kaikkea ei voi
oppia heti ja ettd ohjelmistojen todellinen arvo ei ole niinkdén siiné, paljonko ne
auttavat matematiikan opiskelussa, vaan siind paljonko aikaa sdastyy oman alan
ongelmanratkaisussa opiskelun edetessa pidemmalle.



2 Maple ATK-keskuksen ympaéristossa

Oletetaan nyt, ettd lupa-asiat ovat kunnossa ja ettd koneiden peruskaytto on tuttua.
Lisaksi oletetaan, etté kiaytto tapahtuu jonkinlaisessa UNIX-ymparistosséd, minka ei
pitaisi olla ongelma Windows-kéyttéajille, silla erot ovat hyvin pienet.

Maple on tarjolla kahtena eri versiona, jotka eroavat kayttotavan mukaan.

2.1 Tyoarkki

Kéyton opettelussa mukavampi vaihtoehto on ns. tydarkkiversio. Se kdynnistyy ko-
mennolla

xmaple

Maple varaa ruudulta oman tilansa, jonka sisalla voi olla yhtaaikaa useita tyoarkkeja.

2.2 Komentotiedosto

Usein helpompi tapa on yksinkertaisesti kirjoittaa komennot tavallisella editorilla
erilliseen komentotiedostoon ja suorittaa komennot komentorivilta.

maple

Tamaé tyoskentelytapa soveltuu parhaiten silloin, kun tietda mité on tekeméssa.



3 Maple

Tassa luvussa kasitellaan perusteita, joiden avulla ainakin tehokas laskinkéaytto seka
kurssikirjojen esimerkkien l&dpikdynti onnistuu kyynelitta. Maplen kehote on "suu-
rempi kuin"-merkki (>). Allaolevissa esimerkeissé on annettu vain kdyttdjan antamat
syOtteet. Syote suoritetaan vain, jos se on kirjoitettu oikein ja padttyy rivinvaihtoon.

3.1 Manuaali

Maplen sisédinen manuaali on kattava. Tyoarkkiversiossa on manuaalille oma valikko,
mistd voi valita esimerkiksi erilaisia hakuvaihtoehtoja. Valitettavasti manuaalia on
helpoin kdyttda vasta, kun tietdd mitéa etsii. Jos komennon eteen liitetdan kysymys-
merkki, ?plot, Maple avaa kyseisen komennon manuaalin. Kaksi kysymysmerkkia,
77, vie manuaalin alkuun.

—— Manuaali
7plot

°7

3.2 Ymparisto

Maplea voi kdyttaa tavallisena funktiolaskimena.

— Laskin

1+ 1;
sin(2.3);

sqrt (4);
sin(1);
evalf(sin(1));

Huomaa, ettd puolipiste (;) kertoo Maplelle, ettd lauseke on suoritettava eli eva-
luoitava. Maple pyrkii aina sailyttaméan symbolisen esityksen ja niinpa lauseketta
sin(1) ei evaluoida numeerisesti ellei sita erikseen pyydeta evalf-funktiolla.
Kaksoispiste (:) eroaa puolipisteestéd siind, ettd lausekkeen arvoa ei kaiuteta eli
nédytetd ruudulla. (Ta4ma on todella hyva muistaa jatkossa!) Maple kuitenkin muistaa
suoritetun lausekkeen arvon, vaikka sitd ei ruudulla ndkyisikaan. Edellisen (ajassa)
suoritetun lausekkeen arvoon voi viitata prosentilla (%). Kaksi prosenttia vie kahden
suorituksen paahén jne.



—— Kaiutus

2 + 2:
hs

Komentoja voi tietenkin kirjoittaa yhdelle riville useita, mutta pitkédn paalle paras
tapa on kirjoittaa komento per rivi luettavuuden takia.

2+ 2: % *x 4;

Maple-istunnon aikana suoritetut laskutoimitukset tapahtuvat Maplen yllapitamas-
sd, ymparistossa. Ympariston asetukset ovat voimassa, kunnes ohjelman suoritus
katkaistaan tai laskentaympaéristd uudelleen kaynnistetaan komennolla restart.

——— Uudelleen kaynnistys
restart:

Maplen ymparistosséa voi olla paitsi kayttdjan laskutoimitusten arvoja, myos intun-
non aikana luotuja muuttujia ja funktioita. Funktioita voi myos koota kirjastoihin
ja kayttad niitd uudelleen seuraavissa istunnoissa.

3.3 Muuttujat

Lausekkeiden arvoja voi sijoittaa nimettyihin muuttujiin. Sijoitusoperaattori on :=.

—— Muuttujan arvon asettaminen

1;
sin(Pi);

S

Muuttujien nimien valinnassa on hyva miettia kdyttotarkoitusta. Jos aikoo joskus
palata tyoarkin pariin, on hyvé antaa muuttujille nimet, joiden merkitys on riittavan
selked myos jonkin ajan kuluttua.

Tottumista vaatii Maplen ns. tdysevaluaatio eli sijoitusketjun lapikdyminen mahdol-
lisimman pitkélle. Esimerkiksi

a := 2;
b :=
a := 4;
'b.

)



d := c;
c := 4;
d;

Maple etsii ensimmaisessa tapauksessa b:lle a:n arvon 2, mutta toisessa esimerkissé
d:n arvo onkin symbolin ¢ arvo, aina.
Muuttujan arvon voi poistaa ympaéristosta seuraavasti:

—— Muuttujan poistaminen

a = 'a';

Muuttujiin voi sijoittaa myos lausekkeita. Seuraava esimerkki laskee polynomin de-
rivaatan diff-komennolla. Huomaa, ettéd jos x:114 on jo jokin arvo, tdysevaluaation
mukaisesti lauseke voikin saada jonkin muun arvon kuin on tarkoitus. Kokeile!

f :=x74 + axx + d;
diff(f, x);

Muutuja voi myos viitata ns. tietorakenteeseen. Maplen nelja perustietotyyppia ovat
jono, lista, joukko ja hajautustaulu. Lista on yleisimmin vastaan tuleva.

lista := [1,3,3,5,7];
joukko := {1,3,3,5,7};

Tietorakenteiden syvempi ymmaéartaminen on tarpeen vain, jos kirjoittaa ei-triviaa-

leja ohjelmia.

3.4 Funktiot

Maplessa on mahdollista méaritellda myos funktioita. Maaritellaén funktio, joka deri-
voi argumenttinsa x:n suhteen ja kaytetdan sitd saman tien kahdesti — ensin suoraan
lausekkeeseen ja sitten muuttujaan talletettuun lausekkeeseen.

—— Funktio

derivate := (arg) -> diff(arg, x);
derivate(x~3 + 3%*x);

f = x73 + 3*x;

derivate(f);

Jos argumentteja on useita, argumentit on maariteltava sulkujen avulla, yhden ar-
gumentin tapauksessa sulut voi jattaa pois.



Lausekkeet ja funktiot ovat erilaisia. Maédritelladn sama polynomi kahdesti ja eva-
luoidaan se pisteessa 1.

poly := (x) —> (x + 3)72;
poly(1);

p = (x +3)72;

subs(x=1, p);

Riemastuttavaa on se, etta lausekkeen voi tarvittaessa muuttaa funktioksi unapply-ko-
mennolla. Jatketaan edellistéd esimerkkia.

—— Lausekkesta funktioksi

poly2 := unapply(p, x);
poly2(1);

3.5 Ohjelmointi

Maple sisaltaa erittain rikkaan ohjelmointiympariston. Téassa emme suinkaan mene
hienouksiin, vaan tyydymme esittdméédn, miten funktiot voi kirjoittaa aliohjelmina.
Aliohjelma eroaa funktiosta ldhinna siind, etté aliohjelman sisélla voidaan méaritell&
sisaisia muuttujia, joiden arvot ovat kaytettavissa aliohjelman suorituksen ajan.

—— Aliohjelma

derivateProc := proc(fun)
return diff (fun, x);
end;

Lisédtaan derivaattaan aliohjelman argumentin nelio. Méaritelldan aliohjelman sisai-
nen eli lokaali muuttuja sq, johon vélitulos tallennetaan.

derivateProc2 := proc(fun)
local sq;
sq := fun™2;

return diff(fun, x) + sq;
end;

Aliohjelman voi tallettaa tiedostoon ja lukea myohemmin uuteen istuntoon ilman
uudelleenkirjoitusta.



—— Aliohjelman talletus ja luku

save(derivateProc2, “aliohjelma.mpl-);
read(“aliohjelma.mpl~);

Peruskéaytosséa funktioilla selviaé pitkélle.

3.6 Kirjastot

Kaytettavissd olevat valmiit rutiinit on jaettu kahteen osaan: ytimessa olevat, aina
saatavilla olevat komennot ja tarvittaessa ladattavat rutiinit. Maplea voi laajentaa
ns. kirjastoilla, joita on jo perusversiossa mukana lukuisia. Erityisesti monet grafii-
kan ja lineaarialgebran kirjastot tulevat varmasti tutuiksi.

Kirjastot ladataan komennolla with. Mukavan avaruuskédyran voi piirtda vaikkapa
seuraavasti.

—— Kirjaston lataus

with(plots):
spacecurve([cos(t),sin(t),t], t=0..4%Pi);

Jos koko kirjastoa ei halua ladata, voi rutiiniin viitata suoraan:

plots[spacecurve] ([cos(t),sin(t),t], t=0..4%Pi);

3.7 Piirtaminen

Maplen piirto-ominaisuudet ovat hyvin kehittyneet. Peruspiirtorutiinien lisédksi plots-kir-
jasto tarjoaa useita erikoistarkoituksiin sopivia komentoja. Useat komennoista jaka-

vat samat ohjauskomennot, joten varmasti hyodyllisié sivuja ovat ?plot [options]

ja ?plot3d[options].

Keskeisimmét kuvaajatyypit ovat

o kiyra

e parametrisoitu kayré
e pinta

e tasa-arvokayra

Katsotaan lopuksi esimerkit eri tyypeistd. Aluksi on aina piirrettdva sini-funktio.
Monta kuvaajaa voi yhdistaé laittamalla funktiot hakasulkeisiin.



—— Kayra

plot(sin(x), x=-Pi..Pi);
plot([sin(x), cos(x)], x=-Pi..Pi);

Parametrisoidusta kédyrastd kay hyvin ympyra. Huomaa, ettd kuvaaja skaalataan
automaattisesti, ja ympyra nayttaéd ellipsiltd. Optio scaling=constrained jéttaa
mitoitukset rauhaan.

—— Parametrisoitu kayra

plot([cos(t), sin(t), t=0..2xPil);
plot([cos(t), sin(t), t=0..2%Pi], scaling=constrained);

Pinnan piirto onnistuu my6s. On hyvd muistaa, ettd pintojen ja tasa-arvokayrien
kuvaajien laatu riippuu usein valitusta hilakoosta, grid=[.,.].

— Pinta

plot3d(sin(x)*sin(y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi);
plot3d(sin(x)*sin(y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi, grid=[30,30]);

—— Tasa-arvokayra

plots[contourplot] (sin(x)*sin(y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi);
plots[contourplot] (sin(x)*sin(y), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi, grid=[30,30]);



