likka Mellin
Todennakoisyyslaskenta

Osa 3: Todennakoisyysjakaumia

Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

>> Johdanto
r’-jakauma
F-jakauma
t-jakauma
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Johdanto
Jakaumien maaritteleminen

normaalijakauman avulla

« Useat tilastotieteen keskeiset todennikoisyysjakaumat
voidaan maddritelld normaalijakauman avulla.

 Tallaisia ovat esimerkiksi y*-, F- ja t-jakaumat, joilla on
keskeinen rooli otosjakaumien teoriassa, estimoinnissa ja
testauksessa (ks. monisteen Tilastolliset menetelmat lukuja

Otokset ja otosjakaumat, Estimointi ja Tilastollinen testaus).

« Tarkastelemme seuraavien jakaumien maarittelemista ja
ominaisuuksia:

—  Y*-jakauma
—  F-jakauma

— t-jakauma

TKK (c) likka Mellin (2007)



Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Johdanto
>> y?-jakauma

F-jakauma

t-jakauma

TKK (c) likka Mellin (2007)



r’-jakauma
r?-jakauman maaritelma 1/2

 OlkootX;,i=1,2,...,nriippumattomia, standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1) (ks. lukua Jatkuvia jakaumia)
noudattavia satunnaismuuttujia.

. Tillsin
X ~N(0,1),i=12,...,n
X, X, X, L

TKK (c) likka Mellin (2007)



r’-jakauma
r’-jakauman maaritelma 2/2

 QOlkoon

X = Zn:Xf
i=1

N(0,1)-jakautuneiden, riippumattomien satunnais-
muuttuyjien X, , i =1, 2, ... , n neliosumma.

 Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa y*-jakaumaa
(Khiin nelio -jakaumaa) n:11a vapausasteella.

 Merkinta:
X~y (n)

TKK (c) likka Mellin (2007)



r’-jakauma
r’-jakauman vapausasteet

« y’-jakauman vapausasteiden lukumaéara » viittaa
yhteenlaskettavien lukumddrddn y*-jakauman
maarittelevassa neliosummassa.

* Vapausasteiden lukumaééara n on }?-jakauman muodon
maaraava parametri.

TKK (c) likka Mellin (2007)



r’-jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

« Olkoon X ~ p*(n).
* Odotusarvo:
E(X)=n
* Varianssi ja standardipoikkeama:

Var(X)=D*(X)=2n
D(X)=~2n

TKK (c) likka Mellin (2007)



r’-jakauma
Tiheysfunktion kuvaaja

 Kuva oikealla esittia
*-jakauman

x(n)
tiheysfunktiota valilla [0, 10], kun
vapausasteiden lukumaaralla » on
seuraavat arvot:

i n=1
(i) n=2
(i) n=>5

o Jakauman odotusarvo:
E(X)=n

TKK (c) likka Mellin (2007)



r’-jakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia

¥’-jakauman tiheysfunktio f{x) on positiivinen kaikille
positiivisille argumentin arvoille:

fx)>0,x>0
Jos vapausasteiden lukumaara

n=1,2
niin titheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille x = 0.
Jos vapausasteiden lukumaara

nz3

niin titheysfunktio on yksihuippuinen ja silla on maksimi
jossakin pisteessa x > 0.

TKK

(c) llkka Mellin (2007) 10



r’-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

r’-jakaumasta 1/2

« Todennikoisyydet voidaan maarita y*-jakaumasta
jakauman kertymdfunktion avulla.

Olkoon X ~ »*(n).

Olkoon satunnaismuuttujan X kertymdfunktio
Feox s ) = Pr(X <)

Huomautus 1:

Merkinndlld F, (x ; n) on haluttu korostaa y*-jakauman
riippuvuutta sen vapausasteiden lukumaarasta n.

Huomautus 2:

Koska y*-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei osata
esittad suljetussa muodossa, jakauman kertymiafunktion arvojen
maidrdamisessa on kaytettava jotakin numeerista menetelmdd.

TKK (c) likka Mellin (2007) 11



r’-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

r’-jakaumasta 2/2

» Kaikkien y’-jakaumaan liittyvien tapahtumien
todenndkoisyydet saadaan todennakoisyyksista

Pr(X < x) = F(x 5 n)

todenndkoisyyslaskennan laskusddntojen avulla.

o Esimerkiksi
Pra< X <b)=F.,(b) - Fy(a)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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r’-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen
r?-jakaumasta: Taulukot 1/2

’-jakauman taulukot sisaltavat tavallisesti argumentin
x arvoja taulukoituna useille vapausasteiden lukumddrille
n, mutta vain muutamille kertymdfunktion F,; arvoille.

Siten taulukot mahdollistavat seuraavan tehtivan
ratkaisemisen (taulukkokohtaisin rajoituksin):

Maaraa x, kun fodenndkoisyys
Pr(X < x) = Fy,(x 5 1)
on annettu.

TKK
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r’-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

r’-jakaumasta: Taulukot 2/2

« Koska p?-jakaumaa kaytetdan tavallisesti viliestimoinnin
tai festauksen yhteydessd, y*-jakauman taulukoihin on
yleensd taulukoitu sellaisia argumentin x arvoja, jotka
vastaavat todennakoisyyden

Pr(X<x)=Fg{x; n)
komplementtitodenndkoisyyttd
p=Pr(X2x)=1 - Fp,(x;n)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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r’-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

r’-jakaumasta: Esimerkki

 Kuva oikealla esittaa

x*-jakauman 0.12 Al
x(10) 01 -
tiheysfunktiota valilla [0, 35]. 0.08 {0.
* ¥’-jakauman taulukoista 0.06
saadaan:

. 0.04 -
Alueen A4 pinta-ala

=Pr(3.940 < X <18.307)

0.02

= F,, (18.307;10)

—F,, (3.940;10)
=0.95-0.05
=0.9

3.940 18.307

TKK (c) likka Mellin (2007)



r’-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

r’-jakaumasta: Ohjelmat

* Olkoon X ~ ¥*(n).
* Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien

tehtdvien ratkaisemisen ilman )’-jakauman taulukoiden
asettamia rajoituksia:

(1) Maaraa todennakoisyys
Pr(X <x) = F,(x ; n)
kun x on annettu.
(11) Maaraa x, kun todennikoisyys
Pr(X<x)=Fg{x; n)
on annettu.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Johdanto

r’-jakauma
>> F-jakauma

t-jakauma

TKK (c) likka Mellin (2007)
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F-jakauma
F-jakauman maaritelma 1/2

* OlkootY,,i=1,2,...,mjalX,,i=1,2,...,n
riippumattomia, standardoitua normaalijakaumaa N(0,1)
(ks. lukua Jatkuvia jakaumia) noudattavia satunnaismuuttujia.

« Talloin
Y ~N(@,1),i=12,....m, X. ~N(0,1),i=1,2,...,n
v,Y,,...,Y . X,X,,....X L
ja edelleen

Y=ZlYf ~ 1 (m), X:;sz ~ 7' (n)

Y1l X

TKK (c) likka Mellin (2007) 18



F-jakauma
F-jakauman maaritelma 2/2

 QOlkoon
Ly
Fom :n.Y
IX m X
. n
jossa

Y~ (m), X ~x'(n),Y LX
« Talloin satunnaismuuttuja F noudattaa (Fisherin) F-
jakaumaa m:lla ja n:lla vapausasteella.

 Merkinta:
F ~ F(m, n)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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F-jakauma
F-jakauman vapausasteet

« [-jakauman vapausasteiden lukumaarista ensimmdinen (m)
viittaa yhteenlaskettavien lukumddrddn F-jakauman
maarittelevan lausekkeen osoittajassa.

« [-jakauman vapausasteiden lukumaarista foinen (n)
viittaa yhteenlaskettavien lukumddrddn F-jakauman
maarittelevan lausekkeen nimittdjdssa.

* Vapausasteiden lukumaarat m ja n ovat F-jakauman
muodon maariavia parametreja.

TKK (c) likka Mellin (2007) 20



F-jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

* Olkoon F' ~ F(m, n).
 (Odotusarvo:

n

E(F) = ,n>2

n—2
* Varianssi ja standardipoikkeama:
2 —
2n (m+2n 2) >4
m(n—2)"(n—4)

D(F):\/2n2(m+n—2) .y
mn—2)"(n—4)"

Var(F)=D*(F) =

TKK (c) likka Mellin (2007)
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F-jakauma
F-jakauman ominaisuuksia

 QOlkoon
F~ F(m, n).

e Talloin myo6s 1/F on F-jakautunut, mutta vapausastein
nja m:

|
—~F(n,m
7 (n,m)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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F-jakauma
Tiheysfunktion kuvaaja

 Kuva oikealla esittia
F-jakauman

F(m, n)
tiheysfunktiota valilla [0, 4], kun
vapausasteiden lukumaarilla m
ja n on seuraavat arvot:

1 m=10,n=40
1) m=40,n=10
(i11) m=40,n=40

e Jakauman odotusarvo:

E(F)=""

,n>2
n—2

TKK (c) likka Mellin (2007) 23



F-jakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia

« [-jakauman tiheysfunktio f(x) on positiivinen kaikille
positiivisille argumentin arvoille:

fx)>0,x>0
* Jos osoittajan vapausasteiden lukumaara
m=1,2
niin titheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille x = 0.
 Jos osoittajan vapausasteiden lukumaara
mz=3

niin titheysfunktio on yksihuippuinen ja silla on maksimi
jossakin pisteessi x > 0.

TKK (c) likka Mellin (2007) 24



F-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

F-jakaumasta 1/2

* Todenndkoisyydet voidaan maarata F-jakaumasta
jakauman kertymdfunktion avulla.

Olkoon F' ~ F(m, n).

Olkoon satunnaismuuttujan F kertymdfunktio
Fix;m, n)=Pr(f<x)

Huomautus 1:

Merkinnélla F(x ; m, n) on haluttu korostaa F-jakauman
riippuvuutta sen vapausasteiden lukumaarista m ja n.

Huomautus 2:

Koska F-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei osata
esittdd suljetussa muodossa, jakauman kertymiafunktion arvojen
madrdamisessa on kaytettava jotakin numeerista menetelmda.

TKK (c) likka Mellin (2007) 25



F-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen
F-jakaumasta 2/2

» Kaikkien F-jakaumaan liittyvien tapahtumien
todenndkoisyydet saadaan todennakoisyyksista

Pr(F<x)=Fdx;m,n)

todenndkoisyyslaskennan laskusddntojen avulla.

 Esimerkiksi
Pr(a< F<b)=F.(b)—F.(a)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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F-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:
Taulukot 1/4

« [F-jakauman taulukot sisaltavat tavallisesti argumentin
x arvoja taulukoituina useille vapausasteiden lukumddrille
m ja n, mutta vain muutamille kertymdfunktion F. arvoille.

 Siten taulukot mahdollistavat seuraavan tehtivan
ratkaisemisen (taulukkokohtaisin rajoituksin):

Maiiraa x, kun todennakoisyys
Pr(F<x)=Fdx;m,n)
on annettu.

TKK (c) likka Mellin (2007) 27



F-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:

Taulukot 2/4

« Koska F-jakaumaa kaytetaan tavallisesti vdliestimoinnin
tai festauksen yhteydessa, F-jakauman taulukoihin on
yleensa taulukoitu sellaisia argumentin x arvoja,
jotka vastaavat todennakoisyyden

Pr(FF<x)=Fdx;m,n)
komplementtitodenndkoisyyttd
p=Pr(F=x)=1—-Fdx;m,n).

TKK (c) likka Mellin (2007) 28



F-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:
Taulukot 3/4

* Monet F-jakauman taulukot sisiltavat todennakoisyyksia
p=Pr(Fzx)=1-Fudx;m,n)
vastaavia argumentin arvoja vain, kun p on “pieni”.

o “Suuriin” p:n arvoihin liittyvat argumentin x arvot saadaan
talloin kayttamalla hyvaksi sita, ettd 1/F ~ F(n, m).

e Olkoon
F,,~F@m,n) ja p=Pr(F,  <a)
F,,~Fmn,m)ja p=Pr(F,, 2b)
» Talloin

a—=——

b

TKK (c) likka Mellin (2007) 29



F-jakauma

Todennakoisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:

Taulukot 4/4

* Oletukset:
F,.,~F(m,n)
F, .~ F(n,m)
p=Pr(F,, <a)
=Pr(F,,, 2b)
« Viite:

a—=-—

b

» Perustelu:
Todetaan ensin, etti
p=Pr(F, A <a)
=Pr(l/F, , 21/a)
=Pr(F,, 21/a)
Koska oletliksen mukaan
p=Pi(F,, 2b)
niin
b=1/a

TKK
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F-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:
Esimerkki

. vaa oikealla esittaa F(10, 60)
F-jakauman 1
F(10, 60) 0.8 |0.05
tiheysfunktiota valilla [0, 4].
« F-jakauman taulukoista saadaan: e
Alueen A4 pinta-ala 0.4
= Pr(0.3815 < F <1.993) o2 | | 4799 0.05
= F(1.993;10,60) . | |
—F.(0.3815;10,60) 0 , 1 2 3
=0.95-0.05 | |
0.3815 1.993
=0.9

TKK (c) likka Mellin (2007)



F-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen F-jakaumasta:
Ohjelmat

* Olkoon F' ~ F(m, n).

» Useat tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien
tehtdvien ratkaisemisen ilman F-jakauman taulukoiden
asettamia rajoituksia:

(1) Maaraa todennakoisyys
Pr(FF<x)=Fdx;m,n)
kun x on annettu.
(11) Maaraa x, kun todenniakoisyys
Pr(FF<x)=Fdx;m,n)
on annettu.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Johdanto

r’-jakauma

F-jakauma
>> t-jakauma

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-jakauma
t-jakauman maaritelma 1/2

 OlkootYjalX.,i=1,2,...,nriippumattomia,
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) (ks. lukua Jatkuvia
jakaumia) noudattavia satunnaismuuttujia.

« Talloin
Y ~N(0,D), X, ~N(@,1),i=1,2,...,n
Y, X, X,,....,X, L
ja edelleen

X = ZXiz ~ 1" (n)
i=1

Y1lX

TKK (c) likka Mellin (2007) 34



t-jakauma
f-jakauman maaritelma 2/2

* QOlkoon
Y
‘= |
- X
n
jossa

Y ~N@,1), X~y (n),Y LX
« Talloin satunnaismuuttuja ¢ noudattaa Studentin -
jakaumaa n:11a vapausasteella.

 Merkinta:
t ~t(n)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-jakauma
t-jakauman vapausasteet

t-jakauman vapausasteiden lukumaira » viittaa
yhteenlaskettavien lukumddrddn t-jakauman maarittelevan
lausekkeen nimittdjdssd.

Vapausasteiden lukumaiéara n on #-jakauman muodon
maaraava parametri.

TKK
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t-jakauma
Odotusarvo, varianssi ja standardipoikkeama

* Olkoon ¢~ «(n).
* Odotusarvo:
E(1)=0,n>1
* Varianssi ja standardipoikkeama:

Var(t) = D*(t) =

,n>2
n—2

D(?) = ,n>2

n—?2

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-jakauma
Tiheysfunktion kuvaaja

Kuva oikealla esittaa
t-jakauman

H(n)
tiheysfunktiota valilla [—4, +4],
kun vapausasteiden lukumaaralla
n on seuraavat arvot:

1 n=1

(1) n=3

(111) n=100

Jakauman odotusarvo:
E(t)=0,n>1

Kuvaan on piirretty myos

standardoidun normaalijakauman

N(0,1) tiheysfunktion kuvaaja.

0.5

t(n) ja N(0,1)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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t-jakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 1/2

t-jakauman tiheysfunktio f(x) on kaikkialla positiivinen:
f(x) > 0 kaikille x
Tiheysfunktio on yksihuippuinen.

Tiheysfunktio saa maksimiarvonsa pisteessa 0.

Tiheysfunktio on symmetrinen pisteen x = 0 suhteen:
A(— x) = f(+ x) kaikille x

TKK (c) likka Mellin (2007) 39



t-jakauma
Tiheysfunktion ja sen kuvaajan ominaisuuksia 2/2

* t-jakauman tiheysfunktio muistuttaa standardoidun
normaalijakauman N(0,1) tiheysfunktiota, mutta on sita
paksuhdntdisempi.

* t-jakauman tiheysfunktio muistuttaa standardoidun
normaalijakauman N(0,1) tiheysfunktiota sitd
voimakkaammin mitd suurempi on vapaus-
asteiden lukumddrd n (ks. tarkemmin >).

TKK (c) likka Mellin (2007) 40



t-jakauma
t-jakauma ja F-jakauma

Olkoon ¢ ~ (n).
Talloin

t* ~F(1,n)
Olkoon F' ~ F(1, n).
Talloin

JF ~ t(n)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-jakauma
f-jakauma ja normaalijakauma 1/2

* t-jakauma ldhestyy standardoitua normaalijakaumaa, kun
vapausasteiden lukumaara n kasvaa.

* Olkoon ¢~ t(n).
« Talloin

lim Pr(¢ < z) = ®(z)

n—>+oo

missa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertymdfunktio.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-jakauma
f-jakauma ja normaalijakauma 2/2

Koska #-jakauma ldhestyy vapausasteiden lukumairan

n kasvaessa standardoitua normaalijakaumaa N(0,1),
voidaan #-jakaumaan littyvat todennakoisyydet maarata
suurilla vapausasteiden luvuilla standardoidun
normaalijakauman avulla.

Normaalijakauma-approksimaatio t-jakaumalle on
kohtuullinen jo, kun n = 30, ja riittiva useimpiin
tarkoituksiin, kun n > 100.

Esimerkki:

Edella esitetyssa kuvassa ei #(100)- ja N(0,1)-jakaumien
tiheysfunktioiden kuvaajia pysty erottamaan toisistaan (ks. <).

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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t-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

t-jakaumasta 1/2

* Todennidkoisyyksien madrdaminen #-jakaumasta voidaan
tehda jakauman kertymdfunktion avulla.

* Olkoon t ~ t(n).

* Olkoon satunnaismuuttujan ¢ kertymdfunktio
F(x;n)=Pr(t<x)

 Huomautus 1:

Merkinnélla F(x ; n) on haluttu korostaa #-jakauman
riippuvuutta sen vapausasteiden lukumaarasta n.

e Huomautus 2:

Koska t-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei osata
esittad suljetussa muodossa, jakauman kertymiafunktion arvojen
maidrdamisessa on kaytettava jotakin numeerista menetelmdd.

TKK (c) likka Mellin (2007) 44



t-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen

t-jakaumasta 2/2

* Kaikkien tapahtumien todennidkoisyydet saadaan
todennakoisyyksista

Pr(¢<x)=F/(x;n)
todenndkoisyyslaskennan laskusddntojen avulla.

 Esimerkiksi
Pr(a<t<b)=F (b)-F,(a)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen t-jakaumasta:

Taulukot 1/3

» t-jakauman taulukot sisaltavat tavallisesti argumentin
x arvoja taulukoituna useille vapausasteiden lukumddrille
n, mutta vain muutamalle kertymdfunktion F, arvolle.

 Siten taulukot mahdollistavat seuraavan tehtivan
ratkaisemisen (taulukkokohtaisin rajoituksin):

Maiarai x, kun todennakoisyys
Pr(¢<x)=F/(x;n)

On anncttu.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen t-jakaumasta:

Taulukot 2/3

« Koska t-jakaumaa kaytetdan tavallisesti vdiliestimoinnin
tai festauksen yhteydessa, -jakauman taulukoihin on
yleensa taulukoitu sellaisia argumentin x arvoja,
jotka vastaavat todennakoisyyden

Pr(¢<x)=F/x;n)
komplementtitodenndkoisyyttd
p=Pr(tzx)=1-F(x;n)

TKK (c) likka Mellin (2007)
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t-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen t-jakaumasta:

Taulukot 3/3

* Monissa #-jakauman taulukoissa on taulukoitu
todenndkoisyyksia

p=Pr(tzx)=1-F(x;n)
vain, kun x = 0.

e Talloin todennikoisyydet Pr(# £ —x) saadaan
soveltamalla 7-jakauman tiheysfunktion symmetrisyytta
pisteen x = 0 suhteen:

Pr(t<—-x)=1-Pr(t 2 -x)
=1—-Pr(z < x)
= Pr(¢ = x)
4

TKK (c) likka Mellin (2007) 48



t-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen t-jakaumasta:

EsimerkkKi

Kuva oikealla esittaa
t-jakauman

1(10)
tiheysfunktiota valilla [—4, +4].
t-jakauman taulukoista saadaan:
Alueen A pinta-ala
=Pr(—1.812<¢<+1.812)
=F (+1.812;10)
—F (-1.812;10)
=0.95-0.05
=0.9

0.5

£(10)

TKK

(c) llkka Mellin (2007)
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t-jakauma
Todennakoisyyksien maaraaminen t-jakaumasta:
Ohjelmat

* Olkoon ¢~ «(n).
* Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien

tehtdvien ratkaisemisen ilman #-jakauman taulukoiden
asettamia rajoituksia:

(1) Maaraa todennakoisyys
Pr(¢<x)=F/(x;n)
kun x on annettu.
(11) Maaraa x, kun todenniakoisyys
Pr(¢<x)=F/x;n)
on annettu.

TKK (c) likka Mellin (2007)
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