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1. Todista vaitteet:

(a) Involutiivisella Banach-algebralla voi olla vain yksi ekvivalentti C*-normi.
(b) C*-algebrahomomorfismi on aina jatkuva ja normiltaan 1.

(c) Injektiivinen C*-algebrahomomorfismi on isometria. (Vinkki: Gelfand-muunnos...)

Todistus.
(a) Jos z +— ||z|| on C*-normi, niin
plaz) "B |lz*z]| = |lall?,

eika spektraaliside riipu normista. On toki mahdollista, ettei involutiivisella Banach-
algebralla ole alkuperdisen normin kanssa ekvivalenttia C*-normia.

(b) Olkoon ® : A — B C*-algebrahomomorfismi. Nyt

le@F £ 0@ @) = p@@) e) = o))
L parn) =

joten ||@|| < 1. Koska ®(I4) = I, saadaan ||| = 1.

(c) Olkoon @ : A — B injektiivinen C*-algebrahomomorfismi, z € A. Olkoon C C A
alkion y = z*x virittdma C*-alialgebra; koska y*y = yy* (jopa y = y*), on C kom-
mutatiivinen. Siten ®(C) C B on kommutatiivinen %-alialgebra, jonka sulkeuma
D C B on kommutatiivinen C*-alialgebra (lukija todistakoon!). Méaritelldan

¢ : Spec(D) — Spec(C), h+— ho®|c.

(b)-kohdan mukaan ® on jatkuva, joten ¢ on jatkuva. Niinpd K := ¢(Spec(D)) on
kompakti. Oletetaan, ettd ¢ ei ole surjektio; on siis olemassa hy € Spec(C) \ K.
Urysohnin lemman nojalla on olemassa f, g € C'(Spec(C)), joille f|x =1, g(ho) =1
ja fg = 0. Jokaisella h € Spec(D) pétee

MR(f)) = (ho@lc)(f) = (6(h))(f) = f(&(h))
joten ®(f) on kidntyvé algebrassa D. Toisaalta ®(g) # 0, silld ® on injektio, joten

0=(0) =®(fg) = ©(f)®(9) # 0,

ristiriita. Taten ¢ : Spec(D) — Spec(C) on surjektio. Saadaan

19@)° = [|19(z) ()] = @)

(h)eK 1

Y

= sup |hp(®(a"2))| =  sup [(¢(hp))(z"z)|
hp€Spec(D) hp €Spec(D)

= sup  |he(z*z)|
h¢ €Spec(C)

C*
= |la"zl| = [l=II%,

joten ® on isometria [l



<. UlKOONn A BanacCil-algebra, O C A DbanacCn-allalgebdra jJa r © O. 10d1sta valltamat:

(a)
(b)
(c)

G(B) on suljettu ja avoin avaruuden G(A) N B osajoukko.
oa(z) C op(x) ja dog(z) C Do 4(x).

Jos C\ 04(x) on yhteniinen, niin o4(z) = op(x).

Todistus.

(a)

Toki pétee G(B) C G(A) ja G(B) C B, joten G(B) C G(A) N B. Koska G(B) on
avaruuden B avoin osajoukko, on G(B) avoin avaruudessa G(A) N B,

Ota sitten (2,), C G(B), jolle z, — z € G(A) N B. Tallsin (x,')>, C B
jaz,! = 2zt € A joten z ! € B, koska B on suljettu avaruudessa A. Téten
z € G(B), siis G(B) on suljettu avaruudessa G(A) N B.

Triviaalisti o4(x) C og(x). Ota sitten A € dog(z). Ota (A,)2, C C\ os(z), jolle
A, — A. Siis
GB)>\I—z—= M-z ¢ G(B);

(a)-kohdan mukaan G(B) on avaruuden G(A) N B suljettu osajoukko, joten on
oltava A\l —x & G(.A). Toisaalta (\,;)32, C C\og(z) C C\o(x), joten A € do4(x);
on todistettu, ettd dog(z) C o 4(x).

Topologisen avaruuden (X,7) osajoukko S on epdyhtendinen, jos on olemassa
UV € rsiten, ettdi S Cc UUV, UNV =0jaSNU #0#SNV; jos S ei
ole epédyhtendinen, se on yhtendinen.

Tiedetdén, ettd o4(x) C op(x). Oletetaan, ettd op(x) \ oa(x) # 0. Olkoon S :=
C\ou(z), U :=C\op(z)jaV :=0p(x)\ dog(x). Talloin U,V C C ovat avoimia,

unv = 0,

UUV = (C\og(x))U(og(x)\ dos(x)) = C\ dog(x)
B ¢\ do42)
D C\oulz) = S,

SNU = (C\oa(z))N(C\og(z)) = C\og(z) # 0,

SNV = (C\oa(z))N(os(x)\ dop(r)) = op(x)\ (c4(r)Udos(r))
2 os() \ (0ule) Udoa(x) = os(z)\ oalz) # 0.

Téten C\ 04(x) on epédyhtenidinen. Kadntéen, jos C\ o4(x) on yhtendinen, niin
os(z) = op(x) O



o. UlKOON A U -algebra, O C_ A U -allalgebdra Ja £ &€ 0. US0Ol1ta, €tla
oalz) = op(x).

(Vinkki: kisittele ensin tapaus z* = x edellisen tehtévin avulla...)

Todistus. Toki triviaalisti 0.4(x) C og(z). Ota siis A € C\ o4(z). Olkoon

y=A—z,
jolloin y € G(A) N B. Olkoon
z=y"y,
jolloin 2* = z € G(A) N B. Luentojen erddn tuloksen mukaan o4(z) C R; tdméin

vuoksi C \ 04(%) on yhtendinen, koska spektri on rajoitettu. Edellisen tehtidvin nojalla
o4(2) = op(2). Saadaan z € G(B), misti seuraa

y =y W)Y =y Y =2y € B

titen (AL —z)™! =y~ € B, siis \I—x € G(B) eli A € C\ op(z). On todistettu, etti
C\oa(z) CC\ op(x) eli os(z) C o4(x) O



4. Ulkoon A L -algebra, r ©c A, T & =I2T , | €« U0\T)) Ja g<c U\J\Oo\T))). USOlLa, elia

(a) o(f(z)) = flo(x)),
(b) (g0 f)(=) = g(f(2)).

Luentojen kertausta: Olkoon B C A alkion z € A virittdma C*-alialgebra. Koska
x on normaali (eli z*z = zz*), on B kommutatiivinen. Olkoon I's : B — C(Spec(B))
Gelfand-muunnos. Kuvaus

I'sr =7 : Spec(B) — o(x)
on homeomorfismi, ja kuvaus
Cz:C(o(x)) — C(Spec(B)), f+> foZ

on isometrinen *-isomorfismi. Normaalin alkion x € A jatkuva funktionaalikalkyyli on
isometrinen *x-homomorfismi

¢:=T3'0Cs:C(c(x)) —» BC A

Jos f € C(o(z)), niin madritelldéin f(z) := ¢(f) = [z'(f o Tzz).

Todistus. Olkoon B kuten edelld. Jos f € C(o(z)) ja ¢ € Spec(B), niin

fW() = fEW) = (CaH®) = (' (Caf)) = »(o(f))
= Y(f(@));

hyodynnetddn tétd havaintoa seuraavassa:
(a)

o(f(z)) = {¥(f(2)) | ¢ € Spec(B)}
= {f(¥(x)) | ¢ € Spec(B)}
= flo(2)).

(b) Olkoon C C B alkion f(x) € B virittdma C*-alialgebra. Ota ¢ € Spec(B). Téll6in

U((go flx) = (g0 ) (¥())
= 9(f(¥(2)))
= 9(¥(f(2)))
= g(le(f(=)))
= Ylelg(f(2)))
= ¥(9(f(2))),
ja koska tdmé pitee kaikilla ¢ € Spec(B), saadaan (g o f)(z) = g(f(x)) O



J. 10dlsta vallteet:

(a)
(b)

Jos topologisella avaruudella on numeroituva kanta, niin se on separoituva.

Metriselld topologialla on numeroituva kanta jos ja vain jos avaruus on separoituva.

Todistus.

(a)

Olkoon B = {B;}32, topologisen avaruuden (X,7) numeroituva kanta; voidaan
olettaa, ettd B C 7\ {0}. Ota z; € B; jokaisella j € N. Ota z € X ja U € V(z).
T4ll6in on olemassa j € N siten, ettd x € B; C U. Siispd z; € U; perhe {xj}‘]?‘;o
on tihed avaruudessa X eli X on separoituva.

(a)-kohdan nojalla riittdéd todistaa, ettd separoituvan metrisen avaruuden topolo-

gialla on numeroituva kanta. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja {z;}72, C X tihed
joukko. Maéritellddn numeroituva perhe

B = {Bd(xj, ]./77,) | ] € N, n e Z+}

Ota epatyhja avoin joukko U C X. Ota z € U. Télléin on olemassa r > 0,
jolla By(z,r) € U. Ota n € Z™*, jolle 1/n < r/2. Valitaan j € N siten, etti
d(z;,xz) < 1/n. Nyt

x € By(xj,1/n) C By(z,r) C U,

joten B on metrisen topologian 7; numeroituva kanta O



0. Vvarust€taan JOukko

X={f:[0,1]=[0,1] |z <y= f(z) < f(y)}

tuloavaruudesta [0, 1][0’1] peritylld topologialla. Osoita, ettd nidin saadaan ei-metristyva
separoituva kompakti Hausdorff-avaruus.

Kertausta: Jos A, B ovat epityhjiii joukkoja, voidaan karteesinen tulo A® tulkita
kuvausten f : B — A joukoksi. Tssi siis [0, 1]%% on kuvausten f : [0,1] — [0, 1] joukko.
Jokaisella x € B miiritelldin koordinaattiprojektio p, = (f — f(z)) : A? — A. Jos A
on topologinen avaruus, niin karteesisen tulon A” tulotopologia on perheen {p, | € B}
indusoima (siis heikoin topologia, jonka suhteen jokainen p, on jatkuva).

Todistus. Avaruus [0, 1] varustetaan toki metriikan (z,y) — |z — y| antamalla topo-
logialla. Hausdorff-avaruuksien karteesinen tulo on Hausdorff-avaruus, joten [0, 1! on
Hausdorff-avaruus. Jokainen Hausdorff-avaruuden osajoukko perii Hausdorff-topologian,
joten X C [0,1]®Y on Hausdorff-avaruus.

Osoitetaan, etti X on avaruuden [0, 1% suljettu osajoukko: Ota g € [0,1]>"\ X. On
siis olemassa z,y € [0, 1], joille z < y ja g(y) < g(z). Olkoon 0 < r < (g(z) — g(y))/2.
Maaritelladn

U= p,"(10,9(y) + D) N p, " (g(z) = 7, 1))

Koordinaattiprojektiot p,, p, ovat jatkuvia, joten U C [0, 1]®! on pisteen g ympristd.
Toisaalta U N X = {), joten on todistettu, ettd [0,1]%Y \ X on avoin eli X C [0, 1]
on suljettu. Kompaktien avaruuksien karteesinen tulo on Tihonovin lauseen mukaan
kompakti. Niin ollen [0,1]!>! on kompakti, ja X on kompaktin avaruuden suljettuna
osajoukkona kompakti.

Jokaisella n € Z* maaritelldén perhe

Sp={f € X [ {f(j/n)}}— C Q f lineaarinen janoilla [(j — 1)/n, j/n]}.

Selvésti S,, on numeroituva, joten S := (J>°, S, on numeroituva. On helppo tarkistaa,
ettd S on tihed avaruudessa X. Taten X on separoituva.

Olkoon z € [0, 1]. Méaéaritellaan

0, kun y < z,

foly)=={1/2, kuny=uz,
1, kun y > .

Talloin F := {f, | = € [0,1]} on avaruuden X ylinumeroituva diskreetti osajoukko, eiké
avaruudella F' siten ole numeroituvaa kantaa. Jos avaruudella on numeroituva kanta,
niin myds sen kaikilla aliavaruuksilla on numeroituva kanta; tdmén vuoksi avaruudella
X ei voi olla numeroituvaa kantaa. Kompakti Hausdorff-avaruus metristyy tdsmalleen
silloin, kun silld on numeroituva kanta, joten avaruus X ei voi olla metristyva O



bonustentava. Ulkoon r — I U -algebran A involuutlo ja y — Y- LU -algedran o 1nvoluutlo.
Oletetaan, ettd Banach-algebroina A ja B ovat samat, ja ettd pétee
* 2
oz = ll=]]” = [|«"]]

jokaisella x € A. Osoita, ettd z* = x* jokaisella z € A.

Ratkaisu. Seuraavassa A on C*-algebra. Haluamme siis osoittaa, ettei C*-algebran invo-
luutiota voi sorkkia tuhoamatta C*-rakennetta — hieno tulos sinédnsi, mutta oheinen todis-
tusketju vilituloksineen on mielenkiintoisempi:

Positiiviset funktionaalit. Lineaarinen funktionaali f : A — C on positiivinen, jos
f(z*z) > 0 jokaisella z € A.

Lemma. Olkoon f : A — C positiivinen lineaarinen funktionaali. Tdlloin f(z*) = f(z)
jokaisella x € A, f € A" ja || f|l = f(I).

Todistus. Huomaa, ettd f(I) = f(I*T) > 0. Koska
0< f((z+ 1)z +1)) = f(a"z) + f(z%) + f(z) + f(D),
0< f((@+il)*(z +40)) = fz"z) +if (z¥) —if (z) + f(T),
saadaan f(z%) + f(z) € R ja if (z%) —if(z) € R. Téten I(f(z")) = —=3(f(x)) ja R(f(2")) =
R(f(z)), siis f(z*) = f().
Olkoon t € R. Nyt edellisen nojalla
0 < f((z+tf(@)D)(z+tf(2)I))
= f(az) +tf(2") f(x) + tf(2) f(z) + 2| f (2)] f(T)
= fla*z) +2t| f(2)]* + | f (2) P (D),
ja tdma pétee kaikillat € R; jos f(I) = 0, pitda siis olla f = 0, jolloin tietenkin || f|| = 0 = f(I);

muutoin viimeisin muuttujan ¢ € R lauseke saa pienimmén arvonsa, kun ¢t = —1/f(I), mista
seuraa

[f(@)]* < f(a"z) f(I).
Olkoon B alkion y = z*z virittamé C*-algebra; B on kommutatiivinen, silld y*y = yy* (patee
jopa y* = y). Olkoon ¢ : C(o(z*x)) — B jatkuva funktionaalikalkyyli pisteessd z*z € A. Nyt

o(z"z) = {¢(z"z) : ¥ € Spec(B)} = {|¢(z)|* : ¢ € Spec(B)} C [0, p(a"x)],
joten jos t > p(x*x), niin
otl—z'z)={t—A| A€o(z"x)} C [t — p(z*x),t] C [0,¢].
Jos siis t > p(z*z), niin voidaan mééritelld alialgebran B alkio
VI — 2%z == ¢(\/o~1(t1 — z*x)) € B C A,
missi /f(A) := /f()), kun f : o(z*z) — [0, oc[. Tillsin
0< f(\/t]I — oz Vil — 2*z) = f(VI — vzl — 2*z) = f(tl — 2*z) = tf (1) — f(z*x)
jokaisella t > p(z*z). Téten f(z*z) < p(z*z)f(I), mistd seuraa
[f(@)]* < f(@"2) f(T) < p(z"2) f(T)* = [l (1)
saatiin | f(z)| < f(I)]|z]], joten || f[| < f(I). Toisaalta | f(I)| = f(I), joten ||f] = f(I) O




Fropositio. Lineaarinen junstionaait | - A — L 07L POSLLAVINEN J0S ja VAN jOosS S€ 07
rajoitettu ja || f|| = f (D).

Todistus. Edellisessi lemmassa osoitettiin, etta positiivisuudesta seuraa || f|| = f(I). Kéén-
téen, olkoon f € A', ||f|| = f(I). Jos f = 0, niin se on toki positiivinen; muutoin voidaan
yleisyyttd menettdmittd olettaa, ettd || f|| = f(I) = 1. Olkoon y = y* € A, f(y) = r + is,
missd r, s € R Osoitetaan, ettd f(y) € R eli ettd s = 0. Olkoon z = tI — 4y, missd ¢t € R. Nyt

F2)2 = 1F(T = iy)2 = [tF @) — if ()2 7L e —ir + 5|2 = (t+ ) + 72
Edelleen,

I21* 2l = I+ iy) (L —iy)ll = [T+ 7|
o+ llyll* = 1f (@) = (" + %) — 25t + [|y]*

<
< AP N=l® =25t + [lyll* = [l2l* — 25t + [|y]|*.

Il
~

Tista seuraa 2st < ||y||? jokaisella ¢ € R, mikii on mahdollista vain, jos s = 0. Téten f(y) € R
aina, kun y* = y.

Ota z € A. Olkoon t := ||z*z|| ja y := x*z. Talléin y* = y, joten f(z*z) € R ja

fla'z) = f@I— (1—2'z)) = tf(1)— FUl—a*z) " ¢ f1 - 2°0)
S 1 e i 15 g

Téassa ||t — z*z|| = p(tl — 2*z) < ¢, silld o(tl — z*z) = {t — A : X € o(x*z)} C [0,¢], mika
osoitetaan samalla tavoin kuin vastaava kohta edellisen lemman todistuksessa O

Korollaari. Jokainen C*-alialgebran B C A posititvinen lineaarinen funktionaali voidaan
jatkaa C*-algebran A positiiviseksi lineaariseksi funktionaaliksi.

Todistus. Ota positiivinen lineaarinen funktionaali ¢ : B — C. Téll6in ¢ on rajoitettu,

||| = ¢(I). Hahn—Banach -lauseen mukaan on ¢ voidaan jatkaa rajoitetuksi lineaariseksi
funktionaaliksi f : A — C, jolle ||f|| = [|¢||- Siten ||f]| = [|¢]] = ¢(I) = f(I), eli f on
positiivinen lineaarinen funktionaali Ul

Lause. Positiwviset lineaariset funktionaalit separoivat C*-algebran pisteet.

Todistus. Olkoot 2,y € A, x # y. Olkoon z = z — y # 0. Olkoon B C A alkion z2*z
virittdma C*-alialgebra; toki se on kommutatiivinen. Nyt z*z # 0, joten jollakin ¢ € Spec(B)
pitee |4(2)[? = ¢(2*2) # 0. Koska ¢ on positiivinen lineaarinen funktionaali, se voidaan
laajentaa positiiviseksi lineaariseksi funktionaaliseksi f € A'. Nyt f(z) = ¢(z) # 0, siis

f(z) # f(y) O

Korollaari. Jos z — z* ja © — x* ovat Banach-algebran A involuutioita, jotka molemmat
toteuttavat C*-ehdon, nitn ne ovat samat.



10distus. oanotaal, €tta llneaarinen iunktionaall jf - A — L 0Ol *-poOsitllvinen {vastaa-
vasti *-positiivinen), jos f(z*z) > 0 (vastaavasti f(z*z) > 0) jokaisella z € A. Aiemman
proposition mukaan f on *-positiivinen (vastaavasti x-positiivinen) tésmélleen silloin, kun
|| f]| = f(L), joten x-positiivisuus ja x-positiivisuus ovat sama késite. Olkoon z € A. Aiemman
lemman nojalla

fla* o) = f(a*) - f(&*) = F@) - F@) = 0

jokaisella positiivisella f. Edellisen lauseen perusteella z* — z* = 0 eli z* = z* O

Huomautuksia. C*-algebran positiiviset lineaariset funktionaalit edustavat “epidkommuta-
tiivista mittateoriaa” seuraavassa mielessi: Rieszin esityslauseen mukaan kommutatiivisen
C*-algebran C(K) positiiviset lineaariset funktionaalit ovat muotoa

f s /K f(z) du(a),

missd p on yksikdsitteinen sdannollinen Borel-mitta; jos funktionaali on normiltaan 1, on ky-
seessd todenndkoisyysmitta. Yleiselld C*-algebralla tila (engl. state, nimitys periisin kvantti-
mekaniikasta) on positiivinen lineaarinen funktionaali, jonka normi on 1; erééinlainen “epé-
kommutatiivinen todennikéisyysmitta”.



