lekniiiinen norkeakKoulu
Matematiikan laitos

Mat-1.152 Funktionaalianalyysin erikoiskurssi, kevat 2003 Turunen
Laskuharjoitus 4, viikko 7

1. Olkoon A4 Banach-algebra, z,y € A ja xy = yx. Osoita, ettd o(z +y) C o(z) + o(y) ja

o(zy) Co(z)o(y).

(Vinkki: miten kommutatiivisessa Banach-algebrassa alkion spektri ja algebran spekt-

ri liittyvatkédn toisiinsa...?)

Todistus. Madritellddn B := T['(I'({z,y})); edellisen viikon harjoitustehtdvin nojal-
la B C A on kommutatiivinen Banach-alialgebra, joka sisiltda joukon {z,y} ja jossa
o5(2) = o4(2) jokaisella z € B. Niinpi saadaan
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Aivan vastaavasti todistetaan, ettd o(zy) C o(z)o(y):
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2. Olkoon A = {f RoClf@) =3 fue™ lIfl =3 15l <oo}. Todista:

nez nez

(a) A on kommutatiivinen Banach-algebra.

(b) Jos fe A, Vx: f(z)#0,niin1/f € A

Todistus. (b)-kohdassa sanotaan, etté jos f on jatkuva jaksollinen funktio, jolla on ab-
soluuttisesti summautuva trigonometrinen sarja ja joka ei katoa missddn pisteessi, niin
funktiolla 1/f on absoluuttisesti summautuva trigonometrinen sarja — tdméan kuului-
san tuloksen todisti Norbert Wiener vuonna 1932. Israil Gelfand osoitti vuonna 1940,
kuinka helposti téllaiset “vaikeat” vaittadmét saattaa ratkaista sopivilla tyckaluilla.

(a) Oletetaan tunnetuksi, etti ¢'(Z) on Banach-avaruus. Ota f,g € A ja A € C.
Havaitaan, etta

()‘f)n:/\fna (f+g)n:fn+gn ja,

joten meilld on Banach-avaruusisomorfismi A 2 ¢'(Z). Edelleen,

1fgll = Z (f9) |—Z an k 9k
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lopputulos pyhitti keinot ;). Téssd muuten havaitaan, etti algebran A pisteittiista
tuloa vastaa algebran ¢!(Z) konvoluutiotulo. Kommutatiivisuus on selvi. Lisiksi
|I|| =1, silld I(z) = 1, I,, = So -

(b) Tiedamme, ettd f € A on kddntyvi jos ja vain jos ¢(f) # 0 kaikilla ¢ € Spec(A).
Oletetaan, etti f(z) # 0 jokaisella x € R. Olkoon e, = (z — €*™) € A. Olkoon
¢ € Spec(A). Koska [[e_1]| = 1 = |lex]] ja [[¢]| = 1, saadaan

o(I) = dle1e1) = |p(e1)| |B(er)]
9l lle—1ll [¢(er)| = [¢(e1)]
]l llesl] =1,

joten |¢(e1)| = 1 eli ¢(e;) = € jollakin x € R. Tisté seuraa, etti ¢(e,) = "
kaikilla n € Z, ja edelleen

=¢ (Z fu en> PIENNT f dlen) = Y fu €7 = f(z) #0;
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f kddntyva, koska ¢(f) # 0 kaikilla ¢ € Spec(.A)



J. ballaCh-algebran A raairaait had{.A) Ol S€I1 INakslmaallStell 1deaallell 1e1KKaus | voldaan
osoittaa, ettd Rad(A) = {z € A | Vz € A : p(rz) = 0}). Osoita, ettd jos A on
kommutatiivinen, niin

(a) Rad(A) = Ker(z +— ), missid z — T on Gelfand-muunnos;
(b) Rad(A) = {z € A|p(z) =0}
(c) Nilpotentit alkiot kuuluvat radikaaliin.

Todistus.

(a) Gelfand-muunnos mééariteltiin Z(h) := h(z), kun x € A ja h € Spec(A), joten

Rad(A) = ﬂ{M | M C A maksimaalinen ideaali}

ez () Ker(h)
héeSpec(A)

A~

= Ker(z — )

Rad(A) @ Ker(z — )
{z € A|Vh € Spec(A) : h(z)=72z(h) =0}
= {zeAlo)={0}}
= {zeAlplz)=0}

(¢) Jos 2¥ = 0, niin 0 = A(0) = h(z*) = h(x)* eli h(z) = 0 jokaisella h € Spec(A), siis
z € Rad(A). Tamén voi myds paitelld spektraalisidekaavan avulla:

plz) = lim [|o"[["/" = Tim [jo]["/" =0,
n—oo n—o0

joten (b)-kohdan nojalla z € Rad(.A) O



4. (a) UlKOOon A aarellinen Joukko. ivilllalnen on ifunktioiden j - A — L DalacCh-algebran
F(X) Gelfand-muunnos?

(b) Millainen on matriisien ((O;

g ) (missé «, 8 € C) Banach-algebran A Gelfand-

muunnos?

Ratkaisu.

(a) Nyt joukko X ja Spec(F(X)) voidaan samaistaa: Selvisti evaluaatiokuvaus ¢, :=
(f — f(x)) on homomorfismi F(X) — C jokaisella x € X. Luennoilla osoitettiin,
ettei muita homomorfismeja ole (téssa tietenkin annetaan joukolle X diskreetti
topologia). Todistetaan tdmi uudelleen. Oletetaan, ettd ¢ € Spec(F(X)) ei ole
muotoa ¢, millddn x € X. Ideaali Ker(¢) on maksimaalinen, silld dim(F (X)) =
dim(Ker(¢)) + dim(¢(F(X))) = dim(Ker(¢)) + 1. Ota jokaisella z € X funktio
fz € Ker(¢) \ Ker(¢,). Talloin

= 1fa =D Ta fo € Kex(g);

z€X TeX
toisaalta f(y) > 0 jokaisella y € X, joten f € Ker(¢) on kddntyvd. Mutta misséén
ideaalissa ei ole kidntyvid alkioita, saatiin ristiriita.
Jos siis ¢, = (f — f(x)) € Spec(F(X)) niin

~

a p
0 o
ruus. Nyt z,5 on kidntyvd jos ja vain jos o # 0, jolloin

.I((l/, ﬂ)_l = .7)(1/&, _B/Q/Q)'

Algebran A ei-kidantyvien alkioiden joukko M := {z(0, ) | 8 € C} on téten ainoa
ei-triviaali ideaali, joten Rad(A) = M. Maksimaalista ideaalia M vastaa algebra-
homomorfismi, jonka kerneli on M; mééritelladn h : A — C siten, etta

(b) Merkitddn z,5 = z(c, B) = , missd «, 8 € C. Selvisti A on vektoriava-

hzag) = o

tamé on haluttu algebrahomomorfismi! Téten Spec(A) = {h} ja Gelfand-muunnos
Top € A= C(Spec(A)) =C({h}) ={f | f:{h} — C} = C toteuttaa

Tap(h) = h(zap) = @
0

Huomautus. (a)-kohdan voi my6s ratkaista monimutkaisemmin, tehtavén 6 tyyliin:
Olkoon J C F(X) ideaali ja § # S C X. Madritellaan

Z(S)={feF(X)|VzeS: f(z)=0}, V(I)={reX|VfeT: f(z)=0}
Triviaalisti J C Z(V(J)). On helppo todistaa, ettd i € J, missi
e X\V(J)=ilx)=1, ze€V(J)=i(zx)=0.

Jossiis f € Z(V(J)), niin f = f i € J; saadaan tulos J = Z(V(J)) jokaiselle ideaalille
J C F(X). Tamén jalkeen osoitetaan, ettd jos h € Spec(F (X)), niin V(Ker(h)) = {z}
jollekin z € X. Siten h = (f — Af(z)) jollekin A € C\ {0}, mutta osoittautuu, etti
A =1:jos f(z) =1, niin A = h(f) = h(f?) = h(f)? = \2...



5. (Weierstrassin lauseen todistuksen viimeistely.) Olkoon ky(z) := ——— kun

1 =) dt’

|z| <1 (ja kp(x) =0, kun |z| > 1). Osoita, etta

1
/ kn(z) dz —p500 0,
s

kun 0 < 6 < 1.

Todistus. Olkoon 0 < § < 1. Talloin
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0. Ulkoon n kKompaktl fausdorii-avaruus, ¥ #= o C A Jja olkoon ¢ C U ) 1deaall.
Maaritellaan

I(S):={f € OK) |[Vz € S: f(z)=0}, V(J):={zeK |YfeT: f(x)=0}

Osoita, etta

(a
(b
(c

)
)
)
(d)

Z(S) C C(K) on suljettu ideaali,
0
V(Z(S)) = S (vinkki: Urysohn),

V(J) C K on suljettu joukko,
(S
(7

IV(J)=J

Todistus.

(a)

(d)

Joukko Z(S) € C(K) on selvisti vektorialiavaruus: Af, f + g € Z(S), jos A € C ja

f,9 € I(5). Jos f € Z(S), x € S ja g € C(K), niin (fg)(z) = f(z)g(z) = 0g(x) =
0, joten fg = gf € Z(S); I & Z(S), joten Z(S) on ideaali. Maksimaalinen ideaali
Z({z}) = Ker(f — f(z)) C C(K) on suljettu, joten

= Z({z})

z€S

on suljettu.

Koska {z € K | f(z) =0} = f~1({0}) on suljettu jokaisella f € C(K), on joukko
= /(o))
feg

suljettu. Oletetaan, ettd V(J) = (). Télloin voidaan jokaisella x € K valita f, €
J, jolle fy(z) # 0; jatkuvuuden nojalla on olemassa U, € V(x), jolle 0 & f.(Uy).
Koska {U, | * € K} on kompaktin avaruuden K avoin peite, on silld dérellinen
osapeite {Uy, }7_,. Téll6in

F=) P =) To; fr; €T,
j=1

j=1
ja f(z) > 0 kaikilla z € K; timé on ristiriita, silld talléin f € J olisi kidntyva!
Siten V(TJ) # 0.
Josz € S, feZI(S), niin f(z) = 0; siispd S C V(Z(S)). Siten

ScvaEe) Y vzes).

Kiantéen, jos € X \ S, niin Urysohnin lemman mukaan on olemassa f € C(X),
jolle f(S) = {0} ja f(z) = 1. Téllsin siis f € Z(S), joten = & V(Z(S)). Siten
V(Z(S)) c S.

Jos feTJjaxzeV(T),niin f(z) = 0; siispd J C Z(V(J)). Siten



LIlta Kaantaen: UlkKoon v C n avoln JOukko, jole v {J ) C U. Uta vV C A avolll,
jolle V(J) ¢ V ¢ V C U. Urysohnin lemman mukaan on olemassa “ykkosen
approksimaatio” iy € C(K), jolle

0<iyy <1, dyv(K\U)=A{1}, wv(V)={0}.

Jokaisella z € K \ V voidaan valita g, € J, jolle g,(z) # 0; jatkuvuuden nojalla
on olemassa U, € V(z), jolle 0 ¢ ¢,(U,). Koska {U, | = € K \ V} on kompaktin
joukon K \ V avoin peite, on silld dérellinen osapeite {Uy; }7_,. Téllgin

g =) 91> =D Ta; 9u; € T,
7j=1 7j=1
ja gv(z) > 0 kaikilla z € K \ V. Médritelldén

)y e K\V,
hov(z) = {Ogv(m) eV \

Nyt hyy € C(K). Saadaan iyy = gy hyy € J. Ota f € Z(V(J)) ja e > 0. Méi-
ritelldén avoin joukko U, := f~(D(0,¢)), kun & > 0. Olkoon f; := f iy, € J.
Nyt

||f - fs” S &,

joten f € J. On osoitettu, ettd Z(V(J)) € J O

Huomautus. Helposti nidhdéén, ettd Z(S) on itse asiassa suljettu involutiivinen ide-
aali. Yleisissikin C*-algebroissa suljetut ideaalit ovat aina involutiivisia, ja todistus télle
seikalle on erdanlainen (d)-kohdan “ykkosen approksimaation” yleistys.

Huomautus. Téssd tehtdvinanto on tarkoituksellisesti kirjoitettu algebrallisen geo-
metrian Hilbertin ns. Nullstellensatzin (1893) muotoon. Tama lause kisittelee polynomi-
renkaisiin liittyvad “geometriaa’™ ideaaliin J (Turun matemaattisella murteella ihanne)
liittyy varieteetti V' (J) (varisto, engl. variety), erdénlainen “algebrallinen monisto” tai
“nollakohtajoukko”.



