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% Fourier-kertoimien numeerinen laskeminen
Jos 1-jaksollisesta signaalista s on saatu havainnot q(j) = s (JN)

Jj=0,1,...,N —1 ja halutaan laskea Fourie-kertoimien $(k)
approksimaatioita niin voidaan menetelld seuraavalla tavalla:
Muodostetaan ensin s:n korvikkeena funktio

g(t) = Nz_:lq(j)p/v <t - ,JV> :

j=0
missa pn(t + 1) = pn(t) ja

(1) = 1, t=0,
PMY =0, t=k k=12 N-1,
Jjolloin siis g (JN> =q()=s (JN) kaikilla j. Tdman funktion
Fourier-kertoimet ovat
&(k) = a(k)pn(k).
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Miksi?

Funktion g Fourier-kertoimiksi saadaan

_i2nkj

= Y e al)pu(k) = a(kp(k)
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% % Jaksollistetut funktiot
Jos s € LY(R) ja siitad tehddan jaksollien funktio s; kaavalla
si(t) =) s(t—j)=2 s(t+])
JEZL JEZ
niin s; € LY(R/Z) ja
si(k) =5(k), keZ.

T&m3 ei valttimatts onnistu jos ainoastaan oletetaan, etti s € L%(R).

Miksi

Koska e~ >™8 =1, k, j € Z niin muuttujan vaihdolla t = T + j saadaan

_ j+1 T .
/e|27rkts(t)dt:Z/ e'2’”‘ts(t)dt22/ e—.zwk(rﬂ)s(tﬂ')dt
. ; 0

jez vJ JEZ

JEZL JEZ

1 1
:Z/ e_'zﬂkTs(t +j)dt:/ sy Zs(t +7J) | dr.
0 0

v
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& Esimerkki jaksollistamisesta
Jos N > 1 ja p € LY(R) on sellainen, etti p(0) =1, p(j) = 0 kaikilla
J € Z\{0} ja
pn(t) =Y p(N(t - j))
JEZ
niin silloin pn(t + 1) = pn(t), pn(t) =1 kun t =0 ja py(t) = 0 kun
t=F jak=1,2,...,N—1. Lisiksi pitee

= 1, /k
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% % Poissonin summakaava

Jos s € LY(R), s on jatkuva kokonaislukupisteissi ja jono SN _ nS(t+J)

suppenee tasaisesti kun t € (—6,0) kun N — oo missd § > 0 niin
: . N—|k| o .. )
iMoo Sy S(K) = My Sy Nl |s(k) Ja jos esim.

Y kezls(k)| < o0 jad ez |5(k)| < oo niin patee

> s(k) = 5(k).

kEZ kEZ

%Huom!

Soveltamalla tata tulosta tyyppid t — s(t — x), t > €?™s(t) ja t > s(at)
oleviin funktioihin ja niiden kombinaatioihin saadaan lisiad kaavoja.
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Miksi Poissonin summakaava on voimassa

Kyse on oleellisesti siitd missd mielessa, jos lainkaan, kdanteiskaava
s)(t) = ez €215 (k) pétee kun t = 0.

Olkoon g(t) = limy_00 ZJ_ y S(t+Jj) jolloin g € LY(R/Z) ja

) =
&(k) = 5(k). Oletuksesta, etta jono Z __nS(t+Jj) suppenee tasaisesti
kun t € (0,0) seuraa, ettd g on Jatkuva pisteessd 0. Silloin patee

Jim (Fu +£)(0) = 8(0)

: 2
missd Fy = % (S'STIE?:S)) Jja koska toisaalta

N N

(Fuee)@ = 3 M Mammkogiy = 5 NolMyy

k=—N k=—N

niin saadaan vdite g:n maaritelmasta. Jos ), .,|s(k)| < oo ja
> kezl8(k)| < oo rajat-arvot voidaan ottaa ja saadaan viite

ZkeZ s(k) = ZkeZ 5(k).
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& Whittaker-Shannonin interpolointikaava
Jos s € [2(R) ja 8(v) = 0 kun |v| > 3 niin

s(t) = s(k)sinc(t — k) teR,

kEZ

sm(7rt)

jost#0jal jost=0.

Jos s € LY(R) ja 3(v) = 0 kun \u| > 5 niin s € L?(R) ja oletuksesta s € L?(R) seuraa, etts > kezls(k)sinc(t — k)| < oo

missa sinc (t) =

kaikilla t € R.
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% Vaimennetut distribuutiot
S'(R) = { h: h on jatkuva ja lineaarinen funktio: S(R) — C }.

© Jatkuvuus?
Funktio h: S(R) — C on jatkuva jos limp_o h(¢) = h(v) kun ¢, € S(R) ja
liMpso0 Y = ¥ €li liMn_soo d(tn, 1)) = O missi

d(p, ) = ZZz (ktm)_SUPeer X (9!™(2) — %™ (1))

k=0 m=0 1 + supeg|t*(p(m(t) — p(m(t))|

Ndin ollen funktio h : S(R) — C on jatkuva jos jokaisella 1) € S(R) ja jokaisella
€ > 0 on olemassa § > 0 siten ettd jos ¢ € S(R) ja d(p,v) < 6 niin

|h(p) — h(P)] < e.
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% Vaimennetun distribuution Fourier-muunnos

Jos h € S'(R) niin h = F(h) on vaimennettu distribuutio

~

h(v) = h(1).

% Huom!

Jotta voidaan osoittaa, etti h € S'(R) jos h € S'(R) pitd ensin osoittaa ettd
Fourier-muunnos on jatkuva: S(R) — S(R). (Lineaarisuus on melkein itsestdin
selvi asia.)

(& Esimerkki

Jos s : R — C on mitallinen ja on olemassa m > Q siten, ettd
Jzls(£)|(1 + |t])~™dt < oo niin voidaan madritelld vaimennettu
distribuutio s_,p (tai pelkistiddn s) kaavalla

s0(v) = [ s(O)u(e)de
R
Jos s_,p(vp) =0 kun ¢ € S(R), eli s_,p =0, niin s(t) = 0 menein kaikilla t.
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% % Diracin d-funktio

Voidaan madritelld vaimennettu distribuutio d1 seuraavasti:
o1 (¥) = ¢(T).
Jos p € LY(R) on sellainen, ettd [, p(t)dt =1, esim. p(t) = e ja

merkitdan p,(t) = ap(at) niin

i /R pa(t — T)y(t)dt = (T,

a—oo

Joten d1 on funktioiden p,(t — T) raja-arvo distribuutiomielessa.
Distribuution 61 Fourier-muunnos d1 on maaritelman mukaan distribuutio
Jjonka arvo testifunktiolla v on

57 () = 67(@) = B(T) = /R 27TV () d,

eli funktion t — e 27T generoima distribuutio.

v
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% @ Diracin J-funktio, jatk.

Funktion p,(t — T) Fourier-muunnos on

/ efi2m/tap(a(t _ -,—)) dt a(t —l) ST / e—i27r§7-e7i27rT1/p(7_) dr
R R

—i2rTva (V
=€ 1% <_) )
a

koska dt = %dT jat=ZI+4 T. Kun a— oo saadaan raja-arvona funktio
e 27TV koska limasoo P (£) = P(0) = [ p(t)dt =1 oletuksen mukaan,
jolloin taas nihdian ettd §1:n Fourier-muunnos on funktio e 2™ TV (tai
tdman funktion generoima distribuutio).

[}
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% Vaimennetun distribuution Fourier-muunnos on jirkevisti
maaritelty!

Jos s € LY(R) tai s € L?(R) niin

Miksi?
Jos esim. s € LY(R) niin ma&&ritelman mukaan
Fls20)(¥) = s-0(i) = [ s(6)5(e) k.

Koska sekd s ettd 1) € L1(IR) niin kertolaksukaavan nojalla, joka patee
myés kuin kuin molemmat funktiot ovat nelibintegroituvia,

/Gmawmz/émwnmzepmw,
R

R

Ja koska 1p € S(R) oli mielivaltainen, niin véite seuraa.

v
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% Vaimennetun distribuution derivaatta
Jos h € §'(R) niin sen derivaatta ' madritellain kaavalla

H () = —h(¥").

Kun todistetaann, etti h' on vaimennettu on ensin osoitettava, ettd derivointi on jatkuva funktio: S(R) — S(R).

Miksi nain?

Jos s on derivoituva funktio ja on olemassa m > 0 siten, etta

Je(s(t)] +|s'(t))(1 + [t])~™dt niin s_,p ja (s')—p ovat vaimennettuja
distribuutioita ja patee

o

(550 (®) = —s0(®) = — / sty (1) dt

—00

—— ) stuode+ [ S de = ()ol0)

o0 —00
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(&) Operaatioita vaimennetuilla distribuutioilla

Kun s on funktio R — C voimme md&aritelld seuraavat operaatiot:
(Txs)(t) = s(t — x),
(Mys)(t) = €™ s(t),
(Cus)(t) = s(xt) (missd x #0)
Ja ehdosta Lys_,p = (Lxs)_p missi L= T, M tai S, niin saadaan
seuraavat maaritelmat vaimennetuille distribuutioille:
(Txh) () = h(T—x¥),
(Mxh)(ﬂ)) = h(MX¢)

(Geh)w) = h (HCrv).
Lisaksi jos ¢ € C®(R) ja supsegr(1 + [t])~KM|o(m(t)| < oo kaikilla m

Jollain k(m) niin méaaritellddn funktion ¢ ja vaimennetun distribuution h
tulo kaavalla

(ph) () = h().
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% Fourier-muunnos ja derivaatta
Jos h € S'(R) niin

F(h) = F((—i2nt)h),
F(K) = (i2nt) F(h).

Miksi ?
F(hY(v) = =F(h)(¥') = —h(F ("))
= —h((i2nt)F(¢)) = ((—i2rt)h)(F(v)) = F((=i27t)h)(¢),
ja

F(H)(@) = W (F(¥)) = —h(F())
= —h(F((—i2nt)y) = F(h)((i2nt)y) = ((i2mt) F(h))(¥).

14. helmikuuta 2014 16 / 35

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto)



% Jaksollisen funktion Fourier-muunnos

Jos s € LY(R/Z) niin s miarittelee my6s funktion: R — C siten, ettd
Jrls(O)I(1 + |t])~2dt < oo ja silloin

o= 5(k)d,

kEZ

missd 5(k) on s:n Fourier-kerroin ja 0,(1)) = (7).
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Jaksollisen funktion Fourier-muunnos
Maaritelmdan mukaan

oo

Sh) = / s(£)d(t) dt.

—00

Koska () € S niin funktio o(t) = djez (—t + ) on jaksollinen ja
darettdman monta kertaa derivoituva. Nain ollen se voidaan kirjoittaa

Fourier-summana _
o(t) =Y _ ™ R(k).
keZ

Koska s on jaksollinen niin

00 R j+1 1
/ms(t)@b(t)dtzzz s(t)w(t)dt:/o s(t)p(—t) dt

N JEZ

1
= 3" p(m) /o e 2 kst dt = 3 p(k)3(K),

keZ keZ

v
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Jaksollisen funktion Fourier-muunnos, jatk.

missd § tarkoittaa jaksollisen funktion Fourier-muunnos. Toisaalta

1 00
B(k) = /0 e PTHEN " ah(—t + j) dt = / e PR (—t) dt

jez —€e
-/ " ek (1) dt = (k).

Nain ollen
SSo(¥) = Y 3(k)u(k),
keZ
eli

o= 8(k)d.

keZ
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% Aliasoituminen |

Olkoon s jatkuva-aikainen signaali jonka Fourier-muunnos § € L'(R)
Jolloin s on ainakin jatkuva funktio siten, ettd lim¢_,, s(t) = 0.

Jos nyt otetaan ndytteitd s(kAt), k € Z, tastd signaalista niin

Fourier-muunnoksen kaanteiskaavan nojalla ne voidaan esittda
Fourier-muunnoksen 5 avulla seuraavasti:

s(kAt) = / e?mkA 5 (1) dv.
R

Mutta funktio v — e'2mkAty

on jaksollinen jaksolla Av = ﬁ Jjoten jos nyt
maaritellddn 55 n, (V) = >z S(v — jAV) niin

Av % )
S(kAt) _ / e|27rkAtu§J7AV(y)dV _ / e|27rkAtu§
0 _

= W a0 (V)dy.
2

Nain funktio 5; p,(v) madrittdd jonon s(kAt) ja painvastoin eika

Jalkimmdisen jonon avulla ole mahdollista sanoa luvuista $(v — jAv)
muuta kuin niiden summa.
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Aliasoituminen |, jatk.

Toisaalta jos 5 on nolla tietyn Av-pituisen valin ulkopuolella, niin silloin on
mahdollista rekonstruida signaali lukujen s(kAt) avulla
Whittaker-Shannonin interpolointikaavan (modifikaation) avulla.

% ¥ Aliasoituminen I

Tarkastellaan seuraavaksi mahdollisimman yksinkertainen signaali eli

s(t) = €™ jonka taajuus on v ja poikkeuksena edelliseen tapaukseen
otetaan nyt vain N ndytettd q(k) = s(to + kAt), k=0,....N — 1. Nama
ndytteet maardytyvat yksikasitteisesti tdman jonon diskreetistad
Fourier-muunnoksesta

N-1 N-1
4(m) = e*iz’rkas(to + kAt) = o—i2m i gi2mu(to+kAt)
k=0 k=0
N—1
— o i2mvio Z ei27rk(1/At—%)‘
k=0
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% @ Aliasoituminen Il, jatk.

Funktion €™t jaksollisuudesta ja geometrisen sarjan summakaavasta
seuraa, etta

Nei27r1/to’ jos ei27r(mod (vAt,1)-F) — 1,

ﬁ(m) = . 1 — ei2m(Nmod (vAt,1)—m)
ei2mvio muuten.

1 _ o2n(mod (WALD)— )

Naéin ollen ainoa tieto taajuudesta joka saadaan diskreetistd
Fourier-muunnoksesta ja siten myés jonosta s(tg + kAt) on mod (vAt,1)
Jja se nakyy siten, ettd diskreetti Fourier-muunnos saa itseisarvoltaan
suurimmat arvonsa kun g ~ mod (vAt, 1).

Muista myés, etta jokainen vaimennettu distribuutio on trigonometristen
polynomien raja-arvo (tosin aika heikossa mielessd), ja ylld oleva lasku on
my®os sovellettavissa niihin.
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(" Aikataajuudessa rajoitettu signaali on 0"

Ainoa funktio s € L1(R) jolle on olemassa M < co siten, ettd s(t) = 0 kun
|t| > M jas(v) =0 kun |v| > M ons =0.

v

" Aikataajuudessa rajoitettu signaali on 0"

Olkoon s tallainen funktio. Maaritellddn sen avulla funktio

q(t) = s(4Mt + M) jolloin n&hd3an, etti q(t) =0 kun kun t < —% ja kun
t > 0. Seuraavaksi muodostetaan timdan funktion jaksollistus

q(t) = ZJGZ q(t — j) jolle siis patee, ettd q,(t) = 0 kun t € [0, 1]. Koska
§(v) = e?™% 45(4%;) niin 4(v) = 0 kun |v| > 4M?. Erityisesti tim3
tarkoittaa sitd, ettd q :ll3 on ainoastaan darellisen monta nollasta
poikkeavaa Fourier-kerrointa koska q;(k) = G(k). Néin ollen q voidaan
esittaa Fourier-summana

— i ei27rkta(k)

k=—m

Ja voimme olettaa, ettd |§g(—m)| + |§(m)| > 0 jos s # 0 jolloin q # 0.
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" Aikataajuudessa rajoitettu signaali on 0", jatk.

Koska Fourier-summa sisdltda vain darellisen monta termia niin g on
d3rettbmidn monta kertaa jatkuvasti derivoituva ja koska q(t) =0 kun
0<t< % niin myds kaikki sen derivaatat ovat 0 tilla vililld ja
Jjatkuvuuden nojalla my6s pisteessd t = 0 eli

0) m J

_ 970 _ kY o

~ (i2mm)y k:Z_m <m> 4(k)-

Nyt patee limjoo S0t i1 (X)) ' §(k)e2mkt = 0 joten saadaan
limjoo((=1Y4(~m) + §(m)) = 0,

Josta seuraa, ettd g(—m) = g(m) =0 jas=0.
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% Ikkunoitu Fourier-muunnos

Jos s signaali ja w on "ikkuna”-funktio niin s:n w-ikkunoitu
Fourier-muunnos on

e v ) — / 2T Yt — 1) dt.
R

eli F(s,w)(r,v) = F(sT,w)(v) ja oletetaan, ettd w on valittu siten, ettd

signaalin s(t) T-w(t) Fourier-muunnos on hyvin maaritelty. (Useimmiten

ikkunafunktio w reaalinen, esim w(t) = e =A% jolloin

kompleksikonjugoinnilla ei ole merkitysta.)

Miksi ikkunointia?

lkkunoitu Fourier-muunnos antaa jotakin informaatiota signaalin s
sisdltimistad taajuuksista lyhyelld aikavalilla mutta ei ole suinkaan ainoa
korjausyritys Fourier-muunnoksen heikoimpiin puoliin, jotka liittyvat siihen,
etta sen arvo tietyssa pisteessa riippuu signaalin arvoista kaikissa pisteissa.
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Miksi ikkunointia?

Kuten Fourier-sarjojen kohdalla voidaan todeta, saadaan yleensd parempi
tulos kun signaali rekonstruoidaan Fourier-kertoimista jos kdytetaan
painotettu summa Zszf N N7T|k|§(k)ei2”kt kuin jos lasketaan

22127 y 5(k)e?™kt | Tissa tapauksessa kaytetdan siis diskreettis

ikkunafunktiota w(k) = N—lel Toisin sanoen, kun lasketaan
Fourier-muunnoksia ja kddanteismuunnoksia voi olla hyva idea kidyttas
ikkunointia kiintedlld T:n arvolla (esim. 0) ja valita ikkunafunktioksi esim.

e " missid € on pieni positiivinen luku.
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(© Esimerkki

Alla olevassa kuvassa on esitetty signaalin s ikkunoidun
Fourier-muunnoksen itseisarvo ikkunafunktiolla w(t) = e =4t misss
s(t) =sin(275t) kun 0 < t <1, s(t) =sin(2w10t) kun 1 < t <2 ja
s(t) = 0 muuten.
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% Ikkunoidun Fourier-muunnoksen kdinteismuunnos ja energia

Jos w € S(R) (mikd on jirkevi valinta) ja sup,cgr|s(t)|(1+ [t])™™ < oo
jollain m > Q niin Fourier-muunnoksen kddnteismuunnoksella saadaan

s(t) = (w(t — 7)) [z 2™ F(s,w)(r,v)dv, jos w(t — T) # 0. Mutta jos
sen sijaan, ettd kdanteismuunnoskaavassa jaetaan w(t — 7):1ld kerrotaan
w(t — 7):lla ja integroidaan T:n suhteen saadaan

—71 2™t F(s w)(1,)w(t — 7)dvdr
()= Tardr Ju & P (e =) dwd
Koska [o|h(v)[2dv = [|h(t)[?dt ja v F(s,w)(r,v) on

Fourier-muunnos niin

/R/R‘F(S’W)(T’””Zd”dbAéls(t)!2lw(t—T)|2dth

= [IwPer [ s de = [ lwr)Par [ )2

eli ikkunoitu Fourier-muunnos jakaa signaalin "energian” toisella tavalla
tasoon R?.
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@ lkkunoitu Fourier-muunnos konvoluutiona
Maaritelman mukaan

F(s, w)(r,v) = /R e 2T Y (F = 1) dt.

Oletetaan, ettad ikkuna-funktio w € S(R). Seuraavaksi esitetdan funktio

t e 2™ty (t — 7) Fourier-muunnoksena ja kdinteismuunnoksen avulla
todetaan, ettd

e—i2ﬂutm _ e—i271'l/t/ ei2m(t—7)p W(N) d
R
_ / e—i27rt(,u+l/)ei27rTuW du
R

M-i—é—’Y/e—i27rtfye—i27r7—(u—'y)md,y‘
R

Nyt w(y — v) = W(v — 7)ja ndin ollen funktio t — e 2™tw(t — 1) on
funktion ~ — e 2"T("=NW (v — ~) Fourier-muunnos.

v
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@ lkkunoitu Fourier-muunnos konvoluutiona, jatk.

Kertolaskukaavan nojalla patee
Fls.w)(r.) = [ 32)e 2Dty =) dy = (5 5 (M @),
R

missa siis My (t) = el?™y(t).

Huomaa, etta kertolaskukaavan kayttd kuten edelld edellyttid ettd esim

s € L}(R) tai s € L2(R) mutta vaimennetun distribuution
Fourier-muunnoksen maaritelma on sama kaava joten ylla oleva tulos patee
my®és jos s on vaimennettu distrubuutio koska jos h € S'(R) ja ¢ € S(R)
niin (h*)(x) on distribuution h arvo testifunktiolla t — 1(x — t).
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% Diskreetti konvoluutio

Josa:Z — C jab:Z — C ovat esim. sellaisia, ettd ) ;. |a(j)| < oo ja
> jezlali)| < oo niin niiden konvoluutio a b on

(axb)(k) =c(k) =) a(k—jb(j), ke
JEZ

Kun téallaisen signaalin Fourier-muunnos on

a(v) = > e 2mia(j),

JEZ

niin patee
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(& Diskreetti jaksollinen konvoluutio

Jos signaalita : Z — C ja b : Z — C ovat jaksollisia jaksolla N niin niiden
(jaksollinen) konvoluutio a x; b on

N—-1

(axsb)(k) = Y _ a(k — j)b(j),

j=0
ja péatee

a+, b(m) = a(m)b(m), m e Z.

% ¥ Konvoluutio Ny:ssa
Josa:Z — C jab:7Z — C ovat sellaisia ettd a(j) = b(j) =0 kun j < 0
niin

k
(axb)(k Zak Jj)b(), k>0,
j=0

ja(axb)(k) =0 kun k <0 ja kaikilla k on laskettava ainoastaan aarellinen summa.
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% % Konvoluution laskeminen Fourier-muunnoksen avulla

Jos luvut a(j) ja b(j) tunnetaan kun j =0,...,N — 1 ja halutaan laskea

k
(axb)(k) =) a(k—jb(j), k=0,...,N—1,
j=0

niin voidaan menetelld seuraavalla tavalla: Maaritelldan

. a(j), j=0,....N—-1, . )
agNo)z{O” TNy ) = el 20)

. b(j), j=0,...,N—1, ) .
b2N(J)={O(J) Tty beal) = baa(i-+20)

Sitten lasketaan
¢ = Fon (Fan(azn) - Fon(ban))

Jolloin
c(k) =(axb)(k), k=0,....,N—1.

JEZ,

JEZ,
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Miksi?
Koska jaksollisten jononjen konvoluution diskreetti Fourier-muunnos on

Fourier-muunnosten tulo niin ¢ = aop * 5 bopy el

2N—-1

c(k)= > an(k—j)bon(j), keZ
j=0

Koska sz(j)—b( ) kun j =0,...,N —1 ja bony(j) = 0 kun
j=N,...,2N —1 niin

=2

-1
c(k) = an(k —j)b()), k € Z.

-
I
o

Mutta jos nyt 0 < k< N—-1jak+1<j<N-—1 niin
—N+1<k—j<—-1jolloin N+1<k—j+2N <2N —1 josta seuraa,
ettd agn(k — j) = aon(k — j + 2N) = 0. Koska lisdksi

an(k —j)=a(k—j) kun 0 <j < k <N —1 niin

v
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Miksi?, jatk.

k
Zag,\,k J)b()) :Za k=0,...,N—1.
j=0 j=0
Jos lisdksi patee a(j) =b(j) =0 kunj > N ja N —1< k <2N — 1 niin
N—1 N—1 k
c(k) =Y am(k—j)b(i)= > a(k—j)b()=> a(k—jb().
j=0 j=k—N+1 j=0

Ja saadaan kaikki konvoluution termit indekseills k = 0,1,...,2N —1 (ja
tassad tapauksessa konvoluutio on 0 kun k > 2N —1).
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