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P1. Osoita, etti vaimennetun distribuution 111 = Ekez 0, Fourier-muunnos on III (eli se

on Fourier-munnoksen ominaisvektori ominaisarvolla 1). T#ssé §;, on vaimennettu distribuutio,
jonka arvo funktiolla ) on 05.(¢)) = (k).

Vihje: Kiyti Poissonin summakaavaa.
Ratkaisu: Miéritelmin mukaan

MI(y) = 1) = > 6u(dh) = Y (k)

keZ keZ

Koska 1) ja @Z € S(R) niin Poissonin summakaavan oletukset ovat varmasti voimassa joten

tdmén kaavan nojalla
D k) = (k) =D di(v) = I(y),

keZ keZ keZ
ja viite seuraa.

P2. Funktio s(t) = tcos(27t) mdédrdd vaimennetun distribuution s_,p siten, ettd s_,p(¢)) =
Jg t cos(2mt)y)(t) dt. Médriti tamén distribuution s_p:n (eli s:n) Fourier-muunnos.

Vihje: Muista miten 12’ esitetdin 1&:11 avulla.

. o 1020 ToZ7 :snujsep
Ratkaisu: Mairitelman mukaan ! !

o0

F(s5p) (W) = s_p(¥) = / tcos(2mt)p(t)dt, 1 € S(R).

—0o0

Fourier-muunnoksen derivoimissddntdjen mukaan

A 1 ~
Ht) = ().

Lisiksi cos(2nt) = Sei?™ +5 1e—12m joten Fourier-muunnoksen kiinteiskaavan nojalla pitee
F _ 127rt/tdt _/ 712ﬂt/tdt:—/1
(s-0)(¥) = 71 /_ooe wey e+ o [ e dt= ry() £ 147rw (=1).
Koska 67.(¢) = —o'(T ) ja = = —i (distribuution derivaatta médritellddn kaavalla h'(¢)) =
—h(4") koska [, I/ (t)h( = — Ja h( dt) niin voimme my®s kirjoittaa

P3. Osoita, ettd jos s € C(R) on sellainen, ettd $ € L'(R) niin ), $(v — j) = 1 kaikilla v
jos ja vain jos s(0) = 1jas(k) =0kun k € Z \ {0}.



Ratkaisu: Fourier-muunnoksen kédédnteiskaavan nojalla
s(k) = / &2 5(1)
R

eli s(k) = g(—k) Jos nyt médrittelemme g(v) = >, $(v — j) niin jaksollistamista koske-
vien tulosten perusteella pitee, ettd g:n Fourier-kertoimet ovat s:n Fourier-muunnoksen arvot
kokonaislukupisteissi, eli

g(k) =3(k) = s(—k), k€.
Funktio g on jaksollinen ja ainoa funktio jonka Fourier-kertoimet ovat g(0) = 1ja g(k) = 0
kun k£ # 0 on funktio g(v) = 1 ja vdite seuraa.

P4. Olkoon

% Z|k|<ﬂ el jos N on pariton,
Ty(t) = T . .

W D k< e'2mht 4 %e_m%t - %e‘%%t> ., jos NN on parillinen.

(a) Médritéd funktion Ty Fourier-kertoimet.
(b) Osoita, ettd Ty (%) = 1 jos mod (j, N) = 0 ja 0 muuten.
(c) Minki funktion “jaksollistus” 7T on eli mikd on se funktio h : R — R jolle pitee

Tn(t) = 3 ez It = 5)?
Huom! (b)-kohdan nojalla piitee etti jos s on jaksollinen funktio ja g(t) = Z;V " s(£)Tw(t —

%) niin g(%) = s(%) kaikilla j eli kyse on ns. trigonometrisesti interpolaatiosta ja lisaksi

voidaan osoittaa, ettd [g(t) — s(t)] < 23 n/2|8(k)| jos N on pariton ja |g(t) — s(t)] <
5(= 5|+ 18] + 22 jpjo v 2l8(K)| jos N on parilllinen.

Ratkaisu: (a) Koska Ty on annettu funktioiden e'*™* avulla saadaan Fourier-kertoimiksi

(b m<x
TN<k) = ﬁ7 ‘k| = %7
0, |kl>1%.

~ . . o ionki o (N—R)j )
(b) Koska €™ on jaksollinen jaksolla 1 niin e "~ = e~ = josta seuraa, etti kun N on
pariton niin

N1 N1 N-1 N-1
' 1 ok 1 R R R
Ty i _ E FJ - § FJ _ el27rﬁj + = e12 J
N N N N N
k=0 k=1 k=0 k=1
] &L | N L N
_ el27rﬁj + = CIQWWJ _ - el27rﬁj
N N N
k=0 fm N1 k=0

Kun N on parillinen saadaan sama tulos koska e 272 "% = ei27% % ja viite seuraa koska jos
q(j) = 1 kaikilla j niin Fx(q)(j) = N kun mod (j, N) = 0 ja O muuten.



(c) Funktion Ty :n Fourier-kertoimet voidaan esitti muodossa Ty (k) = +a (%) missd
L <
a(v) =43, |v|=
0, [v|>

Nyt F(sinc) = a missid sinc (t) = Sm(“t) kun ¢ # 0 ja sinc (0) = 1 joten funktion sinc (Nt)

Fourier-muunnos on Na( ). Téastd paatellaan jaksollistamista koskevien tulosten perusteella,

ettd h(t) = sinc (NT) ja Tin(t) = limp/— 00 ijfM sinc (N (t — j)).

PS. Olkoon h : Z — C jaksollinen jaksolla NV > 1. Nyt voidaan laskea jonon h diskreetti
Fourier-muunnos h = Fy(h) mutta toisaalta voidaan laskea vaimennetun distribuution ¢ =
> ez D(k)0ra Fourier-muunnos ¢ (missd At on jokin positiivinen luku). Miten h ja g liittyvit
toisiinsa?

=Dh:
Ratkaisu: Olkoon 1) € S(R) mielivaltainen testifunktio. Maarltgl(ma?rrmuk [V = 0 -SIEISTA

QW) = q(@) =Y h(k)okac(®) = Y (k) (kAL).

kEZ kEZ
Koska h on jaksollinen voidaan kirjoittaa

:Z_Zh(jerN)@((ﬁmNm:Zh )Y d((j+mN)At).

=0 mez meZ

Koska funktio v + t)(a + vb) on funktion ¢ + Le=127/%¢)() Fourier-muunnos niin Poissonin
summakaavan nojalla

N 1 _i2egm

mEZ meZ
Jos nyt merkitdin Av = 5 A ; niin saadaan
N—-1 ) N-1 -
= Av Z h(y Z e N (N—At> = Av Z ( ' h(])e_N> P(mAv)
7=0 meZ meZ \ j=0

josta voimme péételld, ettd

Téassdkin tuloksessa esiintyy tuttu kaava
N-At-Av=1.




