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P1. Olkoon N >1ja
pr(t) = max{0,1 - NJt[}, |t] <
pN(t—l-l) :pN(t), t eR.

Miiritd tdimdn funktion Fourier-kertoimet kdyttdmailld hyviksi tietoa, ettd funktion p(t) =

N | —

max{0, 1 — |t|} Fourier-muunnos on p(v) = sinc (v)? = (—S“;fjj”)>
ja etta pN(t) = ZjEZ p(N(t - j))

. o . . o(4) outsdt isnepsep
Ratkaisu: Jos qy(t) = p(Nt) niin gy (v) = +p(§) = wsinc (%)?. Koska py on muodostettu

P2. Osoita, ettd jost € R ja
h(v) =e*™ ve [—%, %) ,
h(v+1)=h(v), veR,
niin tdmén jaksollisen funktion Fourier-kertoimet ovat
sin(m(t — k))
hk)y={ w(t—k)
1 jost =k.

jost # k,

Ratkaisu: Olkoon t # k. Méiritelmidn mukaan (missd siis nyt valitaan integroimisvaliksi

[—2, 1) koska se sopii paremmin yhteen funktion méritelmiin kanssa)

272
efi27rk1/6127rt1/ dv = 1 ei27r(t7k)1/ _
1 127T(t — k)
2
1 i (eiﬂ'(tfk) _ efiﬂ(tfk)) _ sin(r(t — k))
m(t —k)2i 7(t — k)

1

H(k):/j

1
2

=

Jos nyt t = k niin

1 1
h(k) = / e i2mhvel2mhy 4y, — / ldv =1.




P3.  Osoita, ettii jos s € L'(R), §(v) = Okun [v| > 3 ja
g) =5(v), vel-33),
gv+1)=g(), seR,
niin
g(k) =s(k), kecLZ.
Ratkaisu: Koska s € L'(IR) niin $ on jatkuva ja koska §(v) = 0 kun [v| > % niin § € L'(R) ja
Fourier-muunnoksen kiinteiskaavan nojalla

1 oo
g(k) = / e~i2mhv§(1) dv = / e?™5(v)dv = s(k), k€ Z.

1
3 oo

P4. Osoita, etti jos s € L'(R) ja §(v) = 0 kun |v| > 1 niin

R sin(m(t — k))
s(t)= > s(/{)w.

k=—00

Huom! Tédmad on erés versio ns. Whittaker-Shannonin kaavasta.
Vihje: Kéyti tehtivien P2 ja P3 tuloksia ja muista, ettd koska Fourier-muunnos on isometria:

LA(T) = E(2) niin [*, h(v)g() dv = 332 h()G(R).

Ratkaisu: Ensin todetaan, ettd koska s € L'(R) niin § on rajoitettu ja koska §(v) = 0 kun
lv| > & niin § € L*(R) ja jos g méiritelldén kaavalla
gw) =5(), vel-33),
glv+1)=g(v), veR,
niin g € L?(T). Jos nyt médritelldéin h kaavalla
h(v) =e*™™ ve [—%, %) ,
h(v+1)=h(v), veR,

niin aikaisempien tulosten perusteella saadaan

Koska Fourier-muunnos on isometria: L?(T) — ¢?(7Z) niin f_i h(v)glv)dv =372 h(k)g(k)
eli 1 )

= ) oo . t o k
/2 eletué(V) dv = Z S(k) Sln(ﬂ-( ))

7(t —n)

k=—o00

=

Koska $(v) = 0 kun |v| > 1 niin kéifinteismuunnoksen kaavan nojalla

/2

ei27rtl/§(y) dy = / ei27rtl/§(y) dv = S(t),

—00

[N

[N



ja vdite seuraa.

P5. Seuraava esimerkki osoittaa etteiviit oletukset, ettid s € L'(R) NC(R), Y-, c,|s(t + k)| <
oo kaikilla ¢ jaettd ), _,|5(k)| < oo riitd takaamaan ettd Poissonin summakaava ) _, , s(k) =
> ez S(k) olisi voimassa.

(a) Maidritelldan
h;(t) = max{min{1, jt, j(1 —t)},0}.
Piirréd funktioden h4 ja hoy kuvaajat.
(b) Olkoon

s(t) = 0, jost <0,
hj+1<t_j)_hj(t_j)> JOStE[j7J+1)>]20

Laske g(t) = >, o, s(t + J).
(c) Koska funktiot h; ovat jatkuvia ja 0 vilin (0, 1) ulkopuolella niin myds s on jatkuva,
mutta laske [~ |s(t)|dt.

(d) Laske 3(k) kun k € Z kiyttien hyviksi funktioden e ~>"** jaksollisuutta ja (b)-kohdan
tulosta.

(e) Laske ), ., s(k)jad ., 5(k).
Ratkaisu: (a)

h2 h20

(b) Jos t € [0,1) niin s(¢ + j) = 0 kun j < 0 joten

ST st ) = (ki (t) = 15(0) = hasa(6) = ho(t) = g(t)  kunn — oo,

jzfoo j=0

josta seuraa, ettd

1, joste (0,1
g(t) = . _( )
0, jost=0.

Lisdksi g on jaksollinen jaksolla 1 joten g(t) = 1 kunt € R\ Z jag(t) =Okunt € Z.
(c) Koska h;1(t) > h;(t) kaikilla ¢ € R niin

[ tstolae =3 [ byt =) == ot =3 [yt~ myo)ar

_ /1 Sy (1) — hy(e)) dt = /1 Ldt = 1.



(d) Koska e 2% on jaksollinen jaksolla 1 niin

o o it
§(l€) _ / e—127rkts(t) dt = Z/ e—l27rk(t—]) (hj+1 (t — ]) _ h](t — ])) dt
—00 j=0*J

1 % 1
- / e 2N " (hypa(t) — hy(t)) dt = / e 127k dt,

josta nahdién, ettd $(0) = 1 ja $(k) = 0 jos k # 0.

(e) Edelld johdettujen tulosten perusteella pitee ) , _, 5(k) = 1 mutta koska s(k) = 0 kaikilla

k € Zniin ), _, s(k) = 0.




