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I1. I tabellen nedan finns for nagra ar antalet skolor i Finland som gav undervisning pa
gymansieniva:

Ar [2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
Antal | 483 | 479 | 471 | 461 | 449 | 449 | 441 | 439 | 433 | 428 | 421

Vi antar att (atminstone approximativt) Y; = fy + f1z; +¢;, dér Y; ar antalet skoler som
gav undervisning pa gymnasieniva ar x; och slumpvariablerna ¢; ér N(0, o%)-férdelade och
oberoende.

(a) Bestam estimat by och by for koefficienterna i regressionsmodellen Y; = fo+ f1x;+e€;
med minsta kvadratmetoden.

(b) Beriikna estimatet s for restvariansen och testa nollhypotesen Hy : 3; > —5 pa
signifikansnivan 1%.

(c¢) Vad &r modellens forklaringsgrad?

I tabellen nedan finns data som underlattar rékningarna

p 2 2
Y sz Sy Szy

450.36 | 11 | 430.85 | -68

Lésning: (a) Medelvérdet av z-viirdena dr T = - Z?iﬁm J = 2008 sa att estimaten for

parametrarna (3, och [y blir
—68

S
by = 22 — __——
T2 T
by =7 — biT = 12863.

= —6.1818

(b) Korrelationskoefficienten &r
Say —68

Toy = = = —0.98776
/s2esl VI1-430.85
och da blir estimatet for restvariansen
s n—1, 5 10 9y
§ = 2sy(l —15,) = 9 430.85 - (1 — (—0.98776)%) = 11.647.
Nér vi testar nollhypotesen 8; < 5 sa anvénder vi testvariabeln
B, —
W BB
SZ
(n—1)s2

som &r t(n — 2)-fordelad. Denhér testvariabeln far vérdet

—6.1818 + 5
w, = 000 F5 356319
11.647
10-11

Eftersom alternativet till nollhypotesen ar ensidigt blir p-vérdet
p = Fy9)(—3.6319) = 0.0027,



sa vi kan forkasta nollhypotesen pa signifikansnivan 0.01.
(c) Forklaringsgraden ar enligt definitionen Tgy = 0.97567.

I2. I Danmark var under aren 2004-2013 andelen (i procent) av befolkning som var 65
ar eller dldre foljande:

Ar ]2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
Andel | 14.9 | 15.0 | 15.2 | 15.3 | 15.6 | 15.9 | 16.3 | 16.8 | 17.3 | 17.8

Vi antar att (atminstone approximativt) Y; = 8y + 81(x; — 2015) + ¢, dér Y; dr andelen
ar z; av befolkningen i Danmark som éldre &n 65 ar och slumpvariablerna ¢; dr N(0, 0?)-
fordelade och oberoende.

(a) Bestdm estimat by och by for koefficienterna i regressionsmodellen Y; = Gy + 51 (z; —
2015) + ¢; med minsta kvadratmetoden. Vad ar [y?

(b) Beriikna estimatet s* for restvariansen och testa nollhypotesen Hy : 8y = 18.8 pa
signifikansnivan 1%

I tabellen nedan finns data som underldttar rdkningarna

= p) p)
Y s s Tay

x y
16.01 | 9.1667 | 1.0188 | 0.97260

Nér du byter ut talen z; mot talen x; — 2015 &r det endast medelvirdet T som maste
raknas om.

Losning: (a) Om vi byter ut talen z; mot talen Z; = z; — 2015 sa blir Z = —6.5. For att
rékna ut by kan vi anvénda det faktum att r,, &r givet och att

s s 52 52 1.0188
=m0 Y = 0.9726 - 4/ = 0.32424.
e T e e e 0.1667

Estimatet by for Sy blir
bo =7 — b7 = 16.01 — 0.32424 - (—6.5) = 18.118

(b) Estimatet for restvariansen &r

o n—1, 2 9 2
$ = 2sy(l —Thy) = 3 1.0188 - (1 — 0.972607) = 0.061949.
Nér vi testar nollhypotesen By < 19 sa anvander vi testvariabeln

BO_BO

2 (1 3 7
S <ﬁ + (nfl)s%>

som ar t(n — 2)-fordelad. Denhér testvariabeln far virdet

18.118 — 18.
wy; = 5.118 — 188 = —3.5023.

1 (=6.5)
\/ 0.061949 - (5 + $525% )
Eftersom alternativet till nollhypotesen ar dubbelsidigt blir p-vérdet
p =2 Fy)(—3.5023) = 0.0081 < 0.01

WOI

sa vi kan forkasta nollhypotesen pa signifikansnivan 0.01.




13. Utsldppen av vixthusgaser i samband med avfallshantering i Finland var under aren
2001-2010 foljande (i miljoner ton CO2-ekv.):

2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010
3.14 1292 | 275 | 261 | 240 | 246 | 2.38 | 2.28 | 2.19 | 2.19

Bestam med stod av dessa siffror ett 95% konfidensintervall for vintevardet av utslippen
ar 2014 om du antar att utslippen kan beskrivas med modellen Y; = 5y + S1x; + ¢; dér
Y; dr utsldppen ar x; och slumpvariablerna ¢; ér oberoende och N(0, 0?)-férdelade.

Kun kan anvénda foljande data:

z Yy 52 52 Szy

z y
2005.5 | 2.532 | 9.1667 | 0.10188 | -0.92444

och kom ihag att om du byter ut artalen mot talen z; — 2014 sa &r det endast T som
fordndras och du skall rédkna ett konfidensintervall fér parametern fy.

[C668°T ‘TOST T] “1eAg

Lésning: Om 7; = x; — 2014 sa 4r ¥ = —8.5 men sZ = s2 ja sz, = Suy.
Vi réknar forst ut estimaten for parametrarna [3; och fy och de blir
5 —0.92444
b= "2 =—"—" =-0.10085
P2 9.1667 ’

bo =7 — b1 = 2.532 — (—0.10085) - (—8.5) = 1.6748.

For att kunna rikna ett konfidensintervall behover vi estimatet s? for restvariansen
och forst skall vi rdkna ut stickprovskorrelationen som &r

Say —0.92444

Poy = a = = —0.95659.
b /s2s2 /91667 0.10188
Estimatet for stickprovsvariansen ar
e 2$y(1 —Ty) = 3 0.10188 - (1 — (—0.95659)*) = 0.0097349.
Testvariabeln

By — 5o
2 (1 7 ’
S (ﬁ + (n—l)s%)
ar t(n — 2)-fordelad sa att

Pr(—2.306 < W, < 2.306) = 0.95
eftersom 2.306 = thg)(0.975) av vilket foljer att

W():

=2 =2
1 g 1 ;
Pr| By—2306, |92 =+ —" | <B,<By+2306,|92 -+ —
n  (n—1)s2

Konfidensintervallet ar alltsa

—2 =2

: - N

Bo—2306,|52 [ =+ —2 ). By+2306,|52 |-+ —2—_ 1.
n  (n—1)s2 2

S|



och om vi nu satter in de varden vi har for de olika variablerna sa far vi intervallet

[1.4501,1.8995].

I4. Med hjilp av observationerna (z;,y;), j = 1,...,n har vi rdknat ut koefficienterna
i regressionslinjen y = by + byx i det fall att x &r den ”forklarande” variabeln (dvs. da vi
antar att Y; = [y + f1x; + €;) och ocksa for den ”"inversa” regressionslinjen x = ag + a1y
dér y ér den ”forklarande” variabeln (dvs. da vi antar att X; = ag + a1y; +¢;). Vad kan
man séga om foljande pastaenden (da vi antar att s, > 0 och s, > 0):

(a) Linjerna y = by + b1z och = = ag + a;y sammanfaller om och endast om |r,,| = 1.
(b) Ifall nollhypotesen Hy : 51 = 0 forkastas pa sigifikansnivan 0.01 sa forkastas ocksa
nollhypotesen Hy : a1 = 0 pa signifikansnivan 0.01.

Motivera dina svar!
Ledning: (a) Regressionslinjerna kan skrivas i formen y—%y = by (x—7) och x—7 = a1(y—7).
(b) Kom ihag hur man kan skriva testvariabeln da man testar ; = 0 med hjilp av
korrelationskoefficienten och vad blir pa motsvarande sétt testvariabeln da man testar
nollhypotesen a; = 07
Losning: (a) Bada linjerna gar genom punkten (7, y) vilket betyder att linjerna samman-
faller om och endast om de har samma vinkelkoefficient. Nu ar b; = rxy Y och a1 = rxyj—:
och vinkelkoefficenterna ar b; och - o sa att dessa ar lika da bia; = 1, dvs. da rmy =1 eller
ryy = £1. Pastaendet giller.

(b) Testvariabeln kan i bada fallen eftersom vi testar hypoteserna 8; = 0 och oy =0

. . suVT—2 o .. 0 v e . .
skrivas i formen % sa det ar fragan om samma test och darfor géller dven detta
=2,

pastaende.

I5. Vi har ett observerat stickprov (z;,v;) ¢ = 1,...,25 och vi har ridknat ut stick-
provskorrelationen som blev r,, = —0.47. Bilda ett (approximativt) symmetriskt 99%
konfidensintervall for korrelationen pxy med hjéalp av Fischers transformation som séger

att 1n <1+Rw> ~y N (% In (M> , = 3> tex. pa foljande siitt:

Ray 1—pay
(a) Bestdm talet z sa att Pr(—z < Z < 2) 2 0.99 om Z ~, N(0, 1).
1 (L Te ) 1 (LA
et 2 ]- - racy 2 1 - pa:y . . .
(b) Valj Z = (i enlighet med Fishers transforma-

n—3

tion) och bestdm tal a och b sa att
L+ pa
—2<7<:z & aﬁln(m) < b.

1 — pay

(c) Bestam talen 77, och ry sa att

1+ pa
CL§1H<M) <b & rp<pxy<ry.
i pxy
Konfidensintervallet &r nu [rz, ry].

:IRA
Losning: (a) Eftersom 0.005 4 0.005 = 0.01 = 1 — 0.99 sa ar z = z, 0(?580 OFﬁ%lo 0:995) S

2.5758.



L+r, .
(b) Eftersom r,, = —0.47 sa dr 31In <L> = —0.51007 och /55 = 0.2132 sa
— rm
att !
—2<Z<z & =2578< - { —0.51007 — L 1n 14 Pay < 2.5758
== %= 52132 ‘ 2 M \1-p,)) =7
L+ ps
& 02132 (=2.5758) + 051007 < —L1n (%) < 0.2132 - 2.5758 + 0.51007
— Pay

1+ pa
& —2-(0.2132-2.5758+0.51007) < In (%) < 2-(0.2132- (—2.5758) +0.51007),
sé att @ = —2- (0.2132 - 2.5758 + 0.51007) = —2.1185 och b = —2 - (0.2132 - (—2.5758) +
0.51007) = 0.078181.

(c) Vi har
1
— 21185 < In (M> < 0078181 <« 2118 < — T Py oomsis
1-— Pzxy I Py
o e BUS (1, V<1 pyy < QOOTSIST (] _ Pay)
021185 _ 1 Q0078181 _ 1
= 021185 | | < pxy < Q0078181 | |
sa att
021185 _
rL = m = —078538,
0078181 _
rg = —————— = 0.039071.

©0.078181 +1




