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Vad ar sannolikhet?

(%)

Relativ frekvens vid upprepningar: Om en fabrik tillverkat 1000 000
exemplar av en produkt av vilka 5015 har nagot fel sa ar

sannolikheten for en felaktighet 0.005

o Andelen fall d3 ett nagot férekommer: Om i en urna finns 6 svarta

Qo

och 4 vita kulor och man slumpmassigt valjer en kula sa ar
sannolikheten att den r svart =2~ = 0.6.

6-+4
Ett matt pa hur troligt man anser nagot vara: "Sannolikheten for
hard vind imorgon 4r 70%.”
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W % Slumpmassigt forsok, utfallsrum, elementarhiandelse, hindelse,
sannolikhet

Q

Q

Slumpmassigt forsok: Vi kastar en tirning en gang.

Utfallsrum: Resultatet av det slumpmassiga forsoket ar ett heltal
mellan 1 och 6. Utfallsummet 4r mangden av alla resultat, dvs.
mangden {1,2,3,4,5,6}.

Héandelse: Varje delmangd av utfallsrummet, tex. {2,4,6} ar en
hdndelse. En hindelse intraffar om resultatet av férsoket hor till
handelsen.

Elementarhdndelse: Varje element 1, 2, 3, 4,5 och 6 i

utfallsrummet dr en elementarhandelse.
Sannolikhet: | dethar fallet 4r det naturligt att anta att
Al

sannolikheten f6r hiandelsen A dr Pr(A) = — dar |A| ar antalet

element i A men det ar inte enda mojligheten!

3/64
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% % En kort repetition i mangdlira
@ w e Aomw hor till mangden A, dvs. w ar ett element i A.

@ Delmangd: A C B om varje element i A ocksa ar ett element i B, dvs.

"handelsen B intraffar om handelsen A intraffar”.

o Union: AUB={weQ:weAellerwe B}, dvs. "handelsen A
intraffar eller hindelsen B intriffar (eller bada intraffar)”. ‘

o Snitt: ANB={weQ:weAochwe B}, dvs. "hdndelsen A

intrdffar och hindelsen B intraffar”.

o Differens: A\ B={weQ:weAmenw¢ B} dvs. "hdndelsen A

intraffar men handelsen B intraffar inte”.
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¥ %W En kort repetition i mangdlira, forts.
o Komplement A =Q\A={weQ:w¢ A}, dvs. "handelsen A

intraffar inte”. °

o Tom méingd: ) dr den tomma mangden som inte innehaller nagot
element alls. Tva mangder eller hiandelser sags vara disjunkta om
AN B =0, dvs. om de inte har ndgra gemensamma element.

o Numrerbar union: | JZ; Aj = {w € Q: w € A; fér ndgot j > 1}, dvs.
"atminstone nagon av handelserna A; intraffar”.

© Obs!

D3 Q innehaller dndligt mdnga element &r det naturligt att att alla delmidngder av Q dr hdndelser men i allminhet ar detta inte
alltid mgjligt eller ens 6nskviart och da &r Pr en funktion definierad i en o-algebra A i <2, dvs en mdngd A med féljande
egenskaper:

QO AcA—- ACY,

QO Qe A4,

Q@ Ac A Q\AE A,

Q A €A i=12,... 5 UXA €A
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% % Sannolikhet, handelser, utfallsrum

Mangden av alla tankbara resultat av ett "experiment” eller ett
"slumpmdssigt forsok” ar utfallsrummet, ofta betecknat med €.

Elementen i utfallsrummet, dvs. enskilda resultat av experimentet ar
elementarhadndelser.

Handelser ar delméngder av utfallsrummet och nar man siger att
hdndelsen A intraffar, menar man alltid att ndgon elementarhandelse
som hor till A intriffar.

@ Fér varje handelse A C Q) finns det en sannolikhet Pr(A).
@ Sannolikhetsfunktionen skall uppfylla foljande villkor:

* 0 < Pr(A) <1 for varje handelse A.

* Pr(Q) =1.

* Pr(U;A) =>"7 Pr(A) om AiNAx =0 d3 j # k.
Da galler ocksa foljande:

* Pr(0) =0.

* Pr(AUB) = Pr(A)+ Pr(B) — Pr(AN B).

* Pr(Q\ A) =1-Pr(A).

* AC B = Pr(A) < Pr(B).
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% % Oberoende

Héandelserna A och B &r oberoende ifall

Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B),

och handelserna A;, j € J dr oberoende om

PI’(Aj1 N AJ'2 N...N Ajm) = Pr(Ajl) . PF(AJ'2) ot Pr(AJ-m)

alltid da jx € J, k=1,...,m, j, # jq dd p # q.

@ Obs!

Om handelserna A;, j € J ar oberoende s3 ar A;, och Aj, oberoende da
Jp # jk men om A; och A;_  ar oberoende for alla j, # jix sa behdver inte
handelserna A;, j € J vara oberoende.
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& Oberoende

Vi kastar en vanlig tarning tva ganger. D3 ar utfallsrummet Q = €1 x Q)
dar Q1 = Qo = {1,2,3,4,5,6} ar utfallsrummen fér det forsta och det
andra kastet sa att Q ={(j, k) : j,k=1,2,3,5,6}. Om A ar hdndelsen
{" 2 eller 3 i forsta kastet”} och B ar handelsen

{" 3, 4 eller 5 i andra kastet”} s3 ar det intuitivt klart att A och B ar
oberoende. Detta kan ocksa beskrivas pa foljande satt:

X

X

X

X

X

X
XX [ X[ X|X|X
XX [ X [X|X|X
XX [ X[ X|X|X

Vi ser al/tsa att A= {2 3} x Qs och B =1 x {3,4,5} och
1

Pr(A)=22=2.1=F ochPr(B)=233=1-2=121.
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'@ Oberoende, forts.
Handelsen AN B kan beskrivas pa foljande satt

ANB =

och

2-3 23 11
6-6 6 6 3 2
dvs. handelserna A och B ar oberoende.

De enklaste fallen d3 man har oberoende handelser ar av denna typ, dvs.
Q =Q1 x Q5 och PI’(Al X 82) = Prl(Al) . PI’Q(BQ) da A1 C 1 och

B> C 25 for da blir A= A1 x > och B = 21 x By oberoende.

Pr(ANB) = = Pr(A) - Pr(B),
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& Oberoende

Vi singlar slant tva ganger och later Ay, A och Az vara foljande
hdndelser: Ay = { "Forsta kastet krona” }, Ap = { "Andra kastet krona” }
och A3 = { "Ena kastet (men inte bada kasten) krona” }. Vilka av dessa
handelser 4r oberoende och vilka inte?

Utfallsrummet &r i dethar fallet Q = {HH, HT, TH, TT} dar H ar krona
och T klave. D3 dr Ay = {HH,HT}, A, = {HH, TH} och

A3 ={HT, TH}. Om vi nu antar att vi har en vanlig slant si kan vi anta

att sannolikheten for hindelsen A C Q ar Pr(A) = % sa att

Pr(A1) = Pr(A2) = Pr(As) = 2 = J och Pr(A1 N Ay) = Pr({HH}) = %,
Pr(A1 N As) = Pr({HT}) =  och Pr(A> N A3) = Pr({TH}) = 1.

Av detta ser vi att handelserna A; och A; dr oberoende da i,j € {1,2,3}
och i  j fér d& &r Pr(A; N A;) = 1 = Pr(A;) - Pr(A)).

Men Pr(A1 N Az N A3) = Pr(0) = 0 # Pr(A1) - Pr(Az) - Pr(As) sa att
handelserna A1, As och A3z ar inte oberoende utan bara parvis oberoende.
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¥ % Betingad sannolikhet

Den betingade sannolikheten fér hiandelsen A givet hindelsen B ar

Pr(AN B)

Pr(AIB) = ~5 gy

dd man antar att Pr(B) > 0.

D3 handelsen B ar given kan man begransa utfallsrummet fran Q till B och rdkna
om sannolikheterna for handelserna AN B som ar delmangder av det nya
utfallsrummet.

% % Produktregeln for betingad sannolikhet
Av definitionen for betingad sannolikhet féljer den sk. produktregeln

Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B|A),
och mera allmant
Pr(A1 MN...N Ak) = Pr(Al) . Pr(A2|A1)
. Pr(A3|A1 N Az) . PI’(Ak|A1 MN...- ﬂAk_l).
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(& Traddiagram som hjalpmedel

I en urna finns 5 vita och 5 svarta kulor. Vi plockar slumpmassigt en kula
ur urnan och om den ar vit lagger vi en svart kula i urnan (och vi ligger
allts3 inte tillbaka den vita kulan) och om den &r svart lagger vi inte ndgon
kula i urnan. Vi upprepar denna procedur annu tva ganger. Vad ar
sannolikheten att att det efter detta finns 6 svarta kulor i urnan?

Har kan vi anvanda produktregeln for den betingade sannolikheten men
det ar enklast om vi ritar ett trad dar vi valjer bagen nedat till vanster om
vi plockar en vit kula och bagen nedat till héger om vi plockar en svart
kula. | varje nod skriver vi antalet vita och svarta kulor och vid varje bage
skriver vi (den betingade) sannolikheten att den véljs da det i urnan finns
de antal vita och svarta kulor som nodens siffror anger. D3 ser tridet ut
pa foljande satt:
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& Traddiagram som hjalpmedel, forts.

2 2
10 10
10 1 9

0 9
5 4 5 5 3
8

9 9 8

9

Av diagrammet ser vi att det i 3 fall finns 6 svarta kulor i urnan och
sannolikheter for att komma till en viss nod far vi genom att multiplicera
sannoikheterna for de bagar som leder till denna nod med varandra. Svaret
far vi sedan genom att addera dessa sannolikheter:
5 4 7 5 6 4 5 5 4 1607 _
10 10 10 11010 9 10 9 9 4050 |
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¥ Bayes formel: Exempel

| ett land bor tva lika stor stammer, lognarna och skurkarna. Av légnarna
svarar 40% och av skurkarna 80% sanningsenligt pa alla fragor. Du traffar
pa en invanare i landet och fragar om hen ar en lognare eller en skurk och
hen sager sig vara en lognare. Vad ar sannolikheten att hen verkligen ar en
lognare?

Vi antar for enkelhetens skull att det bor sammanlagt 1000 /6gnare och
1000 skurkar i landet. D3 vet vi att 400 av l6gnarna svarar sanningsenligt
och sager sig vara lognare. Av skurkarna far 200 fram med osanningar och
sager sig ocksa vara lognare. Dethar betyder att sammanlagt 600
personer sager sig vara lognare och av dessa ar 400 verkligen lognare sa

att sannolikheten att den person du traffat verkligen ar en légnare ar
400 2

600 3
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@ Total sannolikhet
Om UL 1 A;j = Q, AN Ag =0 dij+#kochPr(Aj)>0daj=1,...,n s3 giller

Pr(B) = Z Pr(A;) - Pr(B|A)).

Varfor? Eftersom B = BN Q = U;_1BNA;joch(BNA;)N (BN Ay) =0 dij#ksiarPr(B) =3/, Pr(BNA;) och

enligt definitionen ar Pr(A;) - Pr(B|A;) = Pr(B N A;).

¥ % Bayes formel
Om U 1A; =Q, AiNn Ay =10 dé j # k, Pr(B) > 0 och P(A;) >0,
j=1,...,n sa galler
Pr(Ak) . Pr(B|Ak)
> i1 Pr(A;) - Pr(BJA;)

Pr(Ac|B) =

Varfor?
Pr(Ax N B)

Pr(Ax|B) = Pr(B)

Pr(Ax) - Pr(B|Ak) = Pr(Ax N B) och

> Pr(A)) - Pr(B|A)j) = Pr(B).

j=1

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl oct 13 februari 2015 16 / 64




%W Bayes formel: Exempel, version 2

| ett land bor tva lika stor stammer, lognarna och skurkarna. Av légnarna
svarar 40% och av skurkarna 80% sanningsenligt pa alla fragor. Du triffar
pa en invanare i landet och fragar om hen ar en légnare eller en skurk och
hen sager sig vara en lognare. Vad ar sannolikheten att hen verkligen ar en
lognare?

Lat L vara hindelsen att du méter en I6gnare och S handelsen att du
méter en skurk. Enligt antagandet dr Pr(L) = Pr(S) = 0.5. L4t SL vara
hidndelsen att personen du traffat siger sig vara en lognare s3 att vi vet att

Pr(SL|L) =0.4 och Pr(SL|S)=1-0.8=0.2.
Nu skall vi rikna ut Pr(L|SL) och med Bayes formel far vi

Pr(SL|L) Pr(L)

Pr(L|SL) =
"(LISL) = BriSLIL Pr(L) + Pr(SLIS) Pr(S)
B 0.4-0.5 02 2
- 04-05+02-05 03 3
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% % Klassisk sannolikhet och kombinatorik

Antal fall da A intraffar
Totala antalet mojliga fall

Pr(A) =

Man antar alltsa att varje elementarhandelse ar lika sannolik och
problemet blir att bestamma hur manga element det det finns i
utfallsrummet Q0 och hur manga av dessa hér som till mangden A.

% % Produktprincipen

Om i en urvalsprocess finns k steg och i steg j finns n; alternativ,
oberoende av vilka val som gjorts i tidigare steg (men vikka aiternativen sr kan bero ps valen)
sa ar det totala antalet alternativ

ng-np-...-nNgk.
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% Permutationer, binomialkoefficienter etc.
@ Om det i en mangd finns n element kan dessa ordnas pa
n=1.-2-3....-(n—1)-n,
olika satt. (Kom ihdg: 0! = 1)
@ Om man ur en mangd med n element valjer k element och beaktar i
vilken ordning elementen valjs, kan detta goras pa

n.(n—l)-...-(n—k+1):(nj—!k)!

olika satt.

@ Om man ur en en mangd med n element viljer en delmidngd med k
element, dvs. inte beaktar i vilken ordning elementen valjs, kan detta

goras pa
ny n!
k) kl(n— k)’

olika sitt. Av dethar foljer att om ett experiment upprepas n ganger
sa att handelser vid olika ganger dr oberoende 5.5 é.r SannO/ikheten fOI’ att hé.ndelsen A

. .. ° n—k
intréffar exakt k ganger (}) Pr(A)%(1—Pr(A))" .

y
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¥ % Binomialférdelningen som triddiagram

Antag att vi upprepar ett experiment sa att resultaten ar oberoende,
handelsen A intraffar med sannolikheten p och hindelsen A med
sannolikheten q = 1 — p. | féljande traddiagram valjs en bage nedat till
héger valjs om handelsen A intraffar annars en bage nedat till vanster och
sannolikheten att handelsen A intriffar k ganger vid n upprepningar fas
som summan av produkterna av sannolikheterna langs alla vagar med k
steg till hger och n — k till vénster, vilket ger (])p*q" .

q p
q P
q p q p
q2 2pq p2
q p q P q p
¢ 3pq? 3p%q P
q p q p q p q p
q* 4pg® 6p°q> 4p3q q*

N\ 4 AN 7 AN 7 N\
v

7 A 7
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¥ % Plocka kulor med eller utan terlaggning

Antag att i en urna finns s svarta och v vita kulor och att vi plockar n
kulor ur urnan.

Om vi for varje kula noterar vilken farg den har och sedan lagger den
tillbaka i urnan sa anviander vi aterlaggning. Sannolikheten att vi
plockar en svart kula ar =, och for en vit ar den - s3 att
sannolikheten att vi plockar k svarta och n — k vita i en viss given

k n—k
ordning ar ( S jv> ( Sj;\/) och da ar sannolikheten att vi plockar k

svarta och n — k vita i vilken ordning som helst

() (3) ()

Om vi daremot inte anvander aterlaggning sa kommer sannolikheten
att vi plockar en svart kula att bero pa vilka kulor vi redan plockat
och sannolikheten att vi plockar k svarta och n — k vita ar

S %
(k) ’ (n—k)
s+v
Ca )
olika satt och n — k vita bland v vita pa (nik) olika satt.
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eftersom vi kan plocka k svarta bland s svarta p3 ()

% % Slumpvariabler och férdelningsfunktioner

En (reell) slumpvariabel (eller stokastisk variabel) dr en funktion
X : Q2 — R (allts3 inte egentligen en variabel) dar €2 ar ett utfallsrum for ett
eXperiment I vilken en sannolikhet ar definierad och {w € Q: X(w) < t} aren hindelse for

allat € R.
Om X ér en (reell) slumpvariabel s3 ar dess (kumulativa)
fordelningsfunktion funktionen

Fx(t) =Pr(X <t)=Pr({we Q: X(w) <t}).
En funktion F : R — [0, 1] ar en férdelningsfunktion om och endast om
e 0<F(s)<F(t)<1ldis<t,
@ limi,_o F(t) =0 och lim;, F(t) =1,
@ lims_,ry F(s) = F(t) dit € R.
Néar F ar en fordelningsfunktion for X sa galler dessutom att
@ F(t)—F(s)=Pr(s< X <t)dis<t,
o lims:— F(s) =Pr(X < t),
@ limsyey F(s) — limsi— F(s) = F(t) — lims—:— F(s) = Pr(X = t).
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© Obs!

Uttryck som X <t och X < t ar formellt sett inte hdandelser (dvs.
delmangder i 2) men man skriver oftast Pr(X < t) istallet for det langre
uttrycket Pr({w € Q: X(w) < t}).

¥ Oberoende slumpvariabler

De (reella) slumpvariablerna X;, j € J definierade i samma utatisum dr oberoende om
hidndelserna { X; < a; }, j € J dr oberoende for alla a; € R, j € J och da
dr ocksa hindelserna { X; € A; }, j € J oberoende for alla soer mangder A;.

% En slumpvariabels sannolikhetsfordelning

Slumpvariabelns X : Q — R sannolikhetsférdelning (eller bara férdelning)
dr sannolikhetsfunktionen Prx(A) = Pr(X € A) dira c R s sidan art

{w e Q:X(w) € A} iren hindelse dVS. mangden reella tal ar utfallsrummet och
sannolikheterna for dess handelser definieras med funktionen Prx. Om
slumpvariabelns X férdelning ar tex. den sk. normalférdelningen med parameterna
uoch s> S3 Skriver man dess fordelningsfunktion som Fy, »2) istéllet for Fx.
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% % Diskreta slumpvariabler

En (reell) slumpvariabel X ar diskret om det finns en mangd A C R och
positiva tal fx(a), a € A s3 att

Fx(t) =) f(a).

a<t
acA

Detta innebar att Pr(X = a) = fx(a) ddac Aoch ), .fx(a) =1 53 att
Pr(X ¢ A) = 0 och mangden A innehéller hégst numrerbart manga element och vi kan anta att fx(t) = 0dit & A.
Funktionen fx ar frekvensfunktionen eller sannolikhetsfunktionen for X.

Fx fx

- T

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl oct 13 februari 2015 24 / 64



W % Kontinuerliga slumpvariabler

En slumpvariabel X ar kontinuerlig om férdelningsfunktionen ar
kontinuerlig, dvs. om Pr(X = a) =0 for alla a € R. Oftast antar man
anda att slumpvariabeln X har en tathetsfunktion fx s3 att

t

FX(t):/ fx(s)ds.

— 0

Detta innebar att fx(s) > 0 och [7_fx(s)ds = 1.

Fx (b)
Fx // fx

Fx(a)

a b a b

Pr(a < X < b) = Pr(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) = /b Sel6) éls

v
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& Exponentialférdelningen

Vi sager att slumpvariabeln X har exponentialférdelningen med
parametern \, dvs. X ~ Exp(\) om den har férdelningsfunktionen

FExp()\)(t) = {

D3 har den tithetsfunktionen fg,p\)(t) = Xe A dit >0 och
fExp()\)(t) =0dat<D0.

En exponentialfordelad slumpvariabel "saknar minne” pa sa satt att om
s, t > 0 sa galler

1—e M t>0,
0, t <0.

Pr( X >t+s|X >s)=Pr(X >t),

dvs. en apparat som fungerar tiden X ar som ny sa lange den fungerar.
Varfor? Pr(X > u)=e " och {X > t+s}N{X > s} ={X > t +s} s4 att

Pr(X>t+sochX>s) Pr(X>t+s)
Pr(X > s)  Pr(X >5s)
e~ A(t+s)

- - e M =Pr(X > t).

Pr(X >t+s|X >s)=

v
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% % Vintevarde

Om X ar en diskret slumpvariabel med frekvensfunktion fx sa ar dess

vantevarde
E(X) = Z aPr(X =a) = Z afx(a),

a

och om X ar en kontinuerlig slumvariabel med tathetsfunktion fx sa ar
dess vantevarde -
E(X) = / sfx(s) ds,
— 00
I bada fallen forutsatt att summan eller integralen existerar (dvs 5, afx(a) < o
eller 3, _olalfix(a) < 0o och [£° th(t)dt < oo eller [0 __|t|f(t)dt < o0), | @nnat fall skriver man
E(X) = NaN och siger att slumpvariabeln inte har nigot vantevirde.
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& Odds och Bayes formel

Antag att du deltar i ett hasardspel dar du vinner och far en euro av din
motspelare med sannolikheten p och férlorar och ger din motspelare v euro
med sannolikheten 1 — p. For vilket varde pa v ar detta ett rattvist spel?
Din vinst eller forlust ar en slumpvariabel X som far vardet 1 med
sannolikheten p och vardet —v med sannolikheten 1 — p och din
motspelares vinst ar —X. Vi kan saga att spelet ar rattvist om vantevardet
av bada spelarnas vinst ar 0, dvs. E(X)=1-p—v-(1—p) =0 s3 att

_ P

= 1=

som ar spelets odds for dig. Dethar begreppet dyker ocksa upp i samband
med Bayes formel pa féljande sitt: Om B ar ndgon hdndelse s3 ar oddsen
Pr(B)  Pr(B)
Pr(Bc) 1—Pr(B)
intraffat sa far vi med hjilp av Bayes formel uppdaterade odds for
handelsen B under villkor att A intraffat, dvs.

Pr(B|A)  Pr(AlB) Pr(B)
Pr(Bc|A)  Pr(A|B¢) Pr(Bc)
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fér den

. Om vi vet att nigon (annan) handelse A




% % Vantevardet av en funktion av en slumpvariabel

Om X ar en diskret slumpvariabel och g ar en mswar funktion sa ar
E(g(X)) =) g(a)Pr(X =a)=> g(a)fx(a)
a a

och om X ar en kontinuerlig slumpvariabel med tathetsfunktion fx sa ar

(©.@)

E(g(X)) = / AS)ide) s

— O

Om g(t)=1dat € A och g(t) =0 annars (och d3 skriver man ofta
g =1,)s3 ar
E(g(X)) = Pr(X € A),

dvs. ocksa sannolikheter kan skrivas som vantevarden.
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(& Sankt Petersburgsparadoxen

Du far mot betalning delta i foljande spel: En slant singlas tills det blir en
krona. Om detta sker pa det n:te gangen sa far du 2" euro.

Hur mycket ar du villig att betala for att fa delta i spelet?

Sannolikheten att den forsta kronan kommer pa det n:te kastet ar 2="
(enda mdjligheten &r att det blir n — 1 klavor och sedan en krona), sa att
vantevardet av vinsten blir

(©.9) (0.} (0.}
22” Pr(krona pa n:te kastet) = 22” 27" = Z 1 = oo.
n=1 n=1

n=1

Det finns manga orsaker varfor det inte ar fornuftigt att betala vad som
helst for att f4 delta i dethar spelet (eller att ens ge sig in i det) och dethir
exemplet visar att vantevardet inte kan tillimpas pa alla situationer.

v
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% % Varians och standardavvikelse
Om slumpvariabeln X har ett vantevirde sa ar dess varians

Var(X) = 0% = E((X - E(X))Z),

och dess standardavvikelse 4r on

D(X) = ox = +/Var(X).

(Observera att variansen aldrig dr negativ!)

Fordelen med standardavvikelsen ar att den har samma enhet som X och
att D(aX) = |«a|D(X) dd « dr ndgot reellt tal medan

Var(aX) = a®Var(X) och Var(X) har enheten m?> om X tex. har enheten
m (men variansen har andra stora férdelar).
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¥ % Viantevardet ar linjart och monotont

Ifall X]_ och X2 ar tva S/umpvariab/er (definierade i samma utfallsrum), SOIT har andllga
vantevarden och c; och ¢ ar reella tal sa ar

E(C1X1 S C2X2) = C1E(X1) + CQE(XQ),
och om dessutom Pr(Xy < Xp) =1 sa ar
E(X1) < E(XR).

En foljd av dethar ar att (dar 1 ar en slumpvariabel som fir virdet 1 med
sannolikheten 1)

Var(X) = E((X — E(X))?) = E(X* — 2XE(X) + E(X)?)
= E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)?E(1) = E(X?) — E(X)?.
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% % Variansen av summan av tva slumpvariabler

Ifall X1 och X> ar oberoende slumpvariabler (detinierade i samma utfalisrum) S8 ar
Var(ci X1 + Xo) = cfVar(X1) + c3Var(Xo),

om c¢1 och ¢ ar reella tal och i allmanhet (férutsatt att varianserna ar
dndliga) géller

Var(ci X1 + oXo) = cVar(Xy)
+2c10E((X1 — E(X1))(X2 — E(X2))) + c3Var(X).

v
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(& Chebyshevs olikhet

Om variansen av X ar liten, vad ar da sannolikheten att X avviker mycket
fran sitt vantevarde? Chebyshevs olikhet ger ett svar:

Pr (|X —E(X)| > c\/Var(X)) < é c>1.

w5 g 2 _ |t—E(X)] .
Varfér? Lt g(t) =1 om Y v > 1, dvs. om |t — E(X)| > ¢y/Var(X)
och 0 annars. Detta betyder att E(g(X)) = Pr(|X — E(X)| > cy/Var(X))

2
eftersom E(14(X)) = Pr(X € A). Nu ar g(t) < (M> eftersom

c+/ Var(X)
|[t—E(X)| ?
g(t) =0 om (—C Var()()) < 1 och annars 1 s3 att

2
Pr (1X — E(X)] > ev/Var(X)) = E(g(X)) < E ('X . E(X")

1 Var(X) 1

1 2
- —E( X — E(X ) il —
c2Var(X) ( (X)) c2Var(X) ¢?
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% Kvantiler

Antag att X ar en slumpvariabel med fordelningsfunktion Fx och
O<p<l.

o Om Fx har en invers funktion s3 ar x, = Fy '(p) slumpvariabelns X
och dess fordelnings p-kvantil.

@ [ allmanhet ar x, en p-kvantil ifall
Pr(X < xp) < p < Pr(X < xp),
Pr(X > x,) <1—p <Pr(X > xp).
@ Medianen ar en 0.5-kvantil.

@ Kvantilerna ar inte nédvandigtvis entydiga men de existerar alltid.

Ofta valjer man som p-kvantil mittpunkten pa intervallet med alla
p-kvantiler.

0.9-
0.5- ,/ X0.4 € [—1, ].]

| | | Xqg =2, q€][05,0.9]
—1 1 2

y
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% % Kvantiler, forts.

| manga berakningar i statistik bildar vi forst en "testvariabel” U, vars
fordelningsfunktion Fy och tathetsfunktion fy vi kdnner till (dtminstone
approximativt). Sedan bestammer vi tal a och b s3 att Pr(U < a) = p;,
och Pr(U > b) = pp dar vanligtvis p, = pp men ibland &r det ena talet 0.
Om férdelningsfunktionen Fy; har en invers funktion s3 far vi

a=F;'(ps) och b=F;'(1— pp)

1 —
Pb 7/? fu
U Pa Pb
Pa
a | b

Med hjalp av dessa tal a och b och definitionen av testvariabeln kan vi
sedan rakna ut det vi verkligen ar intresserade av.

Ifall U som héar ar kontinuerlig sa dr Pr(U < a) = Pr(U < a) och
Prla<U<b)=Prla<U<b)=1—p,— pp.
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W % Na3agra viktiga diskreta slumpvariabler och deras fordelningar

@ Jamn diskret fordelning: Pr(X = x;) = % i =1,2,...,0 ochman antar att
Xj #x; d&i#j.
@ Bernoulliférdelning X ~ Bernoulli(p), 0 < p < 1:
o Pr(X=1)=p, Pr(X=0) = (1 —p) dvs. X(w) =1déw € AC Q och X(w) = 0 d3
w € Q\ A dir Pr(A) = p.
o E(X) = p och Var(X) = p(1 — p).
@ Binomialférdelning X ~ Bin(n,p), n>0,0<p <1:

o Pr(X = k) = <Z>pk(1 —p)" K k=0,1,....n

o X &r summan av n oberoende Bernoulli(p)-fordelade slumvariabler,
dvs. experimentet upprepas n ganger med oberoende resultat och
hédndelsen A, med sannolikheten p intrdffar X ganger.

o E(X) = np och Var(X) = np(1 — p).

@ Poisson-fordelning X ~ Poisson(\), A > 0:

k
o Pr(X:k):e_’\%, k=0,1,2,....

o F&s som gransvirde av binomialférdelningen di n — oo och np — \.
o E(X) = Var(X) = A\
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¥ % N&gra viktiga diskreta slumpvariabler och deras férdelningar, forts.
e Hypergeometrisk fordelning X ~ HyperGeom(N,r,n) 0 < n,r < N:

r\ (N—r
() (n—k)
()
& Om man plockar n kulor ur en urna som innehaller r vita och N — r
svarta kulor sa ar X antalet vita kulor man plockat.
o E(X) =%,
e Geometrisk fordelning X ~ Geom(p):
o Pr(X =k)=(1—-p)<lp, k>1.
o Ett experiment upprepas tills handelsen A med sannolikheten p har

intrdffat och X ar antalet upprepningar.
< E(X) = % och Var(X) = 1,)_—2’3.

o Pr(X = k) =

Var(X) = o . Nor . B=n,

e Negativ binomialférdelning X ~ NegBin(p,r), 0 <p<1,r>1:
o Ett experiment upprepas tills handelsen A med sannolikheten p har
intraffat r ganger och X ar antalet upprepningar, dvs. X ar summan av

r oberoende Geom(p)-férdelade slumpvariabler.

o Pr(x =n)= (7))

< E(X) = é, och Var(X) = LEP).

p
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%W % Nagra viktiga kontinuerliga slumpvariabler och deras fordelningar

e Likformig kontinuerlig férdelning (dar —oo < a < b < 00):

1
a<t<b
fx(t) = b=’ - =
x(2) {O, t<a eller t>b.

E(X) = 3(a+ b) och Var(X) = (b — a)°.
o Normalférdelning X ~ N(u,0?):
1 =

fX t) = e 202
(t) oV 2w

E(X) = p, Var(X) = 02, och Fy(,.02)(t) = Fno) (52).
@ Exponentialférdelning X ~ Exp(\), A > 0:

Ae M >0
fx(t):{e <o Fx(t)=1—e, t>0.

0, t <0,
1 1
E(X) = 3 och Var(X) = 2

Observera att som parameter ofta anvands vantevardet | = %
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¥ % Sambandet mellan Poisson- och exponentialférdelningen

@ Kunder anlander till en servicepunkt med oberoende och
Exp(\)-férdelade intervall om och endast om antalet kunder som
kommer inom ett intervall med langden T ar en slumpvariabel som
har en Poisson(AT)-férdelning och antalet kunder som anldnder inom
disjunkta tidsintervall 4r oberoende.

@ [ detta fall 4r vantevardet langden av tidsintervallet mellan tva

ankomsttider — och vantevardet av antalet kunder som anlander

inom ett tidsintervall med langden T ar \T.
@ 0m.. <T_1<Tog<Ti<Ty<...sagiller
o Uap = |{Jj: Tj € (a,b]}| dr Poisson(A(b — a))-férdelad da a < b och
U(ay,by] 0¢h Ugay b,) ar oberoende om (ay, by] N (a2, bo] = 0
om och endast om
o Tjt1 — T; oberoende och Exp(\)-fordelade fér alla j.
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%Summan av oberoende Poisson-fordelade slumpvariabler

Ifall X1 ~ Poisson(A1) och X, ~ Poisson(\2) ar oberoende slumpvariabler
sa dr X1 + Xo ~ Poisson(A1 + A2).

Varfor? Om Xy och Xy ar oberoende slumpvariabler med varden i
méangden {0,1,2,...} och som har frekvensfunktionerna fx, och fx,

Poisson-antagandet anvands inte dnnu) sa ar handelsen {X]_ + X2 = n} unionen av de
disjunkta handelserna {X1 = k, Xo = n—k}, k=0,1,...,n s3 att
n

4. (n) = Pr(X1 + Xo = n) = ) Pr(Xy =k, Xo = n— k)

k=0
n
X1 och X> oberoende
= E Pr(X1 = k) PI’(XQ =n—k E le sz n— )
k=0
AN
o 1 o ) — a AN _J
Om nu Xj ~ P0|sson()\1) sa ar fx,(k) = e Y7 och
n—k
Z Af Aj
fX x,(n e—)\l 1 —/\2 J
1+ 2( n . k)l
—(>\1+>\2) 1 Z )\k)\n k blnomla/forme/n _()\1+)\2) ()\1 + )\2)
k!(n — n!
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%Summan av tva oberoende slumpvariabler mm.

@ Antag att X och Y ar tva oberoende slumpvariabler sa att X har
tathetsfunktionen fx och Y har fordelningsfunktionen Fy . (Motsvarande

resultat géller ocksd d3 X &r diskret.)

@ Om a < b och A(s) < B(s) for allas € R s3 ar

b
Pr(X € (a,b], Y € (A(X), B(X)])= / £ (s) Pr(Y € (A(s), B(s)]) ds

b
_ / fx () (Fy (B(s)) — Fy(A(s))) ds

@ Slumpvariabelns X 4+ Y férdelningsfunktion ar
Fxiy(t)=Pr(X+Y <t)=Pr(X € (—oc0,), Y <t—X)

= /OO fx(s)Pr(Y <t—s)ds = /OO fx(s)Fy(t —s)ds.

— 0 — 00

@ Om Y har tiathetsfunktionen fy sa har X + Y tathetsfunktionen

fery(t) = /OO SN — 5l

— 0
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(@ Tathetsfunktionen for summan av oberoende Exp())-slumpvariabler

Antag att X1, Xy, ... dr oberoende Exp(\) fordelade slumpvariabler. Vi
skall visa att slumpvariabeln Y, = Zle X har tathetsfunktionen

)\ne—)\t tn—1 t>0
fo(t) = (n—1)1> =
(1) {o, t < 0.

Nirn=1s3 4r n— 1 = 0 och vi har exponentialférdelningens
tathetsfunktion och pastaendet stimmer. Om vi antar att det stammer
stimmer dd n = k s3 far vi (eftersom Y11 = Yx + Xii1 och Yy och
Xk11 ocksa dr oberoende) att slumpvariablens Y1 tdthetsfunktion ar

00 t At ))\ke—)\ssk—l
/_OO fx,..(t —s)fy,(s)ds :/0 e k—1) ds
_ )\k—l—le—At/t 1 k=1 ge — \kH+1g=At tlsk _ Netle—Atpk
o (k—1)! o k! k! ’

och pastaendet ar en foljd av induktionsprincipen.
v

‘&) Sambandet mellan exponential- och Poissonfordelningen

Antag nu att T >0 och U=max{n:Y, < T} NudirU=k om och
endast om Y < T men Yy 1 > T. Om A ar handelsen {Y, > T} och
B ={Yxs1 > T} sa ar AN B = B\ A hindelsen

{Yx < T och Y1 > T} dvs. {U = k} och eftersom X1 > 0 s3 ar
A C B och

Pr(U = k) =Pr(B) — Pr(A) =

B /oo )\k—l—le—)\ttk i /oo )\ke—)\ttk—l i

. Kl - (k=1
partiell integrering o9 gt /OO Ake—At k=1 m
- S - (k=1
00 )\k —Atpk—1 —AT k
[Eene, oTory

(k=1 Kl

Nu &r U ar Poisson(\)-férdelad for d3 k = 0 far vi

e M (AT)?

Pr(U=0)=Pr(X; > T)=e " =

0!
. y
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@ Felintensitet

Ifall X ar en slumpvariabel med tathetsfunktion fx och fordelningsfunktion
Fx sa ar dess felintensitet (felfrekvens ar nagot annat)

fx(t)

Ax(t) = 1= Fx(t)

sa att )
Fx(t)=1-— e~ Joo Ax(s)ds

OCh ifall Xx &r kontinuerlig fran héger i punkten t,

Ax(t) = lim z Pr(X € (t,t+ h)| X > t),
h—0+
dvs. om X ar tiden som en apparat har fungerat och den har fungerat till
tidpunkten t sa ar sannolikheten att den slutar fungera i nasta tidsintervall
med ldngden h ungefar Ax(t)h.
Fér exponentialférdelningen ar alltsa felintensiteten den positiva
konstanten A dat >0 och 0 d3at<0. )
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& Exempel

Antag att vi har méjlighet att ings ett avtal med tva olika motparter (tex.
képa mjolk i tva olika butiker, ta ett mot ett erbjudet jobb) men med den
begransningen att nar vi far vet de villkor den férsta motparten erbjuder sa
maste vi antingen acceptera dem utan att veta vad den andra kan erbjuda
eller s3 acceptera den andra motpartens villkor.

Finns det nagon battre metod an att slumpmadassigt valja vem vi ingar
avtalet med eller att direkt valja ndagondera av dem?

Antag att det enda villkoret ar "priset” och att i dethar fallet ett lagre pris
ar battre. Dessutom antar vi att de bada priserbjudandena X och Y ar
oberoende positiva slumpvariabler som har samma fordelningsfunktion F
och samma tathetsfunktion f.

Nu dr Pr(X < Y) =Pr(Y < X) = % vilket ir en féljd av att

Pr(X < Y)=Pr(Y < X) pd grund av symmetrin, att Pr(X = Y) =0
eftersom X och Y ar kontiuerliga och att

Pr(X < YellerY <XellerX=Y)=1.
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‘& Exempel, forts.

Ett annat satt dr att anvdnda resultatet % - f(s)ds = —f(u), s§ att

Pr(X<Y):Pr(O<X<oo,X<Y<oo):/ / £(s) ds F(t)dt
0 t

__%[O (/toof(s)ds)z—O—l—%/ooof(s)ds—%.

Om vi nu véljer det forsta erbjudandet med sannolikheten q € [0, 1] och
det andra med sannolikheten 1 — q sa valjer vi det mindre med
sannolikheten %

Ett battre satt ar att vi valjer ett visst pris a och om det forsta
erbjudandet ar hogst a sa valjer vi det och annars valjer vi det andra
erbjudandet. Sannolikheten att vi véiljer det fordelaktigare alternativet ar

p= Pr((X <aochX <Y) eller (X>aochY < X))

Handelserna {X < aochX < Y} och {X > aochY < X} ar disjunkta sa
att

v
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‘& Exempel, forts.

ko)
I
C\m
ﬂ\
—~~
~
N
7~ N\
\-\
8
‘h
—~~
w0
N
o
0
~__
o
~
+
n\
8
‘h
—
~
) ——
VRS
c\
\
—~~
7
N
o
n
~__
o
~

1 1 1 1
:—5(1—F(a))2‘|‘§+§_§F(a)2
— % + F(a) — F(a)® = % + F(a)(1 — F(a)).

Denhar sannolikheten &r som stérst 3 om vi véljer a s3 att F(a) = 1, dvs.

medianen av X och Y. Men redan om Pr(X < a) > 0 och Pr(X > a) >0
sa ar sannolikheten att vi valjer det battre alternativet storre an %

v
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% % Centrala gransvirdessatsen

Ifall slumpvariablerna X1, X5, ... ar oberoende och har samma fordelning
s§ att E(X;) = u och Var(X;) = 02, j = 1,2,..., s§ géller

1
=1 X T D X — nu
2

~2 N(0,1) d5 n— oo,

o2 no

n

dvs.

n—o0 n0'2 — 00 27T

T Xi—n o [t 1
lim Pr (Zf—l LA t) = Fio1)(2) d:f/ e 2% ds.

% % Normalapproximation

Om X ar summan av "tillrickligt” manga oberoende slumpvariabler med

X—E(X) ungefdar N(0, 1)-fordelad.

v/ Var(X)
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andlig varians sa ar

¥ % Binomialférdelningen och normalapproximation

Vi kastar en tarning 1500 ganger. Med vilken sannolikhet ar resultatet 5
eller 6 hogst 450 ganger?

Eftersom sannolikheten att resulatet ar 5 eller 6 i ett kast ar % och om vi
antar att resultaten i kasten ar oberoende sa far vi svaret med hjalp av
binomialférdelningen och det ar

% (1500) (1)k <1 1)150“

— k 3 3
Vi kan rdkna denhidr summan med binomailférdelningens
fordelningsfunktion binocdf (450,1500,1/3) och da far vi som svar
0.003147.
Ett annat satt ar att anvanda normalapproximation: Lat X; =1 om
resulatatet | kast j ar 5 eller 6 och annars 0. Om nu Y = Z}iﬂo Xj sa ar

E(Y) = 1500 1 =500 och Var(Y) = 1500 % - (1 — 3) = %9, Enligt den

centrala gransvirdessatsen ar % ~a N(0,1) s3 att
ar
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% % Binomialfordelningen och normalapproximation, forts.

Pr(Y < 450) = Pr (Y —E(Y) _ 450 E(Y)>

Var(Y) — /Var(Y)
Y —E(Y) _450-500) (Y—E(Y)

Var(Y) /% v/ Var(Y)

~ Fno,1)(—2.73861) = 0.003085.
Om fragan dr med vilken sannolikhet resultatet dr 5 eller 6 minst 470 och

hogst 520 ganger sa ar svaret

470 —500 _ Y —E(Y) _ 520 — 500

< 2.73861)

Pr(470 < Y <520) = Pr

1000 Var 1000
\ﬁ 1000 Ji \ﬁ 1000

— Pr (—1.6432 < v —8v) < 1.0954)

Var(Y)

~ Fiy(0,1)(1.0954) — Fy(o.1y(—1.6432) = 0.81316.
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% Tvadimensionella slumpvariabler och férdelningar

e Ifall Q2 ar ett utfallsrum pa vilket en sannolikhetsfunktion ar definierad

s ar (X,Y): Q — R? en tvidimensionell slumpvariabel med
fordelningsfunktion Fxy(s,t) = Pr(X <'s,Y < t) utsatt are

{w € Q: X(w) <5, Y(w) <t} &ren mingd fér vilken sannolikheten dr definierad.

e En tvadimensionell slumpvariabel (X,Y') ar
diskret och den har frekvensfunktionen
fey (a, b) ifall fxy (a, b) > 0 fér alla a och b, h it ‘ l' |

>, 3 fiorla,b) = 1 och
Pr(X = a,Y = b) = fxy(a, b) fér alla a och b.

@ En tvadimensionell slumpvariabel (X,Y') ar
kontinuerlig och har tathetsfunktion
fxy (s, t) ifall fxy(s,t) > 0 fér alla s och t,
7o oo fxy (s, t)dsdt =1 och

Fxy(s, t)= [ f fxy (u, v)dudv
for alla s och t.

.
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(& Marginalférdelningar

o Ifal/ fXY(a, b) ar frekvenSfunktionen for den diskreta tvidimensionella
slumpvariabeln (X, Y) sd 4r marginalfrekvensfunktionerna for
slumpvariablerna X och Y

fx(a) = Pr(X Z fxy(a,b) och
fr(b) =Pr(Y = b) =" fxy(a,b).

o /fall fXY(S, t) ar tathetsfunktionen for den kontinuerliga tvidimensionella
slumpvariabeln (X, YY) sa 4r marginaltathetsfunktionerna for
slumpvariablerna X och Y

O o
fie(s) = / fov(s, t)dt och fy(t) = / ey (5, ) ds.
—00 — 0 )
13 i 2015 5364

& Vantevarden

Om (X, Y') ar en tvadimensionell slumpvariabel och h(x,y) &r en mtar
funktion sa ar

E(h(X,Y)) EZ (a, b)fxy(a, b),

da (X, Y) &r en diskret slumpvariabel och summan existerar och

h(X Y / / (s, t)fxy (s, t)dsdt,

da (X, Y) ar en kontinuerlig slumpvariabel med tahetsfunktion och
integral existerar.
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¥ % Oberoende slumpvariabler

@ Om (X,Y) ar en tvadimensionell slumpvariabel (diskret eller
kontinuerlig med tathetsfunktion) si géller

& fxv(xy) = &Xx(x)fy(y).
@ Om X och Y ar oberoende och f och g ar mawara funktioner sa galler

X och Y ar oberoende

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

% % Kovarians och korrelation

@ Kovarians ds var(x) < oo och Var(Y) < oo

@ Korrelation eller korrelationskoefficient:

@ Om X och Y &r oberoende dr Cor(X,Y) =0 men om korrelationen
dr0 s3 ar X och Y inte nédvandigtvis oberoende, om inte (X, Y) ar
normalfordelad.

Cor(X,Y) =

Cov(X,Y

v/ Var(X)Var(Y)

d3 0 < Var(X) < oo och 0 < Var(Y) < oco.

Cov(X, Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).

, —1 <Cor(X,Y)<1

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) MS-A0509 Grundkurs i sannolikhetskalkyl oct

W Exempel: Randfordelningar

Vi singlar slant 4 ganger. Lat X vara antalet kronor i de 2 forsta kasten och
Y antalet klavor i de 3 sista kasten. Vad ar korrelationen mellan X och Y'?

Slumpvariabelns (X, Y') frekvensfunktion ar

och

13 februari 2015

Y

fXY (X7 y) 0 1 p; 3

0 0 0.0625 | 0.125 | 0.0625
X 1 0.0625 | 0.1875 | 0.1875 | 0.0625

2 100625 | 0125 | 0.0625 0

Nu ar randférdelningarna av X och Y foljande:
X 0 1 2
fx(x) | 0.25 | 0.5 | 0.25
y 0 1 2 3
fy(y) | 0.125 | 0.375 | 0.375 | 0.125
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% Exempel: Randfordelningar, korrelation, forts.
Dethar betyder att

E(X)=0-025+1-05+2-025=1,
E(Y)=0-0.125+1-0.375+2-0.375+3 - 0.125 = 1.5,

Var(X) = 0%-0.25 +1%-0.5 +2%-0.25 — 1° = 0.5,

Var(Y) = 0?-0.125 + 1% - 0.375 + 22 - 0.375 + 3% - 0.125 — 1.5% = 0.75.

Dessutom ar

2 3
E(XY) =) ) xyfxy(x,y)=0+1-1-0.1875+1-2-0.1875
x=0 y=0

+1-3-0.0625+2-1-0.1254+2-2-0.0625 = 1.25

Darfér blir korrelationen
E(XY) — E(X)E(Y) 125-1-15

Cor(X, Y) = = — —0.40825.
(X.Y) /Var(X)Var(Y) V0.5 -0.75

% Exempel: Randfordelningar, korrelation, forts.

| Matlab/Octave kan vi rdkna samma rikningar pa féljande satt:
Forst definierar vi frekvensfunktionen med kommandot

f=[0 0.0625 0.125 0.0625; 0.0625 0.1875 0.1875 0.0625;
0.0625 0.125 0.0625 0]

Sedan raknar vi slumpvariablernas X och Y frekvensfunktioner
fx=sum(f’), fy=sum(f)

Vi bestammer ocksa variablernas varden

x=[0 1 2], y=[0 1 2 3]

Sean riknar vi ut E(X) och E(Y)

ex=x*fx’, ey=y*fy’ (eller ex=sum(x.*fx), ey=sum(y.*fy))
och varianser Var(X) och Var(Y)

vx=x. 2*%fx’-ex"2, vy=y. 2xfy’-ey 2

och E(XY)

exy=x*fx*y’

sa att vi som korrelationskoefficient far
corXY=(exy-exx*ey) /sqrt (vx*vy).
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% Betingade fordelningar

e Ifall (X,Y) &r en diskret tvddimensionell slumpvariabel med
frekvensfunktion fxy(a, b) eller en kontinuerlig tvadimensionell
slumpvariabel med tithetsfunktion fxy (s, t) sa ar

den betingade frekvensfunktionen respektive tithetsfunktionen for Y

fy|x(bla) =

givet X = a.

.anxz@:{

e E(Y|X) ar en slumpvariabel sa att E(Y|X)(w) = E(Y|X = X(w)) d3

w € Q.

JZ

(0.9}
(0.9}

o E(E(Y|X)) = E(Y).

fxy(a, b)

fx(a)

> b bfY|X(b|a)
tfy|X(t\a)dt

. d3

eller

fx(a) > 0,

G. Gripenberg (Aalto-universitetet)

¥ Exempel: Betingad fordelning

Vi singlar igen slant 4 ganger och later X vara antalet kronor i de 2 forsta
kasten och Y antalet klavor i de 3 sista kasten. Slumpvariabelns (X, Y)

frekvensfunktion ar da
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Y
fXY(Xay) 0 1 2
0 0 0.0625 | 0.125 | 0.0625
X 1 0.0625 | 0.1875 | 0.1875 | 0.0625
2 100625 | 0125 | 0.0625
och randférdelningarna ar
X 0 1 2 Y 0 1 2 3
fx(x) | 0.25 | 0.5 | 0.25 fy(y) | 0.125 | 0.375 | 0.375 | 0.125

De betingade férdelningarna far vi genom att dividera raderna och

kolumnerna i tableen med fekvensfunktoionens varden med motsvarande
sannolikhet i randfordelningen.

o
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% Exempel: Betingad fordelning, forts.

o Den betingade fordelningen X under villkoret Y =0 ar

X

0

1

2

fxv(x]0) | O

0.5 05

o Den betingade fordelningen Y under villkoret X = 2 ar

Y

0

1

2

3

frix(v[2)

0.25

0.5

0.25

0

Med hjilp av den betingade fordelningen kan man rdkna ut betingade

vantevarden, tex.

o E(X|Y=0)=0-0+1-05+2-05=15.

o E(Y|X=2)=0-0254+1-05+2-025+3-0=1.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet)

% Exempel: Betingad fordelning, forts.

o Det betingade vintevirdet E(X|Y') ar en slumpvariabel som far
vardena E(X|Y =0), E(X]Y =1), E(X|Y =2) och E(X|Y = 3)
med sannolikheterna fy(0), fy(1), fy(2) ja fy(3) si att dess

frekvensfunktion ar
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EX]Y) | 1.5

1.16667

0.83333

0.5

fecx|y) | 0.125

0.375

0.375

0.125

o Det betingade vintevirdet E(Y|X) ar en slumpvariabel som far
vardena E(Y|X =0), E(Y|X =1) och E(Y|X =2) med
sannolikheterna fx(0), fx(1) ja fx(2) sa dess frekvensfunktion ar

E(YIX)

2

1.5 | 1

fe(vix)

0.25

0.5 025

o Med hjilp av férdelningarna for E(X|Y) och E(Y|X) kan vi ocks3

kontrollera att

E(E(X|Y)) =1 = E(X)

och E(E(Y|X)) = 1.5 = E(Y).

v
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% % Den tvaddimensionella normalférdelningen

@ Slumpvariabeln (X, Y) dr normalférdelad om varje linjarkombination
aX + BY ar normalférdelad.

@ Om (X,Y) ar normalférdelad sa dr ocksd X och Y normalférdelade,
dvs. X ~ N(ux,o%) och Y ~ N(uy,c%).

@ Om (X,Y) ar normalférdelad och Cov(X,Y) =0 (s3 att ocksa
pxy = Cor(X,Y) =0) s3 ar X och Y oberoende.

@ Om (X,Y) ar normalférdelad, 0§< > 0, a%, >0 ogh pxy # 1 s3 ar
B <t—uy—nyg—§(S—Mx)>

fyix(t]s) = 1 e 7y V1-pky dvs.

\/%O'Y\/ 1_p§(y

(Y1X =) ~ N (1 + pxy (s = 1x), (1 = Py )% )

och motsvarande resultat galler for (X|Y = t).

@ /fall (X, Y) &r normalférdelad, ai >0, U%/ > 0 och pxy # =£1 sa har (X, Y) tathetsfunktionen

N =

1 ((r—;;x)2+(u—;;y)2 _2ny(f—ux)(u—uy))
fxy (t, u) = L. At=rxy) \ X oy XY
27ro‘Xcry\/1—pXY
y
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¥ Obs!

o Om (X,Y) ar en slumpvariabel s att X ar normalférdelad och Y ar
normalférdelad sa ar inte slumpvariabeln (X, YY) nédvandigtvis
normalférdelad.

@ Om X och Y ar oberoende normalférdelade slumpvariabler sa ar
(X, Y) normalférdelad.

o Om X; ~ N(,uj,af), j=1,...,n ar oberoende s3 ar
> j=1GXj~N (Zf:l Gk Zf:l C_]'20-_12)'

@ " Tillbaka till vintevirdet”

Om (X, Y) ar normalférdelad s3 att X och Y har samma férdelning
N(u, 02) och korrelationskoefficienten pxy = Cor(X,Y) # %1 s5 giller

E(YIX =5) — | = lpxvlls — pl < |s — pl.
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