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& Exempel: Momentmetoden

Av slumpvariablen X har vi fitt féljande observationer 0.46, 0.20, 0.19,
0.09, 0.46 och 0.16. Vi har skél att tro att X &r Exp(\)-férdelad men vi
kanner inte till parametern \. Hur kan vi uppskatta, dvs. estimera \?
Eftersom vi vet att E(X) = % s &r det naturligt att rikna medelvérdet av
de observerade virdena och vi far

6
1 1
x= 2 Y= £(0-46 +0.20 +0.19 4 0.09 +0.46 + 0.16) = 0.26,
j=1

och sedan anvinda detta tal istallet fér E(X) i formeln E(X) = } s att vi

far estimatet 1

A= — =
0.26
For exponentialférdelningen kan vi alltsd som estimator for parametern
anvanda %

3.8.

Denhér estimatorn &r inte vantevardesriktig eftersom E( %) > X\ men dan
vixer ndrmar den sig det riktigf vdrdet, dvs.
lim, o0 Pr(!)\ — (% ZJ'-'ZI XJ)_ ‘ > e) =0 for alla e > 0.

4
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@ Estimering

© Konfidensintervall

© Hypotesprovning

@ Korrelation och regression

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 13 februari 2015 2/41

& Exempel: Maximum-likelihood metoden mm

Du anlander till en frimmande stad och p3 flygfiltet ser du tre taxibilar
med numrorna 57, 113 och 758. Hur manga taxibilar finns det i denhar
staden?

Vi antar att att det finns N taxibilar med numrorna 1,2,..., N och att
sannolikheten att en taxibil pa flygfdltet har nummer j ar % for alla
j=12,..., N.

Om vi anvdnder momentmetoden s3 skall vi rdkna vantevirdet av en
slumpvariabel X som &r jamnt férdelad i mangden {1,..., N} och det dr
E(X) =N i & = MO N1 o5 a6t N = 2E(X) — 1. Sedan riknar
vi medelvérdet av observationerna X = (57 + 113 + 758) = 309.33 och
som estimat f5r vi N = 2 -309.33 — 1 ~ 618 vilket ar ett for litet antal.
En annan mdjlighet &r att anvianda maximum-likelihood metoden: Om
antalet taxibilar ar N s &r sannolikheten ﬁ att vi ser bilen med nummer
57. Samma sannolikhet géller fér bilarna med nummer 113 och 758,
forutsatt att N > 758 f6r annars ar sannolikheten 0 att vi ser en bil med
nummer 758.

y
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@ Exempel: Maximum-likelihood metoden mm, forts.
Dethéar betyder att

1
—, N >758
L(N) = Pr(”"Du ser numrorna 57, 113 och 758") = ¢ N3’ -
0, N < 758.

I enlighet med maximum-likelihood metoden valjer vi estimatet N s5 att
likelihoodfunktionen L(N) far ett sd stort varde som mdjligt, dvs. i detta
fall N = 758.

Motsvarande resultat galler ocksa mera allmant, dvs. om Xy, Xo, ..., Xy ar
ett stickprov av en slumpvariabel som &r jamnt fordelad i mangden
{1,2,..., N} (eller i det kontinuerliga fallet i intervallet [0, N]) sa ar
maximume-likelihood estimatet av N

N = max(Xl,Xg, cee ,Xk).

Detta ér inte ett vintevardesriktigt estimat for det ar klart att E(N) < N
men vad ar E(max(X1, X2, ..., Xk))?
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V.

@ Exempel: Konfidensintervall for parametern i
exponentialfordelningen

Vi antar att vi har ett stickprov av en Exp(\)-férdelad slumpvariabel sa att
stickprovets storlek ar 50 och medelvardet ar 0.8. Med momentmetoden
f5r vi d3 estimatet \ = ﬁ = 1.25 fér parametern A\ men har géller det att
bestimma ett intervall sa att om vi med manga olika stickprov med
samma metod bestimmer ett intervall s4 kommer i stort sett tex. 95% av
intervallen att vara sadana att parametern hoér till det intervall vi raknat ut
med hjilp av de observerade virdena i det fallet.

For detta behéver vi en slumpvariabel vars fordelning vi atminstone
approximativt kanner till, dvs. den innehaller inga okdnda parametrar. Med
stéd av den centrala griansvirdessatsen anvander man for dethar ofta
normalférdelningen N(0, 1) och det gér vi nu ocksa.

Vi struntar for en stund i de numeriska virdena och antar att vi har ett
stickprov X1, Xa, ..., Xso av en slumpvariabel X ~ Exp(\). Vintevirdet av
medelvirdet X = g; > iy X; arda E(X) = E(X) = } och variansen

Var(X) = g5Var(X) = g - %

v
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Exempel: Maximum-likelihood metoden mm, forts.

Nu ar Pr(max(X1, Xo,...,Xk) <m)=Pr(X; <m,j=1,...,k)= (%)k
m—1\ K

av vilket féljer att Pr(max(X1, Xa,...,Xk) = m) = (%)k —(22)" och
vantevardet blir

E(max(Xy, Xz, . .., X)) = i m ((’A’;)k _ (ml\_/l>k> .

m=1
En foljd av detta ar att
LN < E(max(X1, Xa,...,Xk)) < LN—# 1.
k+1 k+1
Dethar betyder att en battre estimator fér N kunde vara

k+1
% maX(X17X2> 900 >Xk)7

som ar véntevardesriktigt i det kontinuerliga fallet
Ett battre estimat for antalet taxibilar ar alltsa % - 758 ~ 1011.
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@ Exempel: Konfidensintervall for parametern i
exponentialfordelningen, forts.

Om vi tror att n = 50 ar tillrackligt stort s3 ar

xX_1
A ~, N(0,1).

1
502

Ifall Z ~ N(0,1) s géller
Pr (F—l (0.025) < Z < F: (0.975)) — Pr(—1.96 < Z < 1.96) = 0.95,

N(0,1) N(0,1)
sa att
X_1
Pr| —1.96 < A <196 | ~0.95
1
50\2
Nu ar
y_ 1 1— 1.96 14+ 1.96
“196< 52 <196 o — Y0 <)< V0
_1 X X
502
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@ Exempel: Konfidensintervall for parametern i
exponentialfordelningen, forts.

sa att sannolikheten att \ ligger mellan slumpvariablerna
ocksa ar ungefar 0.95. Detta betyder att ett 95% approximativt
konfidensintervall fér parametern i exponentialférdelningen da stickprovets
storlek ar 50 ar

0.72 1.28
och =

o2 123
X' X |
| dethar fallet blir konfidensintervallet 10.9 1.6].

For exponentialférdelningen &r det inte speciellt svart att f4 fram olikheter fér parametern, men om detta inte skulle ha varit
fallet (detta géller tex. Bernoulli-férdelningen) s skulle vi i uttrycket —5 )\ fér variansen ha kunnat anvénda estimatorn X for

X och da skulle konfidensintervallet ha blivit
-~ { 0.78 1.38 ]
Bx X x|’

-
—

-

{X+ 1/9£Y X —

och dethir konfidensintervallet blir [0.97,1.73] om x = 0.8.

é\
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Exempel: Hypotestestning, forts.

Om vi anvidnder normalapproximation sa far vi

X — E(X) _ 130 — E(X))

p:Pr(X2130)=Pf<¢\T v/ Var(X)

— Pr = L) > Ut LA Pr sl ) >2.117 | ~0.017132
v/ Var(X) V108 Var(X)

(Genom att rikna 1 — Pr(X < 129) med normalapproximation kommar
man nidrmare det exakta svaret.)

Slutsatsen &r i alla fall att nollhypotesen kan férkastas pa signifikansnivan
0.05 men inte pa signifikansnivan 0.01.

Om vi istallet som nollhypotes tagit A\ = 108, vilket skulle ha varit
férnuftigt om vi fragat om det varit en ovanlig dag pa polikliniken, sa
borde vi ocksa beakta mdéjligheten att det kommit valdigt fa patienter och
da skulle p-vardet ha blivit det dubbla (vilket inte exakt ar

Pr(X > 130) + Pr(X < 86)).

4
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Exempel: Hypotestestning

Till en poliklinik kommer i genomsnitt 9 patienter i timmen. En dag da det
varit halt viglag kommer det 130 patienter under 12 timmar.

Kommer det mera patienter pd grund av det diliga vaglaget eller ar det
fragan om slumpmadssiga variationer?

Om det kommer i genomsnitt 9 patienter i timmen sa kan vi rakna med
att vintevardet av antalet patienter under 12 timmar 4r 9 - 12 = 108 och
vi kan som nollhypotes ta antitesen till frigan om det kommit ovanligt
méanga patienter att vintevirdet av antalet patienter ar hégst 108.
Dessutom gér vi ocksa antagandet att antalet patienter under 12 timmar
dr Poisson(\)-fordelat dar alltsa A < 108. For rdkningarna anvander vi
andi extremfallet A = 108.

Det &r ingen idé att rdkna bara sannolikheten for att Pr(X = 130) om X ar
antalet patienter, men daremot skall vi rdkna sannolikheten Pr(X > 130).
Om vi rdknar med Poisson-férdelningens fordelningsfunktion far vi

p=Pr(X >130) = 1 — Pr(X < 129) = 1 — Fpyiseon(108)(129) = 0.021645.
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@ Testa vintevirde, normalférdelning, exempel

Var mars 2014 en ovanlig manad betriffande nederbérden?
I mars 2014 var nederbérdsmangderna pa vissa mdtstationer féljande:

112|134 |5]6| 7| 8| 9|10
Nederbérd | 33 | 27 | 30 | 22| 28 | 28| 24 | 31 | 34 | 22

Motsarande medeltal for daren 1981-2010 var

112|134 |5|6|7|8|9]|10
Medeltal | 39 | 37 | 38 | 36 | 36 | 26 | 35| 29 | 30 | 21

Nu ar det férnuftigt att rdkna hur mycket vardena fér ar 2014 avviker
fran medelvirdena och skillnaderna ar foljande:

12 3| 4 |5|6| 7 10
Skillnad | -6 | -10 | -8 | -14 | -8 | 2| -11 | 2| 4| 1

o
©
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@ Testa vintevirde, normalfordelning, exempel, forts.

Eftersom fragan var om mars var en ovanlig manad sa valjer vi som
nollhypotes att den inte var det. Vi kan inte som nollhypotes anvanda
antagandet att den var ovanlig for det ger ingenting som kan anvindas i
rdkningar och har siags ingenting om pa vilket satt den eventuellt var
ovanlig.

Nollhypotesen blir darfér att skillnaden mellan nederbérdsméngderna 2014
och medelvirdena frin en lingre tid &r N(u, 02)-férdelade med ;n = 0 och
att dehdar skillnaderna pa olika orter 4r oberoende.

Medelvirdet av skillnaderna ar —4. 8 och stickprovsvariansen ar 41.733.
Det betyder att testvariabeln W = 0 far vardet —2.3496. Eftersom W

&‘

enligt nollhypotesen har férdelningen t(lO — 1) s34 blir p-vardet

p = Pr(|W—0| > |-2.3496—-0|) = Pr(W < —2.3496 eller W > 2.3496)
= Fy(9)(—2.3496) + 1 — Fy(9)(2.3496) = 2Fy()(—2.3496) = 0.043333,

s3 vi kan férkasta nollhypotesen p3a signifikansnivan 0.05.
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% Exempel: Skillnaden mellan andelar

Under dren 1660-1740 féddes i Paris 377 649 flickor och 393535 pojkar
och under samma tid féddes i London 698900 flickor och 737 687 pojkar.
Finns det skillnader i andelen flickor?

Lat X; vara en slumpvariabel som far vardet 1 om barn nummer j i Paris
ar en flicka och 0 om det ar en pojke och It Y; vara motsvarande
slumpvariabel for barnen i London. Dessutom antar vi att alla dehadr
slumpvariablerna ar oberoende och att Pr(X; = 1) = pp och

Pr(Y; =1) = p.. Nollhypotesen ar i detta fall H, : pp = py.
Nollhypotesen sdger inte vad pp = p; &r men vi kan rikna ett estimat p
fér denhar sannolikheten genom att konstatera att det foddes sammanlagt
2 2071707716%3{n och av dessa var 1076 549 flickor sa att

~ 0.48762. Vi kan ocksa rakna medelvirdena av de
observerade stickproven och de dr x = 0.4897 och y = 0.4865.

. - .. . P(1—p) . .
Slumpvariabelns X varians ar ungefar u dar np = 771184 ar

np
antalet barn fédda i Paris. )
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@ Testa vantevarde, normalférdelning, exempel, forts.

Om fragan skulle ha varit om nederbérdsmingden i mars 2014 var ovanligt
liten skulle vi som nollhypotes ha valt pastaendet att den inte var det, dvs.
att férdelningen av skillnaderna dr N(ju, 02) dar pu > 0. Testvariabeln skulle
ha varit precis densamma men p-vardet skulle ha blivit

p = Pr(W < —2.3496) = Fy(g)(—2.3496) = 0.021667.

Om fragan skulle ha varit om nederbérdsmingden i mars 2014 var ovanligt
stor skulle vi som nollhypotes ha valt pastaendet att den inte var det, dvs.
att fordelningen av skillnaderna dr N(u, o) dar pn < 0. Eftersom
medelvardet ar negativt ar resultaten helt i enlighet med den har
nollhypotesen sa det finns inget skal att forkasta den och vi behéver inte
heller rakna ut stickprovsvariansen, det ricker att vi rdknar medelvardet.
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% Exempel: Skillnaden mellan andelar, forts.

_ (1 — B
P43 samma satt &r variansen av Y ungefar u dir ng = 771184 ar
n
antalet barn fédda i London.

Det hir betyder att slumpvariabelns X — Y varians ar ungefar
pL—p) , B(1—p)

np np

sa att testvariabeln
X-Y
VR —P)E + 1)
ar i stort sett N(0, 1)-férdelad.

| dethar fallet far testvariabeln virdet
0.48970 — 0.48650

/048762 - (1 — 0.48762) - (77745 + 1a3e557)
p-vérdet blir nu

p =~ Pr(|Z]| > 4.535) = 2 - Fy(o,1)(—4.5350) = 0.00000576,
vilket betyder att vi har goda skal att férkasta nollhypotesen.

7 —

Y

= 4.5350.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 13 februari 2015 16 / 41



@ Exempel: Skillnaden mellan tva vintevirden, allmint fall

Fran en viss process har vi samlat in data for att sakerstalla
produktkvaliteten och sedan gjorde vi dndringar i processen for att minska
pa variansen. Detta lyckades ocksd men vi hoppas och ocksd matvardena,
dvs. kvaliteten ocksa stigit. Fér att underscka detta gjorde vi matningar
fére och efter férandringarna:

Stickprovsstorlek | Medelvarde | Stickprovsvarians
Fore 220 4.50 0.08
Efter 250 4.56 0.04

Har har vi alltsa stickprov X1, Xa, ..., Xono (fc')'re) och Y1, Yo, ..., Yoso
(efter) och vi antar att alla dessa slumpvariabler dr oberoende,
slumpvariablerna X; har samma férdelning och slumpvariablerna har
samma férdelning. Diremot antar vi inte att de har samma varians eller ar
normalférdelade men nog att de &r sddana att medelvirdena X och Y ar

ungefdar normalférdelade pa gund av den centrala gransvardessatsen.

4
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(& Exempel: Singla slant

Antag att vi singlar slant 400 gdnger och far 170 klavor och 230 kronor.
Som nollhypotes tar viHg : p = 0.5 dar p = Pr(T).

Om Y &r antalet klavor s3 ar Y ~ Binom(n, p) med n = 400 och p = 0.5.
Det betyder att \/% ~a, N(0,1) s3 p-vérdet blir, eftersom alternativet

till nollhypotesen ar tvasidigt,

p=2-Pr(Y <170)

. py Y —np < 170 — 200
Vvnp(l—p)  400-0.5-0.5

Y _
—o.pr| =P~ _3) ~0.0026998.
np(1 — p)

v
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& Exempel: Skillnaden mellan tva vintevirden, allmant fall, forts.
D3 galler ocksa

= _ ox oY
X—=Y~3N — Py, = +— | .
; <”X HY> 220 250>
| dethar fallet véljer vi som nollhypotes px > py som motpdastiende till
var férmodan att kvaliteten forbattrades, dvs. py > ux. Vi vet inte vad
0% och o2, ir men vi kan estimera dem med stickprovsvarianserna S% och
S% s5 att testvariabeln blir

-Y
N
20 1 250

Viardet av testvariabeln ar i detta fall —2.622 och eftersom positiva virden
pa testvariabeln dr i samklang med nollhypotesen sa blir p-vardet

Z= ~2N(0,1).

p=Pr(Z < —2.622) ~ Fy(g1)(—2.622) = 0.0044.

Det har betyder att vi kan férkasta nollhypotesen pa signifikansnivin 0.01.
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& Exempel: Singla slant, forts.
Ett annat satt dr att skriva de observerade talen i en tabell:

T H
170 | 230

. —_— 2 .
och rikna vérdet av testvariabeln C =3 ;" ; % i

x2-anpassningstestet och det blir

(170 — 400-0.5)> (230 —400-0.5)2 302 307

400-0.5 T 40005 =200 " 200

0.

Nu &r C ungefir x*(2 — 1)-férdelad och det ar bara stora virden ps C
som motsager nollhypotesen s3 testets p-varde blir

p=Pr(C>9)=1- Fpx)(9) = 0.0026998.
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& Exempel: Singla slant, forts.

Hur kommer det sig att vi fir exakt samma svar i bada fallen?
Om Y ~ Binom(n, p) &r antalet klavor sa &r n — Y antalet kronor och

(Y — np) L ({n=Y)—n(l - p)? _ (Y —np)® (=Y +np)?
np n(1—p) np n(1—p)

2
_ (Y —np)? (1+ 1 > _(Y=np)? [ Y—np
n p 1—p) np(l-p) np(1—p) )’
s3 att testvariabeln i x?-testet ar kvadraten av testvariabeln i
normalapproximationen av den binomialférdelade slumpvariabeln Y och en
x2(1)-férdelad slumpvariabel &r enligt definitionen kvadraten av en
N(0, 1)-fordelad slumpvariabel.

Ifall antalet klasser m i x-testet ar stérre an 2 s& ar det betydligt
besvérligare att visa att C ~, x?(m — 1).
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Exempel: Stickprovsvariansens fordelning, forts.

Virdet av testvariabeln C = Zi:l W blir nu
(16 — 26.4241)2 N (41 — 32.9753)2 N (25 — 20.6858)2
26.4241 32.9753 20.6858
(16 — 10.757)? N (2 —9.1578)?
10.757 9.1578

= 15.115.

Eftersom C &r ungefir x*(5 — 1)-férdelad och endast stora virden ps C
motsager nollhypotesen sa blir testets p-varde

p=Pr(C >15.115) = 1 — Fyp(4(15.115) = 0.0045.

Det har betyder att det finns skl att férkasta nollhypotesen och om vi
skulle ha raknat variansen f6ér dnnu flera stickprov skulle det har ha blivit
annu tydligare.
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Exempel: Stickprovsvariansens férdelning

Om X;, j = 1, n &r ett stickprov av en N(u, 02) fordelad slumpvariabel s&
har (";712)52 fordelningen x?(n — 1). Men vad hinder om vi tar ett
stickprov av en slumpvariabel X som &r jamnt férdelad i intervallet [0, 1]
s§ att Var(X) = 157
Som nollhypotes tar vi att ("_0712)52 fortfarande ar x?(n — 1)-férdelad, vi
véljer n =5 och raknar variansen fér 100 stickprov. Klasserna viéljer vi som
intervallen [0,2), [2,4), [4,6), [6,8) och [8,00) och resultaten blir féljande
d3 vi ser efter i vilket intervall % hamnar:

12
Ax | [0,2) | [2,4) | [4,6) | [6,8) | [8,00)
Oy 16 41 25 16 2

Sannolikheten att en x?(5 — 1)-fordelad slumpvariabel ligger i intervallet
[ak—1,ak) &r F\2(4)(ak) — Fy2(a)(ak—1) och de hir sannolikheterna blir

A | [0,2) [2,4) [4,6) [6,8) [8, o)
Pk | 0.264241 | 0.329753 | 0.206858 | 0.107570 | 0.091578
15 b 2015 22/ 41
& Exempel

Vi vill testa om sannolikheten att fa en krona da man singlar en viss slant
faktiskt dr 0.5. Hur manga ganger maste vi singla slanten for att
sannolikheten att nollhypotesen Hy : p = 0.5 férkastas pa signifikansnivan
0.05 &r 4tminstone 0.9 om p > 0.527

Eftersom vi vill rdkna ut en 6vre grans for antalet kast racker det att anta
att p = 0.52. Vi singlar alltsa slant n gangar och andelen kronor blir d3 p.
Testvariabeln ar (fér normalapproximation)

A~

P — Po
/ Po(1—po) ’
n

dar po = 0.5. Eftersom signifikansnivan ar vald till 0.05 och alternativet till
nollhypotesen ar tvasidigt s3 ar de kritiska virdena

+20.005 = $F,\Tlo71)(0.025) = +1.96, dvs. nollhypotesen férkastas om

z > 1.96 eller z < —1.96.

7 —

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 13 februari 2015 24 / 41



(& Exempel, forts.
p— p1

p1(1—p1)
n

Om nu i verkligheten p = p; = 0.52 s3 ar ~a N(0,1), och vi far

. —
Pr| PP 196 :Pr<f)>po+1.96 M)

/ Po(1—po)
n
o [_mpr o lsey/RUTE - p
= Pr
\/m \/m

p— p1

1.6 po(1 — po) Po — p1

—pr| 2P o + Vn
/ p1(1=p1) Pl(l - Pl) P1(1 = pl)
n
~Pr| 2P > 1062 - 0.04y/n
p1(1—p1)
n
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© Exempel, forts.
Om nu n > 6600 s3 visar en rakning att

~

P — Po
po(1—po)

n

Pr < —1.96

— Pr(Z < —1.96 — 0.04y/n) < Pr(Z < —1.96 — 1.962 — 1.28) ~ 107,

s3 det var helt korrekt att strunta i denna term.
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& Exempel, forts.

Vi far ocksa ett motsvarande uttryck fér Pr f’o ?f’_opo) < —1.96 | men

eftersom det racker att fa en nedre grans for n och eftersom det ar rimligt
att anta att den senare sannolikheten ar mycket liten sa blir kravet att

Pr(Z > 1.96 — 0.04y/n) > 0.9

vilket betyder att
1.962 — 0.04/n 5 —1.28

eftersom F,\T(})’l)(l —0.9) ~ —1.28 och vi far villkoret

- (1.962+1.28
n \ —~~——
~ 0.04

2
) = 6569.1,

vilket betyder att det 4r skal att valja n > 6600.
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& Obs!
Om X och Y &r slumpvariabler med dndlig men positiv varians och a, b, ¢
och d ar tal (med a# 0 och ¢ #0) sa ar

Cor(aX + b, cY + d) = sign(ac)Cor(X, Y).
Varfér? Eftersom Cor(U, V') = Cor(V, U) s3 racker det att visa att
Cor(aX + b, Y) = sign(a)Cor(X, Y) for da ar
Cor(aX + b, cY + d) = sign(a)Cor(X, cY + d) = sign(a)Cor(cY + d, X)
= sign(a)sign(c)Cor(Y, X) = sign(ac)Cor(X, Y)
Eftersom E(aX + b) = aE(X) + b sa ar
Var(aX + b) = E((aX + b — aE(X) — b)?) = a?Var(X) och
Cov(aX + b, Y) = E((aX + b — aE(X) — b)(Y — E(Y)))
— 2E((X — ECO)(Y — E(Y))) = aCov(X, ¥),

s3 att

aCov(X,Y) _a r o r
J@Var(X)\Var(Y) 5 CorX, ¥) = sign(a)Cor(X, V).
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Cor(aX+b,Y) =




@ Exempel: Regressionslinje

Vi har féljande observationer

x| 10| 1.9 | 27 | 32| 38| 47| 51| 55
y|-08|-04|-00|09|12|13|17]|21
Férst raknar vi medelvardena och de ar
X = 3.4875,

Sedan skall vi rékna stickprovsvariansen av x och stickprovskovariansen av

v = 0.75.

variablerna x och y och vi far

sxy =

1
n—1

n

> (x — x)* = 2.5184,

j=1

05—

_y):

1.6121.

v
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@ Ett samband mellan estimatorerna, varfor?
Eftersom B; = —2y, By=Y — Bix, S =

_ 2 5
Sxy = Ry sX5y sa ar

(n—2)$2 =" (Bo+ Bux; — y;)°

— 2B, Z(XJ _

j=

n

=By (5 -

j=1

=(n—1)(Bfs; —2B1S, + S)) = (n—1) <

s3 att

n

1

x)?

j=1

—(n-1)(5}

§2="1

52

n—27

1
n—2

71(Y; = Bo — Bux)? och

13 februari 2015

—7)+Z(m—‘

S
St
Rfysf) =(n-1
(1-R2).

52
=+ 52>

)53(1 - R)%y):

29 /41
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& Exempel: Regressionslinje, forts.
Det har betyder att

Sx;

Y
sX

bp =y — bix = —1.4825.

Punkterna och linjen ser ut pa féljande satt:

= 0.64015,

—
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@ Ett samband mellan estimatorerna, varfér?, forts.
En foljd av det har ar att
B]_ _ Sxy Sxy
S2 2 (n—1)S2(1 - R2 ) s2S2(1—-RZ)
(n—1)s2 (n—2)(n— 1)53 T
Royv/n—2
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% Exempel: Trafikolyckor

Enligt statistikcentralen var antalet férolyckade personer i trafikolyckor
under dren 2004-2013 féljande

2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
375 | 379 | 336 | 380 | 344 | 279 | 272 | 292 | 255 | 248

| dethar fallet dr det dndamdalsenligt att som x-variabel ta artalet fran
vilket vi subtraherar 2015 s3 att tabellen ser ut pa féljande sitt:

x|-11|-10| -9 | -8 | -7 | -6 | -5 | -4 | -3 | -2
y | 376 | 379 | 336 | 380 | 344 | 279 | 272 | 292 | 255 | 248

Fran det har stickprovet kan vi rakna foljande estimat:

= = 2 2
X y S5 s, Sxy

—6.5 | 316 | 9.1667 | 2772.8889 | —145.5556
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% Exempel: Trafikolyckor, 31

Vi kan rdkna ett estimat for restvariansen antingen direkt med formeln
1 Qo
2 _ b — bix:)2
J:

men i allmanhet ar det enklare att anvdnda formeln

2="1" 152(1 —r)= g -2772.8889 - (1 — (—0.91297)%) = 519.35.

- n=27
Nu kan vi testa nollhypotesen 1 = 0 och d3 &r testvariabeln
B: -0
Wy = " t(10 — 2),
(n—1)s3

och den har testvariabeln far vardet

—15.87
wy = —15879 = —6.3287.
519.35
9-9.1667

o
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& Exempel: Trafikolyckor, regressionslinjen
Nu far vi féljande estimat fér parametrarna i regressionsmodellen
Yj = Bo+ Pixj +¢j:
by = 2 — —15.879,
S

X

by =y — bix = 212.79,
hy =~ = —0.91297.

Linjen och datapunkterna ser ut pa féljande satt:

v
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& Exempel: Trafikolyckor, /31, forts.

Eftersom nollhypotesen dr 31 = 0 (och inte tex. 1 > 0 vilket man val
kunde motivera) sa blir p-vardet

p = 2Fy(g)(—6.3287) = 0.000226,

Exempel: Trafikolyckor, (o

Eftersom vi subtraherade 2015 fran artalen ar 3y vantevirdet av antalet
férolyckade i trafikolyckor ar 2015.
Om vi vill testa hypotesen 3y > 240 sa anvander vi som testvariabel

Wo——— 0= yhoo)

Ve i+ 3m)

Nar vi satter in de tal vi tidigare raknat ut i den har formeln sa far vi
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& Exempel: Trafikolyckor, /3y, forts.

o = 212.79 — 240 — 15061

1 (=6.5)2
\/519'35 (E + (10—1)9.1667)
Eftersom nollhypotesen var 5y > 240 s3 ar det endast stora negativa

varden p3 testvariabeln som motsdger nollhypotesen, dvs. alternativet ar
ensidigt sa p-vardet blir

p = Fyg)(—1.5261) = 0.082749,

och vi férkastar inte nollhypotesen ens p3a signifikansnivan 0.05.
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& Exempel: Trafikolyckor, konfidensintervall fér parametrarna, forts.

| §? | S2 -
Bl — 3.3554 m S 51 S B]_ -+ 3.3554 m Sa ar
P B; — 3.3554 > B; + 3.3554 > 0.99

Nar vi sitter in de tal vi raknat ut tidigare sa far vi som konfidensintervall
med konfidensgraden 99%

/ 519.35 / 519.35
[15879 3.3554 991667’ —15.8791 + 3.3554 991667]

—24.295, 7. 4628
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% Exempel: Trafikolyckor, konfidensintervall for parametrarna

Konfidensintervall for parametrarna By och 1 definieras och berdknas pa
samma satt som konfidensintervall f6r vantevardet av en normalférdelad
slumpvariabel. Om vi tex. skall bestamma ett 99% konfidensintervall for
parametern 31 sa konstatterar vi forst att eftersom

Wy — By — b1

Ve

~t(n—2)

och Fy(0.995) = —F5(0.005) = 3.3554 s5 4r
Pr| —3.3554 < —— ﬁl < 3.3554 | =1—0.005—0.005 = 0.99.
(n— 1)52
B — b1
Eftersom —3.3554 < - < 3.3554 om och endast om
V (n—1)s?
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@ Logistisk regression

Antag att vi av friska och insjukanade personer mitt féljande
koncentrationer av fibrinogen i blodet:

Friska | 252|256 |219]218]|341|246][322]221|
Friska | 3.15| 2.60 | 2.29 | 2.35
Insjuknade | 5.06 | 3.34 | 2.38 | 3.53 2.09‘ 3.93‘

Om nu fibrinogenkoncentrationen i blodet pa en viss person &r 3.1 si vad
ar sannolikheten att hen ar frisk?

Har antar vi alltsa att sannolikheten att en person ar frisk pa nagot sitt
beror pa fibrinogenkoncentrationen, som vi betecknar med x, dvs.
Pr(”Personen ar frisk") = p(x). Nu &r det inte férnuftigt att anta att
detta samband ar linjart for d 3 gar det ltt s3 att p(x) far virden som inte
ligger i intervallet [0,1]. En béttre idé ar att anvdnda odds och anta att

eC0+61X

log (15(—:()x)> =cq+ax dvs. p(x)=

Fér att estimera cg och c¢; anvander vi Maximum likelihood metoden.

1+ ecotcix .

4
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& Logistisk regression, forts.

Lat nu f;, i =1,...,n1 vara koncentrationerna hos de friska personerna
och s;, i =1,...,ny koncentrationerna hos de insjuknade personerna. Lat
nu L(co, c1) vara sannolikheten, med de antaganden vi gjort, att de friska
ar friska och den sjuka ar sjuka, eller (eftersom 1 — p(x) = Hec% )

gfotcitt . gCotCitn
L(co, c1) = (1+ewtat). . (1+eotcitn)
1
(L4 eotast). (14 e@tasm)

Det ar inte helt enkelt att bestimma den punkt i vilken denna funktion
uppnar sitt storsta varde men med numeriska metoder far vi cg ~ 5.4 och
c1 ~ —1.6 s3 att p(3.1) = 0.6.
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