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Vad ar sannolikhet?
o Relativ frekvens vid upprepningar: Om en fabrik tillverkat 1000 000
exemplar av en produkt av vilka 5015 har nagot fel sa ar
sannolikheten for en felaktighet 0.005

o Andelen fall d3 ett nagot férekommer: Om i en urna finns 6 svarta
och 4 vita kulor och man slumpmassigt valjer en kula sa ar
sannolikheten att den ar svart & = 0.6.

o Ett matt pa hur troligt man anser nagot vara: "Sannolikheten for
hard vind imorgon 4r 70%.”
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% % Sannolikhet, handelser, utfallsrum
@ Mangden av alla tankbara resultat av ett "experiment” ar
utfallstummet, ofta betecknat med (2.

@ Elementen i utfallsrummet, dvs. enskilda resultat av experimentet ar
elementarhdndelser.

e Handelser ar delmangder av utfallsrummet.

@ For varje hindelse A C Q2 finns det en sannolikhet Pr(A) fér denna
handelse.
@ Sannolikhetsfunktionen uppfyller féljande villkor:

* 0 < Pr(A) <1 for varje handelse A.
* Pr(Q) =1.
Y Pr(Uj?ilA,-) = Z;}il PI’(A,) om Aj NAg = 1] dé‘),_j ;é k.
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¥ Obs
Av antagandena ovan féljer bla. ocksa att
* Pr(0) =0.
* Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B).
* Pr(2\ A)=1-Pr(A).
* AC B = Pr(A) <Pr(B).

© Obs!

D3 2 innehéller dndligt manga element ar det naturligt att att alla delmingder av
Q ar hdndelser men i allmanhet ar detta inte alltid mdéjligt eller ens énskvart och
da ar Pr en funktion definierad i en o-algebra A i €2, dvs en mangd A med
foljande egenskaper:

o Ac A->ACQ,

o Qe A,

0 Ac A—-Q\A€e A,

0o Aie A i=12 ... U2A €A

v
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% % Oberoende

Handelserna A och B ar oberoende ifall
Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B),
och handelserna A;, j € J ar oberoende om

Pr(Ajl N Aj2 N...N Ajm) = Pr(Ajl) . PF(AJ'Z) CaL PF(A'm)

alltid da jx € J, k=1,...,m, j, # jq dd p # q.

Obs!

Om handelserna A;, j € J ar oberoende sa ar A;, och A;, oberoende da
Jp 7 jk men om A; och A; ar oberoende for alla j, # jx sa behover inte
handelserna A;, j € J vara oberoende.
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% % Betingad sannolikhet
Den betingande sannolikheten for handelsen A givet hiandelsen B ar

Pr(AN B)

Pr(AIB) = g

dd man antar att Pr(B) > 0.
D3 héndelsen B ar given kan man begransa utfallsrummet fran Q till B och rakna
om sannolikheterna for handelserna AN B som ar delmangder av det nya

utfallsrummet.

‘& Total sannolikhet
Om U1 A; = Q, A; NAc=0daj+#kochPr(Aj)>0daj=1,...,ns3
galler

ZPr . Pr(BJA)).

Varfér? Eftersom B = B N Q = U” BN Ajoch(BNA)N(BNA) =0dij#kssarPr(B) = Zf:l Pr(B N Aj) och

enligt defintionen ar Pr(A;) - Pr(B|A;) = Pr(B N A)).

v
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% % Bayes formel

Om U A; = Q, AiNAx=0daj+#k ochPr(Aj))>0dij=1,...,nsa
galler
Pr(Ak) C Pr(B|Ak)

> i1 Pr(Aj) - Pr(BJAj)

Pr(Ax|B) =

Varfér?

Pr(A« N B)

Pr(Ax|B) = Pr(B)

Pr(Ayx) - Pr(B|Ak) = Pr(Ax N B) och

> Pr(A)) - Pr(B|A)j) = Pr(B).

j=1

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 28 januari 2014 8 /27



% % Klassisk sannolikhet och kombinatorik

Antal fall da A intraffar
Totala antalet mojliga fall

Pr(A) =

Man antar alltsa att varje elementarhandelse ar lika sannolik och
problemet blir att bestamma hur manga element det det finns i
utfallsrummet Q0 och hur manga av dessa hér som till mangden A.

% % Produktprincipen

Om i en urvalsprocess finns k steg och i steg j finns n; alternativ,
oberoende av vilka val som gjorts i tidigare steg (men vikka alternativen sr kan bero p valen)
sa ar det totala antalet alternativ

ng-np-...:-nNgk.
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%W Permutationer, binomialkoefficineter etc.
Om det i en mangd finns n element kan dessa ordnas pa

n=1-2-3-...-(n—1)-n,
olika satt. (Kom ihdg: 0! = 1)
Om man ur en mangd med n element valjer k element och beaktar i vilken
ordning elementen valjs, kan detta gbras pa

n.(n_1)-...-(n—k+1):m

olika satt.
Om man ur en en mangd med n element valjer en delmangd med k
element, dvs. inte beaktar i vilken ordning elementen valjs, kan detta goras

ny n!
k) kl(n — k)!’
olika satt.

pa
| alla dessa fall kan varje element i mangden valjas bara en gang, dvs. om
man plockar kulor ur en urna laggs dessa inte tillbaka i urnan.
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%W % Upprepning av " experiment”

Antag att ett eXperiment upprepas n génger s§ att hiandelser vid olika gdnger dr oberoende.
D3 ar sannolikheten for att handelsen A intraffar exakt k ganger

(Z) Pr(A)<(1 — Pr(A))" ",
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Slumpvariabler och fordelningsfunktioner

En (reell) slumpvariabel (eller stokastisk variabel) ir en funktion
X : Q2 — R (allts3 inte egentligen en variabel) dar ) ar ett utfallsrum for ett
experiment i vilken en sannolikhet ar definierad och {w € Q: X(w) < x } ér en hindelse for

alla x € R.
Om X ér en (reell) slumpvariabel s3 ar dess (kumulativa)
fordelningsfunktion funktionen

Fx(x) =Pr(X <x) =Pr({w e Q: X(w) <x}).

En funktion F : R — [0, 1] ar en férdelningsfunktion om och endast om
e 0<F(x) < F(y)<ldix<y,
@ limy_,_o F(x) =0 och limy_,oc F(x) =1,
o lim,_,,t F(y) = F(x) dd x € R.

Nar F ar en fordelningsfunktion for X sa galler dessutom att
e lim,_,,_ F(y) =Pr(X < x),
o limy_,t F(y) —limy_x_ F(y) = Pr(X = x).
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Obs!

Uttryck som X < x och X < x ar formellt sett inte hdndelser (dvs.

delmingder i 2) men man skriver oftast Pr(X < x) istallet for det langre
uttrycket Pr({w € Q: X(w) < x}).

Oberoende slumpvariabler

De (ree//a) S/umpvariab/erna )(j, j - J definierade i samma utfalisrum ar Oberoende om
hidndelserna { X; < a;j }, j € J dr oberoende for alla a; € R, j € J.
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% % Diskreta slumpvariabler

En (reell) slumpvariabel X ar diskret om det finns en mangd A C R och
positiva tal f(a), a € A sa att

Fx(x) =) f(a).

a<x
acA

Detta innebar att Pr(X = a) = f(a) dd x € Aoch ), ,f(a) =1 s3 att
Pr(X ¢ A) = 0 och mingden A innehaller hégst numrerbart manga element liksom oftast ocksa utfallsrummet 2.
Funktionen f ar frekvensfunktionen eller sannolikhetsfunktionen for X.
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Kontinuerliga slumpvariabler

En slumpvariabel ar kontiuerlig om férdelningsfunktionen ar kontinuerlig,
dvs. om Pr(X = a) = 0 fér alla a € R. Oftast anviander man sig dnd3 av
absolut kontinuerliga slumpvariabler fér vilka det finns en tathetsfunktion
f sa att

Fx(x) = /X f(t)dt.

— O

Detta innebar att f(x) >0 och [* f(t)dt =1.
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%% Vantevirde och varians
Om X ar en slumpvariabel s ar dess vantevarde

E(X) =) xPr(X =x) =) xfx(x),

da X ar en diskret slumpvariable med frekvensfunktion fx och

(©.@)

E(X) = / s (x) dx,

— O
da X ar en absone kontinerlig slumpvariabel med tathetsfunktion fx, i bada
fallen férutsatt att summan eller integralen existerar (i annat fall kan man
skriva E(X) = NaN).
Om g ar en mawar funktion sa ar

(©.@)

E(g(X)) = / £ () (x) dx.

— O

Om slumpvariabeln X har ett vintevarde sa ar dess varians
Var(X) = E((X _ E(X))2).
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Vantevarde och varians, forts.
Om X1 och X, ar tva slumpvariabler sa ar

E(C1X1 + C2X2) = C1E(X1) + C2E(X2),
och om Xi och X, ar tva oberoende slumpvariabler s3 ar

Var(ci X1 + cXo) = cfVar(Xy) + c3Var(X5).
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(& Chebshevs olikhet

Pr (|X ~E(X)| > k\/Var(X)) < % k> 1.

17 / 27

Varfor?

L3t g(x) =1 om 22EX > 1 5ch 0 annars. Detta betyder att

k+/Var(X)

k+/Var(X
att

Pr(1X = E(X)| > ky/Var(X)) = E(g(X))

e[ (x=Ex) 2\ 12varx) 1
= Uy Var))

2
E(g(X)) = Pr(|1X — E(X)| > kv/Var(X)). Nu ir g(x) < ('XL(X)') ss

o

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 28 januari 2014

18 / 27



Nagra viktiga diskreta slumpvariabler och deras fordelningar

o Jimn diskret férdelning: Pr(X = x;) =%, i=1,2,...,n.

e Bernoulliférdelning: Pr(X = 1) = p, Pr(X =0) = (1 — p). I detta fall
drX(w)=1ddweACQoch X(w)=0d3aweQ\Adar
Pr(A) = p. Viéntevardet p och variansen p(1 — p).

e Binomialférdelning X ~ Bin(n, p): Pr(X = k) = (})p*(1 — p)"k,
k=20,1,...,n, dvs. X 4r summan av n oberoende Bernoulli-férdelade
slumvariabler. E(X) = np och Var(X) = np(1 — p).

)\k

@ Poissonférdelning X ~ Poisson(\): Pr(X = k) = e_AF,
k=0,1,2,.... Fis som gransvirde av binomialférdelningen d3
np — X\. Vantevardet och variansen ar ).

@ Tva varianter av geometrisk fordelning: Ett experiment upprepas tills
hdndelsen A med sannolikheten p intriffar. X1 ar antalet upprepningar
och X, ar antalet upprepningar innan A intraffar sa att Xy = Xo + 1,
Pr(X; = k) = (1 — p)*1p, k > 1 och Pr(Xo = k) = (1 — p)*p,
k>0.E(X1) = 1, E(X2) = 552 och bada har variansen “£.
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Nagra viktiga kontinuerliga slumpvariabler och deras fordelningar

@ Likformig kontinuerlig férdelning (dir —oco < a < b < ):

i
i (x) = —,a < x < b,
0,x<a eller x>>b.

Vintevérdet dr 3(a+ b) och variansen (b — a)>.

o Normalférdelning X ~ N(p,0?):

1 _x=w)?
&(X) = e 20"% .
o\ 2T

Viantevérdet &r pu och variansen o?.

@ Exponentialférdelning X ~ Exp(\) med A > 0:
Ae ™ x>0

fx(x) = ’ ’

x(x) {O, x < 0.

1 ) 1
Vantevardet ar X och variansen 2
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¥ % Centrala gransvirdessatsen

Ifall slumpvariablerna X1, X5, ... ar oberoende och har samma férdelning
s& att E(X;) = p och Var(X;) =02, j=1,2,..., s3 géller
S X -

s ~2N(0,1) didn— oo,

o\/n

dvs.

n—oo J\/ﬁ

P Xi—n
lim Pr <Zjl 2 §x> = Fn(o,1)(x )def/ Le_%‘tzdt“.

Normalapproximation

Om X ar summan av "tillrackligt” manga oberoende slumpvariabler med

X — E(X
# ungefdr N(0, 1)-fordelad.
v VarX

andlig varians sa ar
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% Tvadimensionella slumpvariabler och férdelningar

e Ifall Q2 ar ett utfallsrum pa vilket en sannolikhetsfunktion ar definierad
s ar (X,Y): Q — R? en tvidimensionell slumpvariabel med
fordelningsfunktion Fxy(x,y) = Pr(X < x,Y < y) wrutsate are

{w e Q: X(w) < x, Y(w) <y} dren mingd fér vilken sannolikheten &r definierad.

@ En tvadimensionell slumpvariabel (X, Y') ar diskret och den har
frekvensfunktionen fxy(x, y) ifall fxy(x,y) > 0 fér alla x och y,
Do 2oy Ixv(x,y) =1 och Pr(X =x,Y =y) = fxy(x,y) for alla x
ochy.

e En tvadimensionell slumpvariabel (X, Y) ar kontinuerlig och har
tathetsfunktion fxy(x,y) ifall fxy(x,y) > 0 fér alla x och y,

f f fxy(x,y)dxdy =1 och
FXy(x,y) 2 J7 . fxy(s, t)dtds for alla x och y.
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& Marginalférdelningar

o /fall fXY(X,y) ar frekvensfunktionen fOr den diskreta tvidimensionelia
slumpvariabeln (X, Y') sd 4r marginalfrekvensfunktionerna for
slumpvariablerna X och Y

fx(x) = Pr(X = x) = Z fxy(x,y) och

o Ifal/ fXY(X,y) 5!’ té.thetSfunktionen fOI‘ den kontinuerliga tvadimensionella
slumpvariabeln (X, Y) sa 4r marginaltathetsfunktionerna for
slumpvariablerna X och Y

(0. @) (0. @]
fx (x) :/ fxy(x,y)dy och fy(y) I/ fxy(x,y)dx.
PN —00 )

% % Oberoende slumpvariabler

Om (X, Y) ar en diskret tvadimensionell slumpvariabel eller en
kontinuerlig tvadimensionell slumpvariabel med tathetsfunktion s géller

X och Y &r oberoende < fxy(x,y) = fx(x)fy(y).

Om X och Y ar oberoende och f och g ar mawaa funktioner sa galler

E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

% Kovarians och korrelation

@ Kovarians:

Cov(X, Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).

Cov(X,Y)
/Var(X)Var(Y)’ “l=CortX, ¥) <1,

@ Om X och Y ar oberoende si ar Cov(X,Y) = Cor(X,Y) =0.

@ Korrelation: Cor(X,Y) =
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& Betingade fordelningar

e Ifall (X,Y) &r en diskret tvddimensionell slumpvariabel med
frekvensfunktion fxy(x, y) eller en kontinuerlig tvadimensionell
slumpvariabel med tithetsfunktion fxy(x,y) sa ar

for(xy)
fy|x(y|x>=%, d5 fie(x) >0,

den betingande frekvensfunktionen respektive tathetsfunktionen fér 'Y

givet X = x.
e E(Y|X=x)= Zoé/ Yy x (y]x) eller
oo Yivix(y|x) dy
e E(Y|X) ar en slumpvariabel sa att E(Y|X)(w) = E(Y|X = X(w)) da
w € €.

o E(E(Y|X)) = E(Y).
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% Den tvadimensionella normalférdelningen

Slumpvariabeln (X, Y') sdgs vara normalférdelad om varje lindr
kombination aX + BY &ar normalférdelad och slumpvariabeln (X, Y') har
d3, ifall p = Cor(X,Y) # 1, 0% = Var(X) > 0 och 03 = Var(Y) > 0,
en tathetsfunktion med formen

X— 2 — 2 2p(x— =
1 1 (( rx) _|_(y Léy) _ 2p(x—px)(y uy))

fxy (X, y) = e M-I\ 7
b6y) 2roxoy\/1 — p?

ox oy oXoy
D3 ir X ~ N(ux,0%), Y ~ N(py,0%) och

N

1 _
fY|X(y|X):\/%O'yme

s5 att (Y|X = x) ~ N (uy + P2 (x — pix), (1 - p2)a2y>.
Om p =0 ar X och Y oberoende.

o 2
y—uy—p%(x—ux)
oyV1-p2

v
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% Obs!

Observera att om (X, Y) &r en slumpvariabel sa att X ar normalférdelad
och Y &r normalférdelad sa behéver inte (X, Y) nédvandigtvis vara
normalférdelad men om tex. X och Y &r oberoende s ar ocksa (X, Y)
normalfordelad.

@ Ett annat uttryck for tathetsfunktionen d& (X, Y) ar
normalfordelad

Ett annat sitt att skriva tathetsfunktionen som gér det littare att
generalisera till det m-dimensionella fallet ar

fXY(X7y) — 5 1 e_%(Z_F")TZ_l(Z_#’)’ zZ — [X] : ll/ — [/’LX] ’
V2r \Jdet(E) y Hy
2 1 __P
dir X = [ ox pJXfY], sdatt L1 = 1—1,02 [ U%, GfUY] och
POXOY Oy  oxOy g

det(X) = o%0% (1 — p?).
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