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¥ % Otos
@ Tavoitteena on saada tietoa satunnaismuuttujasta X.

@ Teemme n koetta, esim. mittauksia, jotka antavat tuloksiksi
X1,X2,...,Xn ja katsomme, ettd x; on satunnaismuuttujan X; saama
arvo.

@ Satunnaismuuttujat X, ..., X, muodostavat otoksen, jonka koko on
n, ja luvut xi, xo, ..., X, muodostavat havaitun otoksen.

o Oletetaan (tavallisesti ja erikseen sanomatta) ettd satunnaismuuttujat
X1, Xo, ..., X, ovat riippumattomia ja etta niilla on sama jakauma
Jjoka on sama kuin tutkittavan satunnaismuuttujan X jakauma.

¥ Mitta-asteikot
@ Laatueroasteikko: Luokkia ilman luonnallista jarjestysta.
@ Jarjestysasteikko: Luokkia joilla on luonnollinen jarjestys.

@ Vialimatka-asteikko: Numeerisia arvoja, erotukset merkityksellisia,
nolla mielivaltainen.

@ Suhdeasteikko: Numeerisia arvoja, luonnollinen nollakohta.
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& Huom!

Oletus, ettd otoksen satunnaismuuttujat X; ovat rijppumattomia
edellyttaa, etta kaytimme "poimintaa takaisinpanolla” mutta tama ehto
harvoin tayttyy. Mutta kaytannossa tulee esiin monta muuta paljon
vakavampaa ongelmaa kun yritetadn ottaa otos niin etta oletukset ovat
edes suurin piirtein voimassa ja tama on tarkea seikka, jota el tassa
kasitella!

% Havaintoarvojen jakauma ja sen kuvaaminen

Otoksen havaituista arvoista x1, Xy, . .., X, voidaan muodostaa diskreetti

todenndkoisyysjakauma, ns. empiirinen jakauma siten, etta

Pr(H = x) = £|{j : x; = x }| (joka siis on tasainen diskreetti jakauma jos
kaikki havaintoarvot poikkeavat toisistaan). Tata jakaumaa voidaan
odotusarvon, mediaanin, muiden kvanttiilien ym. lisaksi kuvata

pylvasdiagrammilla tai histogrammilla tilanteesta riippuen.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0502 Todennikaisyyslaskennan ja tilastc 11. helmikuuta 2015 4 /78



¥ Pylvasdiagrammi

Jos otoksen havaintoarvojen 4+
mitta-asteikko on laatuero- tai jarjestysasteikko = 3-
Ja/tai alkuperdinen satunnaismuuttuja on diskreetti  2-

voidaan havaitut otosarvot xi,Xp,...,Xp, €sittda 1-
pylvasdiagrammmina missa jokaisen pylvaan y,  —
korkeus on havaittu frekvenssi f = |{j : xj = y« }|. Y1y2 ys ya

¥ Histogrammi

Jos  satunnaismuuttuja on  jatkuva ja 3 -
havaintoarvojen mitta-asteikko on valimatka-
tai suhdeasteikko voidaan havaitut otosarvot 27
X1,X2,...,Xn  €sittdd  histogrammina eli |
luokiteltuina frekvensseind siten, etta valitaan
luokkarajat ag < a1 < ... < am, lasketaan
frekvenssit f = |{j : ak—1 < xj < ak }| ja
nama esitetddn suorkaiteina, joiden pinta-alat ovat verrannollisia

frekvensseihin.
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% % Aritmeettinen keskiarvo

Jos X;, j =1,...,n on otos satunnaismuuttujasta X niin sen
(aritmeettinen) keskiarvo on

X=13%

S

Jja

E(X) = E(X) Jja Var(X):%Var(X),

koska odotusarvo on lineaarinen, riippumattomien satunnaismuuttujien
summan varianssi on varianssien summa ja Var(cX) = c?Var(X).
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% % Otosvarianssi

Jos X;, j =1,...,n on otos satunnaismuuttujasta X niin sen otosvarianssi
on
1 n
2 L W\2
J:

Ja (jos Var(X) < o0)
E(S?) = Var(X),

joten otosvarianssi on varianssin harhaton estimaattori ja tama on syy
sithen, etta nimittdjassd on n — 1 eika n.

% % Huom
Jos x1,x2,...,x, ovat havaittuja arvoja otoksesta satunnaismuuttujasta X
niin néiden keskiarvo on x = 1 i1 %j ja (havaittu) otosvarianssi on

2 _ 1 n L =\2

Jos Matlab/Octavessa havainnot on vektorissa x niin keskiarvo lasketaan
komennolla mean (x) ja otosvarianssi komennolla var (x).

o
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¥ y2-jakauma

Jos satunnaismuuttujat X; ~ N(0,1), j =1,2,..., n ovat riippumattomia

Jja
=2
j=1

niin sanomme, ettd C on x?-jakautunut n:lld vapausasteella eli C ~ x?(n).
Silloin

E(C)=n ja Var(C)=2n
Jja C:ll5 on tiheysfunktio

1 n_q1 _t
fe(t) = t2 %72, t>o0.

och fc(x) =0 d3 x < 0.
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% Normaalijakauman otosvarianssi

Jos X;, j =1,2,...,n on otos N(u1, 0%)-jakautuneesta
satunnaismuuttujasta niin otosvarianssille patee

n—1
2

5% ~ x%(n—1).

o

¥ t-jakauma
Jos Z ~ N(0,1) ja C ~ x?(m) ovat riippumattomia ja
Z

niin sanomme, ettd W on t-jakautunut m:lld vapausasteella eli W ~ t(m).
Silloin E(W) = 0 jos m > 1 ja Var(W) = - jos m > 2 ja W:lli on tiheysfunktio

m—2

()

f(t) = ——
TV (e)

W =

_ m+l
2

t2
(H_) , tem
m
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% % Otos normaalijakaumasta

Jos X;, j=1,2,...,n on otos N(u, 0°)-jakautuneesta
satunnaismuuttujasta niin

I

&~ t(n—1).
1g2

&‘
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% W Piste-estimaatti ja estimaattori

Oletamme, ettd tiedamme (tai uskomme) ettd X on satunnaismuuttuja,
jolla on pistetodennikéisyysfunktio tai tiheysfunktio f(x,0) missd
parametri 6 (joka myés voi olla vektori) on tuntematon. Miten voimme
estimoida parametrin 67?

e Otamme havaitun otoksen x;, j = 1,...,n.
o Laskemme estimaatin § = g(x1,x2,...,x,) missd g on jokin funktio.
o Huomaa, etti 0 on luku tai vektori kun taas © = g( X1, Xo, ..., Xp)

on satunnaismuuttuja.

@ Joskus sanalla estimaattori tarkoitetaan funktiota g ja joskus
satunnaismuuttujaa ©.

& Viliestimaatti

Sen sijaan ettd parametrin estimaatiksi otetaan luku (tai vektori) voidaan
myos laskea vali, jolla arvioidaan parametrin sijaitsevan.
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& Momenttimenetelm3, esimerkki

Satunnaismuuttujasta X on saatu havainnot 0.46, 0.20, 0.19, 0.09, 0.46 ja
0.16. Meilld on syytd uskoa, ettd X on Exp(\)-jakautunut mutta
parametrid A emme tunne. Miten voimme laskea parametrille estimaatin?
Koska tiedimme, ettd E(X) = % niin on luonnolista k3ytti4

momenttimenete/méiéi, eli laskemme havaintoarvojen keskiarvon ja saamme

1
X = 62 O46+O20+019+009+046+016):O.26
j=1
Koska \ = ﬁ estimaatiksi tulee
A 1
)\ S ﬁ ~~ 3-8.

Eksponenttijakauman tapauksessa voimme siis ottaa parametrin
estimaattoriksi X - missi X on otoskeskiarvo. Estimaattori on siis
satunnaismuuttuja kun taas estimaatti on havaintoarvoista laskettu luku.
Tama estimaattori ei ole harhaton koska E(Y_l) > \ mutta kun n kasvaa
se ldhestyy oikeata arvoa eli lim,_, s Pr(|>\ — (% er',:l Xj)_1| > 6) =0
kaikilla € > Q.

B A S M VIS A0502 Todennakisyysiaskennan ja tilaste 11. helmikuuta 2015 12 /78




& Suurimman uskottavuuden menetelma3, esimerkki

Matkustat vieraaseen kaupunkiin ja lentokentalld naet kolme taksiautoa,
Jjoiden numerot ovat 57, 113 ja 758. Montako taksiautoa on tassa
kaupungissa?

Oletamme, ettd kaupungissa on N taksiautoa joiden numerot ovat
1,2,..., N ja ettd todennakéisyys etta lentokentalla olevalla taksilla on
numero j on % kaikilla j=1,2,...,N.

Jos haluamme kdyttad momenttimenetelmaa niin laskemme ensin joukossa
{1,..., N} tasaisesti jakautuneen satunnaismuuttujan odotusarvon ja se
on E(X) = vazl i = N(évl\jrl) = Ngl, Josta seuraa, etta

N = 2E(X) — 1. Sitten laskemme havaintojen keskiarvon

x = £(57 + 113 4 758) = 309.33 jolloin estimaatiksi saamme

N

N = 2-309.33 — 1 = 618 mika on selvasti liian pieni luku.

Toinen mahdollisuus on kayttad suurimman uskottavuuden periaatetta:
Jos taksiautoja on N niin todennakoisyys, etta naet auton numerolla 57 on
ﬁ samalla todenndkdisyydella naet auton numerolla 113 ja auton
numerolla 758, olettaen, ettd N > 758 koska muuten todennakdisyys, etta
ndet auton numerolla 758 on 0.
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@ Suurimman uskottavuuden menetelm3a, esimerkki, jatk.

Nain ollen

— N>7
L(N) = Pr("ndet numerot 57, 113 ja 758") = ¢ N3’ > 758,
0, N <758

Suurimman uskottavuuden menetelman mukaisesti valitsemme estimaatin
N siten ettd uskottavuusfunktio L(N) on mahdollisimman iso, eli tissi
tapauksessa N = 758.

Vastaava tulos patee yleisestikin, eli jos X1, X5, ..., Xk on otos
tasajakaumasta joukossa {1,2, ..., N} (tai jatkuvassa tapauksessa vililla
[0, N]) niin N:n suurimman uskottavuuden estimaattori on

N = max(Xl,Xg, s0c ,Xk).

Tamé on harhainen estimaattori koska selvastikin E(N) < N mutta mika
E(max(X1, Xo,...,Xk)) oikein on?
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Suurimman uskottavuuden menetelma, esimerkki, jatk.

Nyt Pr(max(X1, X2,..., X ) <m) =Pr(X; <m,j=1,...,k) = (%)k

Josta seuraa, ettd Pr(max(Xi, Xo, ..., Xk) = m) = (%)k — (ﬁl)k ja
odotusarvoksi tulee

N e k
E(max(Xl,Xg,...,Xk)) — Z m <(N) — (T

m=1

3
|
—
N—
x
N—

josta voi paatella, etta

k k
—N<E X1, X0,..., X —N + 1.
k_|_ 1 < (maX( 1’ 27 Y k)) < k_|_ 1 _|_
Nain ollen parempi estimaattori N:lle voisi olla

k+1
o max(X, %, -, Xe),

Jjoka on harhaton jatkuvassa tapauksessa. Nain ollen parempi estimaatti
taksiautojen lukumaaralle olisi % - 758 ~ 1011.

W
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% % Momenttimenetelm3

Jos satunnaismuuttujan X pistetodennakdisyys- tai tiheysfunktio fx(t,0)
on sellainen, ettd 6 voidaan esittdd odotusarvon E(X) funktiona eli
0 = h(E(X)) niin parametrin & momenttiestimaattori on

6=h(13x
n <~

Jos parametri, tai parametrit, voidaan esittis muodossa h(E(X), E(X?)) niin estimaattoriksi valitaan

& =n(1Th. % 3 0 %),
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% % Suurimman uskottavuuden periaate

Jos todennakdisyysjakauman pistetodennikéisyys- tai tiheysfunktio on
f(x, @) niin parametrin 6 suurimman uskottavuuden estimaatti 0 valitaan
siten, etta R

L(0,x1,x0,...,Xn) = max L(0, x1, X2, Xn),

missa

L(O, x1,x2,xn) = f(x1,0) - f(x2,80) - ... F(xp,0)

on ns. uskottavuusfunktio ja xj, j = 1,...,n on havaittu otos
satunnaismuuttujasta jonka pistetodennakéisyys- tai tiheysfunktio on
f(x,0).

Diskreetissa tapauksessa L(0, x1, x2, x,) on todenndkéisyys, ettd saadaan
havaittu otos x;, j = 1,...,n kun parametrin arvo on 8. Jatkuvassa tapauksessa

(2h)"L(6, x1, - . . , xn) on pienilld positiivisilla h:n arvoilla suurin piirtein todennikéisyys, etti saadaan havaittu otos Yj,

Jj=1,...,nsiten, ettd |y; — x;| < h kaikilla j.
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(& Eksponenttijakauman parametrin luottamusvali, esimerkki

Oletamme, ettd meilld on otos Exp(\)-jakaumasta siten, ettd otoksen koko
on 50 ja keskiarvo 0.8. Momenttimenetelmalla saamme silloin parametrille
\ estimaatin \ = 0—}8 = 1.25 mutta tassa on kyse siita, etta miten voimme
madarittaa valin siten, ettd jos laskemme monella otoksella ja talld samalla
menetelmalld monta tallaista valid, niin suurin piirtein esim. 95%
tapauksista ovat sellaisia, ettd parametri kuuluu valiin, jonka olemme siina
tapauksessa laskeneet havaintoarvoista.

Tata varten tarvitsemme satunnaismuuttujan, jonka jakauma ainakin
approksimatiivisesti on taysin tunnettu eika siis rijpu mistaan
tuntemattomista parametreista. Keskeisen valiarvolauseen nojalla tallaiseksi
Jjakaumaksi otetaan usein normaalijakauma N(0O, 1) ja ndin teemme nytkin.

Unohdamme hetkeksi numeroarvot ja oletamme etta meilld on otos

X1, Xa, ..., Xso satunnaismuuttujasta X ~ Exp(\). Otoskeskiarvon
X = o > _i—1 Xj odotusarvo on silloin E(X) = E(X) = 1 ja varianssi
Var(X) = g5Var(X) = &5 - %
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‘& Eksponenttijakauman parametrin luottamusvili, esimerkki, jatk.
Jos n on riittavan iso niin

Jos Z ~ N(0,1) niin

Pr ( v (0:025) < Z < Fyb (0. 975)) Pr(~1.96 < Z < 1.96) = 0.95,

joten
X_1
Pr| —1.96 < A < 1.96 0.95
1
502
Nyt
X_1 ] — 19 14 12
_106< 22 <196 o V50 o\ V50
1 X X
502

v
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& Eksponenttijakauman parametrin luottamusvali, esimerkki, jatk.

Jjoten todenndkoisyys etta \ on satunnaismuuttujien OX—72 ja L ;8 valilla on
myés 0.95. N&in ollen eksponenttijakauman parametrin 95 %:n

approksimatiivinen luottamusvali kun otoskoko on 50 on
{0.72 1.28]
X X |

Tassd tapauksessa havaituksi luottamusvaliksi tulee [0.9,1.6].

Eksponenttijakauman kohdalla ei ole erityisen hankalaa saada epdyhtélét parametrille, mutta jos ndin olisi ollut (kuten on asian
laita esim Bernoulli-jakauman kohdalla) olisimme voineet varianssin lausekkeessa —12- kdyttdd A:n estimaattoria X1

B : Jolloin
luottamusviliksi olisi tullut
l 1 1 ] [0.78 1.38]
1.96% % _ 1.96% == =1
X + —\/_X X —\/%X X X

Jolloin havaituksi luottamusviliksi tissi tapauksessa olisi tullut [0.97,1.73].
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% % Luottamusvali

Todennakdoisyysjakauman parametrin 0 luottamusvali luottamustasolla
1 — « on valiestimaattori

I(X1, Xa, ..., Xn) = [L(X1, Xo, ..., Xn), U(X1, X2, ..., Xp)]

siten, etta
PI’(@ c /(Xl,XQ,. .. ,Xn)) =1-a.
Usein sanaa luottamusvali kadytetdan myés valista |(x1,x2, ..., Xp), Missa
sils satunnaismuuttujat X; on korvattu havaituilla arvoilla x;, j = 1,...,n.
¥Huom!
Tavallisesti luottamusvali valitaan symmetriseksi siten, etta
1
Pr(60 < L(X1, Xa,..., X)) =Pr(0 > U(X1, Xo,...,X,)) = 504.

Usein joutdutaan tyytymaan siihen, etta luottamusvaliin liittyvat ehdot
ovat voimassa ainoastaan approksimatiivisesti.

y
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¥ % Odotusarvon luottamusvili kun X ~ N(u, 0?)

Jos X1, Xa, ..., X, on otos, jonka keskiarvo on X ja otosvarianssi S?,
N(u, 02)-jakautuneesta satunnaismuuttujasta niin

~ /5% 1N w82 !
X =\ —Fiey M= 30) X+ —Fq) (1= 30) |,

n

on p:n symmetrinen luottamusvali luottamustasolla 1 — «.

¥ Miksi?

Jos W on t(n — 1)-jakautunut ja merkitddn
_ g1 1 _ -1 1
t%oz - Ft(n—l) (]‘ - §O¢) - _Ft(n—l) (504)
niin Pr(—t:, < W < t1.) = 1 - .
2%

2
Jos nyt W = XL piin —t1, < W<t

1
S2 5 — 50{

n

. v S2 ~ S2
Jja vain jos X — Tt%ag,ng—k\/?tla.
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¥ ¥ Todennikaisyyden p luottamusvali kun jakauma on Bernoulli(p)

Jos X1, Xz, ..., X, on otos Bernoulli(p)-jakautuneesta
satunnaismuuttujasta ja otoskeskiarvo on X niin

X(1-X X(1-X
X_\/ (1 )N(Ol \/ (1 )N(Ol O‘)

on todennikoisyyden p approksimatiivinen /uottamusvali
luottamustasolla 1 — «.

¥ Miksi?
Jos Z on approksimatiivisesti N(0, 1)-jakautunut ja merkitdan
= F_1 (1 —2a) niin Pr(— Z1, < Zgz%a) 1 — . Nyt

3¢~ N0
);(:fp) ~a N(0,1) mutta p korvataan nimittdjassi sen estimaattorilla X ja
jos Z = —2=P_ pjin —z1 < Z<z z1,, tdsmalleen silloin kun
X(1—X) P 2
v X(1-X v X(1-X
X -2z, < p < X4/ X8z,

4
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%Huom!

Usein kaytetty merkinta on

ty = ta(m) = F1 (1 —a) = —F L (),

t(m) t(m)
mikd siis tarkoittaa, ettd jos X on t(m) jakautunut satunnaismuuttuja, niin

Pr(X < —t,)=Pr(X>ty,)=a ja Pr(|X|>t,)=2a.

Vastaava merkintd N(0, 1)-jakaumalle on z,,.

¥ Varianssin luottamusvili kun jakauma on N(pu, 02)

Jos X1, Xa, ..., X, on otos N(ju, 0)-jakautuneesta satunnaismuuttujasta
ja otosvarianssi on S? niin

(n— 1)52 (n—1)S?
F_2(n 1) (1 ) F_2(n 1) (1CY)

on varianssin o symmetrinen luottamusvali luottamustasolla 1 — .

v
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% % Hypoteesin testaus

@ Testataan onko syyta hyliatd hypoteesi Hg, ns. nollahypoteesi sen
perusteella, ettd saadut tulokset ovat hyvin epatodennakdisia jos
nollahypoteesi on voimassa vai onko kaikki vain seuraus sattumasta?

@ Nollahypoteesi on tavallisesti jonkinlainen (vasta)vdite, jonka
kumoamiseksi tarvitaan perusteluita.

@ Laskujen suorittamisen kannalta on oleellista, etta nollahypoteesiksi
valitaan riittavan yksiselitteinen vdite, esim. 0 = 0y eikd 6 # 6y joka
on lilan epamaarainen. Usein riittaa, etta nollahypoteesilla on
yksiselitteinen aaritapaus, esim. 8 = 6y jos nollahypoteesi on 6 < 6.

@ Nollahypoteesiin voidaan lisatd muita oletuksia jakaumista,
rilppumattomuudesta jne., joilla kaikilla voi olla merkitysta tuloksen
kannalta mutta joita ei valttamatta pyrita kumoamaan tassa testissa.
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¥ % Hypoteesin testaus, jatk.

@ Kun otos on otettu ja havaittu, lasketaan testimuuttujalle arvo ja
tdma testimuuttuja valitaan siten, etta jos nollahypoteesi patee niin
sen jakauma on (ainakin suunnilleen) jokin standardijakauma.

@ Nollahypoteesin perusteella lasketaan todennakdisyys, ns. p-arvo, etta
tadma testimuuttuja saa arvon, joka poikkeaa nollahypoteesin
perusteella odotetusta vahintaan yhta paljon kuin havaittu otos.

@ Jos p-arvo on pienempi kuin annettu merkitsevyystaso hylataan
nollahypoteesi.

@ Merkitsevyystaso on siis todennakdisyys (usein likiarvo ja jos
nollahypoteesi sisaltia epayhtiléits, yldraja todennikdisyydelle), ettad
nollahypoteesi hylataan vaikka se olisi voimassa.
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% Esimerkki: Kolikonheitto

Haluamme selvittaa onko todenndkdoisyys, etta tulos on klaava on 0.5 tai
Jjotain muuta kun heitamme tiettya kolikkoa. Tasta syysta heitamme tata
kolikkoa 400 kertaa ja saamme 170 klaavaa ja 230 kruunaa. Mita
Jjohtopaatéksid voimme ndiden tulosten perusteella vetas?

Tassa tapauksessa valitsemme nollahypoteesiksi Hy : p = 0.5 missa siis

p = Pr(T). Nollahypoteesiksi emme voisi valita p # 0.5 koska sen nojalla
emme voisi laskea mitaan ja epayhtalé p < 0.5 olisi ollut perusteltu jos
olisimme epailleet, etta p > 0.5 jolloin saatujen tulosten perusteella
olisimme voineet todeta ettei mitaan puhu nollahypoteesia vastaan.
Vastaavasti p > 0.5 olisi ollut perusteltu jos olisimme epailleet tai
toivoneet, ettd p olisi pienempi kuin 0.5 mutta se seikka ettd saimme
vahemman kuin 0.5 - 400 klaavaa olisi harhaanjohtava peruste valita
nollahypoteesiksi p > 0.5.

Seuraavaksi oletamme siis etta nollahypoteesi Hy : p = 0.5 on voimassa ja
etta eri heittojen tulokset ovat toisistaan riippumattomia. Nyt
todennakoisyys (11‘28) -0.5170. (1 — 0.5)%30 = 0.00044 etts saamme
tasmalleen 170 klaavaa on epdolennainen mutta sen sijaan todennakdisyys
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W Esimerkki: Kolikonheitto, jatk.

etta saamme korkeintaan 170 klaavaa on olennainen ja se on

170
400 : :
> ( j ) -0.5 - (1 —0.5)*°~ = 0.00156
j=0

Koska odotusarvo on 200 ja nollahypoteesi on p = 0.5 niin 230 tai sita

suurempi lukumaara klaavoja olisi yhta poikkeava tulos joten ns. p-arvoksi
tulee

p=Pr("korkeintaan 170 tai vdhintddn 230 klaavaa”) = 2-0.00156 = 0.0031

Tasta voimme vetaa johtopaatoksen, etta on hyvin epatodennakoista etta
olisimme saaneet nain vahan klaavoja jos klaavan todennikoisyys todella
on 0.5 ja tdman voi esittaa myods siten, etta koska p < 0.01 hylkaamme
nollahypoteesin merkitsevyystasolla 1%. Mutta jos merkitsevyystasoksi
olisi valittu 0.1% niin silloin emme hylkaisi nollahypoteesia.
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W Esimerkki: Kolikonheitto, jatk.

Jos emme halua laskea binomijakaumalla voimme kayttaa

normaaliapproksimaatiota esim. siten ettad satunnaismuuttuja X; saa arvon
1 jos j:nnessa heitossa tulee klaava, muuten O jolloin Zj-ﬁ(i X on klaavojen

lukumaara ja keskiarvo X niiden osuus.

7 _
2P, N(0,1),
p(1—p)

400

Jjos p on klaavan todennakdoisyys.

Huomaa, etta kun kiaytamme normaaliapproksimaatiota on yhdentekevaa
kdaytammeko keskiarvoa Bernoulli-jakautuneista muuttujista tai summaa
Zj.‘iﬂ X; (jolloin nimittijissd on \/p(1 — p)400) joka on binomijakautunut
satunnaismuuttuja.
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¥ Esimerkki: Kolikonheitto, jatk.
Koska nollahypoteesin mukaan p = 0.5 niin tama testimuuttuja saa arvon

170

0.5-0.5
400

—3.

Koska testimuuttujan itseisarvoltaan suuret arvot ovat poikkeavia niin
p-arvo on
p = Pr(|Z] = 3) = 2Fy(0,1)(—3) = 0.0027.

Vaikka normaaliapproksimaatiolla avulla saatu p-arvo poikkeaa tarkasta
arvosta suuruusluokka on aivan sama ja samoin johtopaatokset.
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% % Normaalijakautunut satunnaismuuttuja, odotusarvon testaus

Jos X;, j =1,2,...,n on otos satunnaismuuttujasta X joka on
N(p, 02)-jakautunut ja nollahypoteesi on = pg (tai p < o tai jo > pio)
niin testimuuttujaksi valitaan

X — pio
S2

n

~t(n—1),

missd X on otoskeskiarvo ja S? otosvarianssi.

@ Huom!

Normaalijakaumaoletuksesta seuraa, ettd tdma ei ole approksimatiivinen
Jjakauma joten pieni otoskoko n ei valttamatta ole ongelmallinen.
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% Esimerkki

Oliko maaliskuu 2014 poikkeuksellinen sademaaran suhteen?
Maaliskuussa 2014 sademaarat olivat joillakin mittausasemilla seuraavat:

12| 3|4 5| 6| 7| 8| 9|10
Sademadsra | 33| 271 30| 22| 28|28 24| 31| 34| 22

Vastaavat keskiarvot vuosilta 1981-2010 olivat

1123|456 78] 9|10
Keskiarvo | 39 | 37 | 38| 36 | 36 | 26 | 35| 29 | 30 | 21

Nyt on jarkevaa laskea miten paljon vuoden 2014 keskiarvot poikkeavat
pitkdaikaisista keskiarvoista ja erotukset ovat seuraavat

11 2 |3 4|56 7 |8|9]|10
Erotus | -6 | -10 | -8 | -14 | -8 | 2 | -11 | 2| 4| 1
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W Esimerkki, jatk.

Koska kysytaan oliko maaliskuu 2014 poikkeuksellinen sademaaran suhteen
niin nollahypoteesiksi valitaan vaite ettei se ollut. Nollahypoteesiksi ei voi
valita ettd vuosi 2014 oli poikkeuksellinen koska sen perusteella ei voi
laskea mitaan eika kysymykseen sisaltynyt mitaan siita milla tavalla
sademaarat olisivat olleet poikkeuksellisia joten mitaan sellaista ei ole
syyta ottaa nollahypoteesiinkaan.

Nollahypoteesi on siis, etta erotus vuoden 2014 ja pitkaaikaisen keskiarvon
valilli on N(u, 0?)-jakautunut missd 1 = 0 ja ettd ndméa erotukset eri
paikkakunnilla ovat riippumattomia, mika ehka on kyseenalaista.
Erotusten keskiarvo on —4.8 ja otosvarianssi 41.733. Nain ollen

testimuuttuja W = )\7572 saa arvon —2.3496. Koska nollahypoteesin nojalla
10

testimuuttuja W on t(10 — 1) jakautunut niin p-arvoksi tulee

p=Pr(|W — 0| > |—2.3496 — 0|) = Pr(W < —2.3496 tai W > 2.3496)
= Fy()(—2.3496) + 1 — Fy(0)(2.3496) = 2Fy(q)(—2.3496) = 0.043333,

Jjoten hylkdamme nollahypoteesin merkitsevyystasolla 0.05.
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W Esimerkki, jatk

Jos olisi kysytty oliko maaliskuussa 2014 sademaara poikkeusellisen pieni
niin nollahypoteesiksi olisimme valinneet vaitteen ettei se ollut eli etta
erotusten jakauma on N(u, %) missd p > 0. Testimuuttuja olisi ollut
tasmalleen sama mutta p-arvoksi olisi saatu

p=Pr(W < —2.3496) = Fyg)(—2.3496) = 0.021667.

Jos olisi kysytty oliko maaliskuussa 2014 sademaara poikkeusellisen suuri
niin nollahypoteesiksi olisimme taas valinneet vaitteen ettei se ollut eli etta
erotusten jakauma on N(u,0?) missd nyt u < 0. Testimuuttuja olisi ollut
tasmalleen sama ja koska keskiarvo on negatiivinen tima on taysin
nollahypoteesin mukaista eika sita pida hylata. Tallaisissa tapauksissa ei
otosvarianssiakaan tarvitse laskea, riittaa ettd laskemme keskiarvon.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0502 Todennikaisyyslaskennan ja tilastc 11. helmikuuta 2015 34 /78



% % Osuus tai todennikaisyys, normaaliapproksimaatio

Jos X;, j =1,2,...,n on otos satunnaismuuttujasta X joka on
Bernoulli(p)-jakautunut ja nollahypoteesi on p = py (tai p < po tai
p > po) niin testimuuttujaksi valitaan

X — po

Aivan yhta hyvin voidaan otoksesta laskea summa Y = Zle X joka on
Bin(n, p) jakautunut ja testimuuttuja (joka siis ei muutu) kirjoitetaan
silloin muodossa

~. N(0,1).

Y — npo

v/Po(1 — po)n "Bl

@ Huom!

Tassa tapauksessa jakauma on approksimatiivinen ja yleensid katsotaan,
ettd approksimaatio on riittdvdn hyva jos min(npg, n(1 — pg)) > 10.

v
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¥ ¥ p-arvo, hylkdysalue, t(m)- tai N(0, 1)-testimuuttuja

o Oletetaan, ettd testimuuttuja U on t(m)- tai (approksimatiivisesti)
N(0, 1)-jakautunut (jolloin sen kertymafunktio on Fy ) ja se testissa
saa arvon us.

@ Jos vaihtoehto nollahypoteesille on kaksisuuntainen, eli nollahypoteesi
on muotoa [ = g, p = po jne., eli jos tulokset ovat tasmalleen
nollahypoteesin mukaisia ainoastaan kun testimuuttuja on Q niin

o p-arvo on Pr(U < —|u,| tai U > |u.|) = 2Fy(—|uxl).
o Nollahypoteesi hylataan merkitsevyystasolla o jos p < « eli jos
testimuuttujan arvo on hylkdysalueella (—oo, —u1,) U (u1,,00) missd

Ui = —F;'(Re) = F'(1 - 1a).

v

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 11. helmikuuta 2015 36 /78




¥ ¥ p-arvo, hylkaysalue, t(m)- tai N(0O, 1)-testimuuttuja, jatk.

@ Jos vaihtoehto nollahypoteesille on yksisuuntainen ja nollahypoteesi
on muotoa 1 < g, p < po jne., eli jos tulokset ovat tasmalleen
nollahypoteesin mukaisia kun testimuuttuja on < 0 niin

o p-arvo on Pr(U > u,) =1 — Fy(u.).
¢ Nollahypoteesi hylataan merkitsevyystasolla o jos p < « eli jos

testimuuttujan arvo on hylkaysalueella (u,,,00) missa
Uy = —Fj(a) = F ' (1 - @).
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¥ ¥ p-arvo, hylkaysalue, t(m)- tai N(0O, 1)-testimuuttuja, jatk.

@ Jos vaihtoehto nollahypoteesille on yksisuuntainen ja nollahypoteesi
on muotoa [ > g, p > po jne., eli jos tulokset ovat tasmalleen
nollahypoteesin mukaisia jos testimuuttuja on > 0 niin

o p-arvo on Pr(U < u,) = Fy(u.).
¢ Nollahypoteesi hylataan merkitsevyystasolla o jos p < « eli jos

testimuuttujan arvo on hylkdysalueella (—oo, —u,) missa
Uy = —F;(0) = F ' (1 - @).
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% % Normaalijakauma, kaksi otosta, sama varianssi, odotusarvojen
vertailu

Jos X;, j=1,2,...,ncjaY;, j=1,2,...,n, ovat (riippumattomia)
otoksia satunnaismuuttujista X ja Y missd X ~ N(puyx,0?) ja

Y ~ N(uy,,0?) ja nollahypoteesi on pix = 1, (tai pix < iy, tai pix > jiy)
niin testimuuttujaksi valitaan

X r t(nx + ny — 2)
\/(nx—l)Sf—i—(ny—l)S)% . (l N i) ny + ny .
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% Esimerkki

Vuosina 1660-1740 syntyi Pariisissa 377 649 tyttéa ja 393535 poikaa ja
samana aikana syntyi Lontoossa 698 900 tyttos ja 737 687 poikaa. Onko
tyttojen osuuksissa eroja?

Olkoon X; satunnaismuuttuja, jonka arvo on 1 jos lapsi j Pariisissa on
tyttd ja 0 jos han on poika. Vastaavasti Y; on satunnaismuuttuja, jonka
arvo on 1 jos lapsi j Lontoossa on tytto ja 0 jos han on poika. Lisaksi
oletamme, ettd kaikki nama satunnaismuutujat ovat riippumattomia ja
ettd Pr(X; = 1) = pp ja Pr(Y; = 1) = p.. Nollahypoteesi on tdssd
tapauksessa Ho : pp = p1.

Nollahypoteesin perusteella emme tieda mika pp = p; on mutta voimme
laskea estimaatin p talle todennakoisyydelle toeteamalla, etta kaiken
kaikkiaan syntyi 2207 771 lasta ja naista yhteensa 1076 549 oli tyttoja

1076549
Jjoten p = m ~ 0.48762. Tiedamme myods keskiarvot havaituista
muuttujista ja ne ovat x = 0.4897 jay = O 4865
1—-P
Satunnaismuuttujan X varianssi on noin ¥ missa np = 771184 on
np

Pariisissa syntyneiden lasten lukumaara.
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W Esimerkki, jatk.
P(1— P)

Samoin satunnaismuuttujan Y varianssi on noin ———= miss3
ne

ng = 771184 on Lontoossa syntyneiden lasten lukumaara.
Nain ollen satunnaismuuttujan X — Y varianssi on noin

P(1— P) . P(1—P)
np np

joten testimuuttuuja
X-Y
= — =
VPA-P)(E + 1)

on suurin piirtein N(0, 1)-jakautunut.

Tassa tapauksessa testimuttujan arvoksi tulee
0.48970 — 0.48650

\/0.48762 - (1 — 0.48762) - (7755 + 1a5msa7)
Nyt taman testin p-arvo on

p ~ Pr(|Z| > 4.535) = 2 Fy(g,1)(—4.5350) = 0.00000576,
eli voimme hyvin perustein hylata nollahypoteesin.
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= 4.5350.

% % Kahden osuuden tai todennikoisyyden vertailu

Jos Xj, j=1,2,...,ncjaYj, j=1,...,n, ovat (riippumattomia) otoksia
satunnaismuuttujista X ja Y missd X ~ Bernoulli(py) ja

Y ~ Bernoulli(py) ja nollahypoteesi on px = p, (tai px < p, tai px > py,)
niin testimuuttujaksi valitaan

-Y
wgl— G +7)

nXY + nyV
ne+n,

~4 N(0,1)

missa

P —
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% Yhteensopivuus

Jos X;, j = 1,...,n on otos satunnaismuuttujasta X jonka arvojoukko on
' 1Ak miss3 joukot Ay ovat pistevieraita ja nollahypoteesi on
Ho Pr(X € Ax) = pk, k =1,..., m niin testimuuttujaksi valitaan

m . 2
¢ = Z Ok ”Pk) ~a Xz(m —1J,
k=1

missd Oy on joukon {j : X; € Ax } alkioden lukumaara.
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% p-arvo, hylkiysalue, y2-testimuuttuja

o Oletetaan ettd testimuuttuja C on (approksimatiivisesti)
x2(k)-jakautunut ja saa arvon c,.
@ Jos vaihtoehto nollahypoteesille on yksisuuntainen ja pienet
testimuuttujan arvot ovat sopusoinnussa nollahypoteesin kanssa niin
o p-arvo on Pr(C > ¢,) =1 — F2¢(cx).
o Nollahypoteesi hylataan merkitsevyystasolla o jos p < « eli jos
testimuuttujan arvo on hylkdysalueella (szik)(l — @), ).

@ Jos vaihtoehto nollahypoteesille on yksisuuntainen ja suuret
testimuuttujan arvot ovat sopusoinnussa nollahypoteesin kanssa niin
o p-arvo on Pr(C < c,) = Fq(c).
o Nollahypoteesi hylataan merkitsevyystasolla o jos p < « eli jos
testimuuttujan arvo on hylkdysalueella (0, F_, 2( K (@)).

@ Jos vaihtoehto nollahypoteesille on kaksisuuntainen niin
o p-arvo on 2min(F2ek(ce), 1 — Fa(cs)).
¢ Nollahypoteesi hylatadn merkitsevyystasolla o jos p < « eli jos
testimuuttujan arvo on hylkaysalueella

(0, F_, 2(k ( ) U (F (k) (1 — %a),oo).

v
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& Esimerkki: Kolikonheitto toisella tavalla

Kuten aikaisemmassa esimerkissa olemme heittaneet kolikkoa 400 kertaa
Jja saaneet 170 klaavaa ja 230 kruunaa. Otamme taas nollhypoteesiksi
Ho : p = 0.5 missd p = Pr(T) eli klaavan todennikdéisyys (ja tdssa
tapauksessa muotoa p > 0.5 oleva nollahypoteesi ei ole mahdollinen).
Kirjoitamme havaitut lukumaarat taulukkoon

T H
170 | 230

_ 2
ja laskemme x2-yhteensopivuustestin testimuuttujan C = Y 1", %
arvon joka on

_ (170 —400-0.5) (230 —400-0.5)> 30% 30°

400-0.5 40005 =200 "200 "

c

Nyt C on suunnilleen x?(2 — 1)-jakautunut ja ainostaan C:n suuret arvot
ovat ristiriidassa nollahypoteesin kanssa joten testin p-arvo on
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& Esimerkki: Kolikonheitto toisella tavalla, jatk.
P = PF(C > 9) =1- FX2(1)(9) = 0.0027.

Mista nyt johtuu, ettd saimme tasmalleen saman tuloksen kuin
aikaisemmin kun kdytimme normaaliapproksimaatiota?
Jos Y ~ Bin(n, p) niin

(Y =np)?  ((n=Y)=n(—p))* (Y —np)® (=Y +np)
np n(1— p) np n(1— p)

2
(Y — np)? (1 1 ) (Y — np)? Y —np
= — — —|— _— — = 9
n p 1-—p np(1 — p) np(1 — p)
eli x?-testin testimuuttuja on binomijakauman normaaliapproksimaation
nelié ja x2(1) jakautunut satunnasimuuttuja on mairitelmdn mukaan
N(0, 1)-jakautuneen satunnaismuuttujan nelié.

Jos x-testissa luokkien lukumaard m on suurempi kuin 2 niin on
huomattavasti vaikeampaa osoittaa, ettd C ~, x*(m — 1).
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Esimerkki, yhteensopivuus, y2-testi

Haluamme testaamalla selvittaa onko satunnaismuuttujan é missa

X ~ N(0,1) ja Y ~N(0,1) ovat riippumattomia, tiheysfunktio

f(t)= %# (jolloin siis kyse olisi ns. Cauchy-jakaumasta).

Jos f on tiheysfunktio niin kertymifunktio on F(t) = % arctan(t) + % ja

jos U on satunnaismuuttuja jonka kertymafunktio on F niin

1
Pr(U € (ak_1,3k]) = px = g’ k=1,2,...8

Jjos
ag = —oQ, ak:F_l(g), k=1,2,...,7, ag= 00,

eli

[30, a1, . .., ag] = [—00, —2.41421, —1, —0.41421,

0,0.41421,1,2.41421, o).
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Esimerkki, yhteensopivuus, y?-testi, jatk.

Jos nyt otamme otokset x1, . ..,x100 Satunnaismuuttujasta X ja
Xj

Y1,---,Y100 Satunnasimuuttujasta Y ja laskemme moniko luvuista i
J

kuuluu véliin (ax—_1, ak| niin saamme seuraavat tulokset:

47 / 78

Ar | (oo, —2.41421] | (2.41421,—1] | (=1, —0.41421] | (—0.41421, 0]

Ok /4 12 12 11

Ac | (0,0.41421] (0.41421,1] | (1,2.41421] | (2.41421, ]

Ok 18 18 13 9

Tissd tapauksessa valitsimme vélit siten, ettd Pr(U € (ax_1, ax] = § joten

npx = 100 - § = 12.5 kaikilla k = 1,...,8. x-testin testimuuttuja

O, — 2
C=Y 0. % saa arvon

(7 — 12.5)? N (12 — 12.5)2 N (12 — 12.5)2 N (11 — 12.5)2
12.5 12.5 12.5 12.5

C =

18 — 12.5)2 18 — 12.5)2 13 — 12.5)2 —12.5)2
(18-125)* (18-125)* (13-1257  (9—12572 . o

12.5 i 12.5 i 12.5 12.5

v
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Esimerkki, yhteensopivuus, x?-testi, jatk.

Nyt C on suunnilleen x?(8 — 1) jakautunut ja ainostaan C:n suuret arvot
ovat ristirridassa nollahypoteesin kanssa joten testin p-arvo on

p=Pr(C >8.48) = 1 — F,2(7)(8.48) = 0.29.

Nain ollen meidan ei pida hylata nollahypoteesia.

Huomaa, etta hyvin pieni testiarvo, jonka seurauksena p-arvo olisi
suunnilleen 1, ei merkitse valttamatta vahvaa tukea nollahypoteesille, vaan
pikemmin herattda epailyksen, ettd numerot olisi peukaloitu paremman
yhteensopivuuden saavuttamiseksi.
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% Normaalijakautunut satunnaismuuttuja, varianssin testaus

Jos X;, j = 1,2,...,n on otos satunnaismuuttujasta X joka on
N(u, 0%)-jakautunut ja nollahypoteesi on 0 = o5 (tai 0° < o§ tai
02 > o3 niin testimuuttujaksi valitaan

(n—1)S?

= ~x%(n-1),
09

missd S? otosvarianssi. ]
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‘& Kahden odotusarvon vertailu, yleinen tapaus

Tietysta prosessista kerdttiin mittausdataa tuotteen laadun
varmistamiseksi ja prosessiin tehtiin muutoksia jotta mitatun suureen el
laadun varianssi pienenisi. Tassa onnistuttiin mutta arveltiin etta
samanaikaisesti myos laatu eli mitattu suure kasvoi. Taman asian
selvittamiseksi tehtiin mittauksia ennen muutoksia ja niiden jalkeen:

Otoskoko | Keskiarvo | Otosvarianssi
Ennen 220 4.50 0.08
Jalkeen 250 4.56 0.04
Tassa meilla on otokset X1, Xo, ..., X0 ja Y1, Yo,..., Yoso ja oletamme

ettd kaikki nama satunnaismuuttujat ovat rilppumattomia,
satunnaismuuttujilla X; on sama jakauma ja samoin satunaismuuttujilla Y;
on sama jakauma. Sen sijaan meidan ei tarvitse tissd tapauksessa olettaa
etta ne olisivat normaalijakautuneita (ja koska varianssit eivit ole samoja
emme voisi kdyttda t-jakautunutta satunnaismuuttujaa) mutta kuitenkin
sellaisia, ettd keskiarvot X ja Y ovat suunnilleen normaalijakautuneita
keskeisen raja-arvolauseen nojalla.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0502 Todennikaisyyslaskennan ja tilastc 11. helmikuuta 2015 51 /78

‘& Kahden odotusarvon vertailu, yleinen tapaus, jatk.

Silloin myds

2 2
. o o
X—Y~,N iy 2 e ]
a <IUX ny, 220 250)
Tassa tapauksessa valitsemme nollahypoteesiksi 1x > vy vastavditteena

arveluille, ettd laatu parani eli puy > pux. Emme tiedd mita O'§< Jja a%, ovat

mutta voimme estimoida ne otosvariansseilla 5)2< ja 5%, joten
testimuuttujaksi otamme

X-Y

Z = ~a N(0,1).
s2 Sy
220 + 250

Testimuuttujan arvoksi tulee —2.622 ja koska testimuuttujan suuret
positiiviset arvot ovat sopusoinnussa nollahypoteesin kanssa niin p-arvoksi

tulee
p=Pr(Z <-2622)~ FN(O,l)(_2-622) = 0.0044,

eli hylkdamme nollahypoteesin merkitsevyystasolla 0.01.
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@ Mika on p-arvon jakauma jos nollahypoteesi patee?

p-arvo on yleensa luku mutta jos emme laske testimuuttujan arvolla vaan
otamme testimuuttuja satunnaismuuttujana, niin silloin p-arvokin on
satunnaismuuttuja. Lisaksi oletamme tassa, ettd meilld on testimuuttuja
Joka on jatkuva (ei siis esim. binomijakauman tapauksia). Mahdollisista
approksimaatioista seuraa, etta alla oleva tuloskin on approksimatiivinen.
Tarkastelemme ensin tapausta missa nollahypoteesi on muotoa 0 < 60y eli
ainoastaan suuret positiiviset testimuuttujan arvot johtavat
nollahypoteesin hylkaamiseen. Jos U on testimuuttuja niin p-arvo on

P=1-Fy(U).

Koska P =1 — Fy(Y) <t tasmailleen silloin kun Fy(U) > 1 —t eli
U> Fal(l — t) niin P:n kertym&funktio on

Fp(t) = Pr(P < t) = Pr(U> Fg(1- 1)) =1-Pr(U < F*(1— 1))

:1—FU(F,;1(1—t)):1—(1—t):t,

eli kyseessa on tasajakauma.

v
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@ Mika on p-arvon jakauma jos nollahypoteesi patee? jatk.

Sama tulos saadaan jos nollahypoteesi on muotoa 6 > 6.
Jos nollahypoteesi on muotoa 68 = 0y ja testimuuttuja on U niin p-arvo on

P = 2min(Fy(U),1 — Fy(U)).
Nyt F,(U) < 3t tasmallen silloin kun U < Fal(%t) jal—F,(U) <3t
tasmallen silloin kun U > F; (1 — 3t) joten
Fp(t) =Pr(P < t) = Pr(P < t, Fy(U) < }) +Pr(P < t, Fy(u) > })
= Pr(Fu(U) < 3t) +Pr(1 - Fy(u) < 3¢
- Pr(u < Y t)) + Pr(u > Fpl(1— %t))

1
2
- FU(Fal(%t)> +1- FU(Fgl(l - —t)) =st+1-(1-3t)=t,

Jjoten tassakin tapauksessa kyse on tasajakaumasta.

v
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% % Korrelaatio

Satunnaismuuttujien X ja Y vélinen korrelaatiokerroin on
iy Cox ) E((X — E()) (Y —E(Y)))
pxY ’ VVar(X)Var(Y) NVar(X)\Var(Y)

ja jos (Xj,Yj), j=1,...,n on otos satunnaismuuttujasta (X, Y') niin
otoskorrelaatiokerroin on

S X0-Y) s,
VOG- XL (G- YR /525

n

1 — _
S = =2 D (X = X)(¥; - V),

Jj=1

Ry

missa

ja

n

1 - 1 —
£=20006-XP F=1> -T2

J=1 J=1

v
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% Otoskorrelaatokertoimen jakauma

e Jos (Xj,Yj), i=1,...,n on otos normaalijakautuneesta
satunnaismuuttujasta (X, Y') jonka korrelaatiokerroin on py, =0 (ja
oz >0, 05 > 0) niin patee

R — 2
AR ~ t(n—2).
\/1— R,
@ Jos (Xj,Yj), i=1,...,n on otos normaalijakautuneesta
satunnaismuuttujasta (X,Y) ja =1 < py, <1 (jaoz >0, 07 >0)

niin patee
14+ R 1 1
Lin (25220} N (L (222X
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% % Pienimman nelidsumman menetelma kun y ~ by + bix

Jos oletetaan, ettd muuttujien x ja y valinen yhteys voidaan esittaa
muodossa y = by + b1x, pisteet (x;,y;), j =1,...,n on annettu ja
halutaan maarittia by ja by siten, ettd ), (yJ bo — blxj)2 on

mathIIIS/mman pieni niin voi olla hyody///sta ensin laskea keskiarvot

- _ 1 _ 1
X = J Xjjay==>" j=1Yj Ja sitten minimoida neliésummaa

f(bo, b1) = i (()’j —¥) — bo — b1(x; — 7))2 :

j=1
Koska 74 (x; — X) = N};Jf’:l(yj — %) =0 niin a%)f(f)o, b1) = 2nby joten
optimaa//suusehto if (bg, b1) = 0 antaa tulokseksi by = 0. Nyt
f(O b1) = 2ZJ (v = ¥) = bi(xj — X)) (xj — X) ja yhtalolld
8—511“(0, b1) = 0 on ratkaisu

er":l(xj o ?)(yj - .)_/) _ Sxy

Zf:1(Xj —X)? - s2

by =
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% % Pienimman nelidsumman menetelm3, jatk.

Parametri by lausekkeessa y = by + bix on silloin

bp =y — b1 X.

@ Huom

Edella olevissa laskuissa ei esiintynyt satunnaismuuttujia, mutta voidaan
hyvin ajatella, ettd muuttujien x ja y valilla vallitsee riippuvuus, joka on
muotoa y = [y + [1x mutta kun esim mitataan y-muuttujan arvoja
esiintyy satunnaisia virheita, josta seuraa etta mitatut arvot ovatkin

yi=bo+bixi+e, j=1,...,n

.. . .. 2
missé ¢; ovat satunnaismuuttujia. Lausekkeen D i, (vj — bo — b1x;)
(eikd jonkin toisen lausekkeen) minimointi on jarkevdd nimenomaan jos
oletetaan, ettei xj-arvoissa ole virheitd ja kaikki poikkeamat suorasta
Johtuvat virheellisista yj-arvoista.
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% Esimerkki

Meilla on seuraavat havainnot:

x| 10| 1.9 | 27 | 32| 38|47 |51|55
y|-08|-04|-00|09|12 |13 |17\ 21

Ensin voimme laskea keskiarvot ja ne ovat

X = 3.4875,
y = 0.75.

Sitten meidan pitda laskea x:n otosvarianssi ja muuttujien x ja y
otoskovarianssi ja saamme

n

1
2 —=\2
S =7 Z(XJ — X)* = 2.5184,

j=1

1 n
Sy = — > (x5 —X)(yj —y) = L6121

j=1
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W Esimerkki, jatk.

Nain ollen

by — s’sx—zy — 0.64015,

X

by =V — byx = —1.4825,

Pisteet ja suora nayttavat seuraavanlaisilta:

Y
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¥ % Regressio
@ Oletetaan, ettd jos x on annettu niin satunnaismuutuja Y on
Y =00+ f1x+¢
missd € on satunnaismuuttuja (eri satunnaismuuttuja eri x:n arvoilla).

e Otos on tillaisessa tapauksessa muotoa (x;j, Y;), j=1,...,n missd
gj = Y; — Bo — B1x; ovat riippumattomia satunnaismuuttujia joilla on
sama jakauma, joka tavallisesti oletetaan olevan N(0, o2).

@ Pienimmén neliGsumman menetelmilld (joka on jarkeva tasmalleen
silloin kun ¢ ~ N(0, 02)) saadaan seuraavat estimaattorit kertoimille
B1, Bo ja jadnndsvarianssille o2

Sx
—
Bl 52 )
X
Bo =Y — le,
1 n
S2 — Y: — By — Byx;)?
n_o Z( J 0 1%)
Jj=1
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¥ % Regressio, testimuuttujia
o Oletetaan, ettie; ~ N(0,0°), j=1,...,n ovat rippumattomia ja

Yi=pPo+Bixj+¢j,j=1,...,n. Silloin

, (1 X2
BO”N(B""’ <E+<n—1)s3)>’

o2
Bl ~ N (517 (n _ 1)53) )
(n—2)S?

2
——~ —2).
> xX“(n—2)
@ Testimuuttujina voidaan kayttaa
Bn —
Wo = 0 — fo ~t(n—2),
1 x2
\/52 (H + (n—1)s§)
By —
lel—ﬂlwt(n—Z).

Vo
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% Estimaattorien viliset yhteydet

Edelld olevista maaritelmistd seuraa myos (ja samat kaavat patevat
estimaateillekin), ettd

> n—-1 2
5°= n 25y(1_ny)a
S2
ny:Bl _X7
5y

Jja

Bl . ny\/ n—?2

52 '
Vs V1I-Ry

Tasta tuloksesta seuraa myds ettd nollahypoteesien 31 = 0 ja pyx, =0
testaukset antavat samat tulokset (kun oletuksena on normaalijakauma).
Luku rfy eli satunnaismuuttujan R)%y havaittu arvo sanotaan olevan

regressiomallin selitysaste.

v
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@ Estimaattorien viliset yhteydet, miksi?
Koska B = 2%, By =Y — Bix, $> = -1 37 (Y; — Bo — Bix;)? ja

n—2 £4j
. 2 2 'y
Spap = Ifgpa /SXSy niin

(n=2)$* = (Bo+Bixi—y)" =D (Bilx = %) = (5 = 7))’
j=1 Jj=1
=B ) (=X —=2B1Y (=X —¥)+ D> (5 —¥)
f=i =l j=1
§252 g2
= (n—1)(B{S; —2B1Sy + S7) = (n—1) ( X;4X —2 5X2y -+ 53)
=(n—1) (5 - RS;) =(n—1)S;(1— RS,
Jjoten
n—1
S? = - 253(1 — RZ,).

v
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@ Estimaattorien viliset yhteydet, miksi? jatk.
Koska maaritelman mukaan
2 2.2
52 _ S — Blsx
SaR, TR,
niin )
n—1Bis
5% = 2 (1 - )
n—2 R
Tasta seuraa, etta
2 2 - 5
(n—1)B;i( 1—R) R
(n— 1 (n— (n—1)s2
koska B ja R,, ovat samanmerkkiset.
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% Liikenne-esimerkki

Tilastokeskuksen mukaan litkenteessa kuolleiden lukumaarat vuosina
2000-2013 olivat

2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
375 | 379 | 336 | 380 | 344 | 279 | 272 | 292 | 255 | 248

Tdassa tapauksessa on edullista ottaa x-muuttujaksi vuosiluku josta
vahennetaan 2014 jolloin taulukko nayttaa tallaiselta:

x|-10| -9 | 8| -7 | 6| -5 | -4 | -3 | -2]| -1
y | 375|379 | 336 | 380 | 344 | 279 | 272 | 292 | 255 | 248

Tasta otoksesta voimme laskea seuraavat estimaatit:

< v 2 2
X y Sy Sy Sxy

—5.5 | 316 | 9.1667 | 2772.8889 | —145.5556
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W Liikenne-esimerkki, regressiosuora
Nyt saamme regressiomallin Y; = (o + [S1xj + € parametrien estimaateiksi

by = 2¥ = —15.879,

2
Sx

bp =y — bix = 228.67,

hy = 2 = —0.91297.
SxSy

Suora ja datapisteet ndyttavat seuraavanlaisilta:
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¥ Liikenne-esimerkki, 31:n testaus
Nyt voimme laskea jaanndsvarianssin estimaatin joko suoraan
alkuperaisesta datasta kaavalla
1 10
2 2
j=1
mutta yleensd on helpompaa laskea kaavalla
o _n—-1, 2 9 2
s = —— 2sy(1 —rg) = g " 2772.8889 (1 —(—0.91297)%) = 519.35.
Nyt voimme testata nollahypoteesia 51 = 0 jolloin testimuuttujana on
B; -0
Wy = " t(10 — 2),
(n—1)sg

Jja tama testimuuttuja saa arvon

—15.87
wy = —15809 = —6.3287.
519.35
9-9.1667
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¥ Liikenne-esimerkki, (5;:n testaus, jatk.

Koska nollahypoteesi oli 51 = 0 eikd esimerkiksi 81 > 0 mika voisi olla
hyvin perusteltu, niin p-arvoksi tulee

p = 2Fy(g)(—6.3287) = 0.000226,

Liikenne-esimerkki, Bg:n testaus

Jos haluamme testata hypoteesia, Bg < 200 niin kdytamme
testimuuttujana

Wo = Bo — fo ~t(n—2).

V= (+ )

Kun sijoitamme edelld lasketut arvot tahan kaavaan, niin saamme
testimuuttujan arvoksi
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¥ Liikenne-esimerkki, (y:n testaus, jatk.

wo — 228.67 — 200 _ 18416

1 (—5.5)2
\/51935 (1_0 + (10—1)9.1667)
Koska nollahypoteesi oli 5y < 200 niin ainoastaan testimuuttujan isot

positiiviset arvo ovat ristiriidassa nollahypoteesin kanssa, eli sen vaihtoehto
on yksisuuntainen, joten p-arvo on

P = 1— Ft(g)(1.8416) = 0.0514,

Jja emme hylkaa nollahypoteesia edes merkitsevyystasolla 0.05.
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¥ Liikennne-esimerkki, parametrien luottamusvalit

Parametrien By ja (81 luottamusvalit maaritelldan ja lasketaan samalla
tavalla kuin normaalijakautuneen satunnaismuuttujan luottamsusvali, eli
Jjos meidan pitdd maarittdd 99 %:n luottamusvali parametrille 81 niin ensin
toteamme, ettd koska

Wy — By — B4
52
\/ (n—1)s2

(8)(0 995) = t(s)(O 005) = 3.3554 niin

~t(n—2)

pr [ —3.3554 < SLZPL 51 < 3.3554 | =1 —0.005 — 0.005 = 0.99.
\V (n— 1)52
B1 — 51 . _
Koska —3.3554 < T < 3.3554 tasmalleen silloin kun
VAC=IE:
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¥ Liikennne-esimerkki, parametrien luottamusvilit, jatk.

81—33554“ (=1 <51<Bl‘|‘33554ﬁ/ (=1 niin
B1 € | By —3.3554 , B1 + 3.3554 = 0.99.
(n—l (n—1)s2 n—1

Kun sijoitamme aikaisemmin lasketut estimaatit tahan, niin saamme
99 %:n luottamusviliksi

/ 519.35 | 519.35
[ 15.879 — 3.3554 9.9.1667" , —15.8791 + 3.3554 9. 91667]

—24.295, 7. 4628
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W Normaalijakaumien ehdolliset jakaumat, selitysaste

Jos (X, Y) on normaalijakautunut niin

(Y1X = x) ~ N (v + pxy 22 (x = 1x), (1 = py)o? )

eli
oy
E(Y|X =x)=puy + PXYE(X — px) = Po + Pix,
missa
oy  Oxy
Br=pxy— =",

Bo = py — Biitx.

Pienimman nelibsumman menetelmalld saamme aivan vastaavasti
parametrien By ja 1 estimaateiksi

b=y X =%
1= Ixy — "o
Sx 2
bp =y — bix.
.
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W Normaalijakaumien ehdolliset jakaumat, selitysaste, jatk.

Jos (X, Y) on normaalijakautunut niin voimme siis kirjoittaa
Y =00+ bix+e
missa

e~ N(0, (1 = pxy)ay).

oo 0o s 0 oo 0o 00 . . 2 2 . . . . B
Tdssa siis jadnndsvarianssi (1 — pyy )0y, on se osa Y :n varianssista, jota ei
voida selittaa riipuvuudella muuttujasta x ja se osuus jolla Y :n varianssi
pienenee on

2 2
PxyOy 2
2 PXy -
Oy

Analogisesti timan kanssa sanomme, etta mallin Y; = bg + by x;
selitysaste on r2

XV *
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% ¥ Interpolointi tai ekstrapolointi

Jos on tehty mittauksia ja saatu tulokset (x;,y;), j = 1,...,n niin usein
halutaan myos tietda mika olisi y:n arvo jos x = xg. Eras usein jarkeva
tapa vastata tdhan kysymykseen on olettaa, ettd y =~ by + bix, maarittaa
bo ja by ja sitten laskea by + bixg. Yksinkertainen tapa suorittaa tama
lasku on, etta korvataan luvut x;, j = 1,...,n luvuilla x; — xq ja sitten
normaaliin tapaan lasketaan bg:n estimaatti. Taman lisdksi voidaan testata
parametria 3y koskevia hypoteeseja regressiomallissa Y = By + [f1x + €.
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‘@ Liikenne-esimerkki, parametrien jakauma

Jos oletetaan, ettd Y; = [Bo + [B1xj + €j missa satunnaismuuttujat €; ovat
riippumattomia ja N(0, 0?)-jakautuneita, niin voidaan osoittaa, etti By ja

By ovat normaalijakautuneita odotusarvoilla By ja (31 ja variansseilla

0.2

21 x2
(n—1)s?2 Jao (E + (n—l)s)%)'
Toinen tapa saada kasitys siitd miten luotettavia lasketut estimaatit ovat
on seuraava: Oletamme ettd kaskiulotteisen satunnaismuuttujan (X, Y)
Jjakauma on havaittu empiirinen jakauma, eli

Pr((X,Y) = (x,y)) = j=1,2,...,10,

1_07
miss3 pisteet (x;,y;) tulevat havaitusta otoksesta.

Sitten generoimme tastad jakaumasta otoksia ja laskemme niistd estimaatit
Jolloin voimme saada kasityksen naiden estimaattien jakaumista. Tassa on
kaksi virhelahdetta: Emme tunne alkuperaisen satunnaismuuttujan
todellista jakaumaa vaan kaytamme approksimaatiota ja emme laske
kertymafunktiota tai tiheysfunktiota tarkasti vaan luotamme simulointiin.

v
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‘@ Liikenne-esimerkki, parametrien jakauma, jatk.

Voimme laskea esimerkiksi seuraavalla tavalla:
x=(2004:2013)-2014;
y=[375 379 336 380 344 279 272 292 255 248];
n=size(x,2);
m=2000;
bl=zeros(1,m) ;b0=bl;r=bl;s2=bl;
for j=1:m
jj=floor(n*rand(1,n)+1); xx=x(jj); yy=y(jij);
c=cov([x’,y’]);b1(j)=c(1,2)/var(xx);
b0 (j)=mean(yy)-bl(j)*mean (xx) ;
r(j)=bl(j)*sqrt(var(xx)/var(yy));
s2(j)=((n-1)/(n-2))*var(yy) * (1-r(j) *r(j));
end
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@ Litkenne-esimerkki, parametrien jakauma, jatk.

Tall3 tavalla simuloidut estimaattien by, by s° ja rxy Jakaumat ndyttavat
tallaisilta:

-gOO 0 200 400 600 800 1000 1200 '10 05 -1 -0.95 -0.9 -0.85 -08 -0.75 -07 -0. ‘55 »0‘5 -0.55
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