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MS-A0502 Todennékdisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi
Tentti ja vilikoeuusinta 7.1.2015

Gripenberg

Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot ja minkd kokeen suoritat!

Laskin, 1. Mellinin tilastolliset taulukot, Matlab/Octave-funktiolista ja muistiinpanolappu ovat sallittuja
apuvdlineita!

Kirjoita valivaiheet nékyviin!

Kayti joko taulukoita tai kirjoita milld Matlab/Octave-komennoilla voisit laskea tarvittavat ker-
tymdfunktioiden tai niiden kddnteisfunktioiden arvot ja minkdlaisia pddtelmid, esimerkiksi merkitsevyys-
tasojen suhteen, ndiden arvojen perusteella voisit tehdd.

Tentti: Tehtavit 1, 4, 6, 7 ja 8.
1. vilikoe: Tehtdvit 1, 2, 3 ja 4.
2. vilikoe: Tehtavit 5, 6, 7 ja 8.

(a) Heitetdén virheetontd noppaa kaksi kertaa. Mikd on todennikoisyys, ettd silmédlukujen
summa on 9?7

(b) Heitetddn virheetontid noppaa 900 kertaa. Mikd on todennidkoisyys, ettd saadaan 6 kor-
keintaan 130 kertaa. Kdytd normaaliapproksimaatiota.

Ratkaisu: (a) Koska jokaisella heitolla saadaan 1, 2, 3, 4, 5 tai 6 todennidkoisyydelld % ja koska
9=3+6=4+5=05+4 =06+ 3 niin todennikdisyys saada9on 4 - ;- ¢ = .
(b) Todennékdisyys saada on 6 on % joten jos X on kuutosten luukuméérd 900:ssa heitossa niin
X ~ Bin(900, §). Nin ollen E(X) = 900 - = 150 ja Var(X) = 900 - ¢ - 2 = 125. Koska
tdmd luku on > 10 voimme kayttdd normaaliapproksimaatiota ja saamme

Pr(X < 130) = Pr <

/Var(X) = /Var(X)

X —E(X
=Pr # < —1.7889 | ~ 0.036819.
Var(X)

X —E(X) _ 130 - E(X))

2. Uurnassa on 3 valkoista ja 2 mustaa palloa. Poimitaan uurnasta satunnaisesti pallo. Jos se
on valkoinen niin uurnaan laitetaan takaisin 3 valkoista palloa ja 1 musta pallo ja jos se on musta
niin uurnaan laitetaan takaisin 2 mustaa palloa ja 1 valkoinen. Tdmin jdlkeen poimitaan uurnasta
taas satunnaisesti uusi pallo ja menetelldén samalla tavalla kuin ensimmadiselld kerralla. Madrita
tamén jilkeen uurnassa olevien valkoisten pallojen lukumiirin pistetodennédkdisyysfunktio.
Kéytd puuverkkoa.

Ratkaisu: Puuverkko niyttdd seuraavanlaiselta missd solmuissa olevat numerot m, n tarkoitta-
vat, ettd uurnassa on m valkoista ja n mustaa palloa ja vasemmanpuolinen kaari valitaan jos



poimitaan valkioinen pallo ja oikeanpuolinen jos poimitaan musta pallo:

Uurnassa on poimintojen ja takaisinpanojen jilkeen 5, 6 tai 7 valkoista palloa ja jos X on
valkoisten pallojen lukuméiiri niin
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3.
Pistetodennikoisyysfunktion fxy arvot on annettu seuraavassa taulukossa:
Y
fXY(x7y)
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(a) Mistd ndhdédin, ettd kyseessd todella on pistetodennédkoisyysfunktio.
(b) Maiiritd satunnaismuuttujan X pistetodennikoisyysfunktio (eli médritd sen reunajakau-

ma).
(c) Méiritd satunnaismuuttujan (X|Y = 2) pistetodennikoisyysfunktio eli X:n jakauma
ehdolla Y = 2.

Ratkaisu: (a) fxy on pistetodennékdisyysfunktio koska fxy(x,y) > 0 kaikilla x ja y ja
22:0 22:1 fXY(x, y) =1.

(b) Satunnaismuuttujan X pistetodennékisyysfunktio on fx (z) = Zzzl fxy(z,y) jonka
arvot ovat

z |(0]1]2)3

fx@) | i3l 163




(c) Koska satunnaismuuttujan (X |Y = 2) pistetodennikoisyysfunktio on

fxv(z,2)
fr(2)

jafy(2)=Pr(Y =2)=2+ 2+ L + 36 = 3 hiin tdmin funktion arvot ovat

fxy(z]2) =

x |0 1]2]3

[y (]2) % 130 110
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4. Alueen sorasta on 70% hyvidid ja 30% huonoa tiettyyn rakennustarkoitukseen. Yhdestd
alueen sorakuopasta otettu niyte testattiin testilld, joka todennidkoisyydelld 0.8 osoittaa soran
hyviksi (ja todennidkosyydelld 0.2 huonoksi), jos sora on hyvéi ja todennékoisyydelld 0.9 huo-
noksi (ja todennékoisyydelld 0.1 hyviksi), jos sora on huonoa. Jos testi néytti ettd sora oli hyvéia,
miki on todennédkdisyys ettd kuopan sora todella on hyvii?

Ratkaisu: Olkoon A tapahtuma, ettd kuopan sora on hyvéi jolloin siis Pr(A) = 0.7 ja
Pr(A°) = 0.3. Olkoon T tapahtuma, ettd testi osoittaa, ettd sora on hyvii jolloin Pr(7'|A) = 0.8
ja Pr(T|A¢) = 0.1. Bayesin kaavan mukaa saadaan nyt

B Pr(T|A) - Pr(A) B 0.8-0.7 056
~ Pr(T|A) - Pr(A) + Pr(T|A¢) - Pr(A¢)  0.8-0.7+0.1-0.3  0.59

Toisella tavalla: Jos alueella olisi 1000 sorakuoppaa niin 700 olisivat sellaisia missd sora
on hyviai ja 300 sellaisia misséd sora on huonoa. Sorakuoppien lukumaéirét, joissa testi osoittaisi,
ettd sora on hyvéad olisivat 700 - 0.8 = 560 ja 300 - 0,1 = 30 eli yhteensd 590. Néin ollen
todennikdisyys, ettd kuopan sora on hyvii jos testi osoittaa, ettd ndin on asian laita on

560
— =~ 0.95.
590

Pr(A|T) ~ 0.95.

(a) Satunnaismuuttujasta X, joka on Poisson(\)-jakautunut on saatu havainnot 5, 6, 4, 7 ja
6. Laske momenttimenetelmélld A:n estimaatti.
(b) Diskreetin satunnaismuuttujan Y jakauma riippuu parametristd 6 € [0, %] siten, ettd

1—-260, j7=0,
Pr(Y =5)=1<6, je{-1,1},
0, muuten.

Satunnaismuuttujasta Y on saatu seuraavat havaintoarvot: 0, 1, —1,0,1,0, —1,1, —1ja
0. M4irita 6:n estimaatti suurimman uskottavuuden menetelmailli.

Ratkaisu: (a) Koska E(X) = )\ niin momenttimenetelmén mukaisesti A:n estimaatiksi otetaan
havaintoarvojen kesiarvo, eli tissd tapauksessa A = %(5 +6+4+746)= 2—58 = 5.6.



(b) Koska satunnaismuuttuja on diskreetti niin uskottavuusfunktio on £(6) on to-
dennikoisyys, ettd saadaan havaitut arvot eli

L@ =Pr(Y=0)-Pr(Y =1)-Pr(Y =—1)-Pr(Y =0)-Pr(Y =1) - Pr(Y =0)
Pr(Y = —1)-Pr(Y =0)-Pr(Y =0) = (1 — 20)* - ¢°.
Maksimiarvokohdan 16ytdmiseksi méddritimme derivaatan nollakohdan:

ﬂw)2441—2®3%—Q-W+«L—wf~6ﬂ5:(L—wf~m.<1:zg+g):o,

josta saamme (tapausten § = 0 tai = %) lisdksi

—8-0+6-12-0=0,

) . . 3
josta saamme ratkaisuksi 6 = 10

6. Sairaalan poliklinikalle tulee kokemuksen perusteella keskimddrin 9 potilasta tunnissa.
Erddnd pdivind, kun keli on ollut erityisen liukas tulee 12 tunnin aikana 130 potilasta. Ole-
tetaan, ettd potilaiden lukuméiri aikayksikossd noudattaa Poisson-jakaumaa. Testaa merkitse-
vyystasolla 0.05 nollahypoteesia, jonka mukaan potilaiden lukuméérdn odotusarvo kyseisena
pdivind ei ole ainakaan tavanomaista suurempi. Kiytid normaaliapproksimaatiota.

Ratkaisu: Olkoon X kyseisend pdivdand 12 tunnin aikana tulevien potilaiden lukuméérd. Kos-
ka normaalipédivind tulee tunnissa keskiméérin 9 potilasta niin nollahypoteesi tarkoittaa, ettd
E(X) < 9-12 = 108. Koska Poisson(\) jakautuneen satunnaissuureen odotusarvo on A
niin voimme nollahypoteesin mukaisesti olettaa, ettd X ~ Poisson(\) missd A < 108. Kos-
ka Poisson jakauma ldhestyy normaalijakumaa kun parametri kasvaa dédrettomyyteen ja koska
Poisson(\) jakautuneen satunnaissuureen varianssi on \ niin voimme kiyttdd testimuuttujana

X — 108
V108

22
v 108

~a N(0, 1).

Téssd tapauksessa testisuureen arvo on
niin p-arvoksi tulee

= 2.117 ja koska vaihtoehto on yksisuuntainen

p=1— Fyo,1)(2.117) = 0.01713,
ja koska p < 0.05 niin nollahypoteesi hylétdén.

7. Havainnot X;, ¢ = 1,...,21 jaY;,, 2 = 1,...,31 ovat satunnaisotoksia jakaumis-
ta N(ux,0?) ja N(uy,o?). Havaintoarvoista on laskettu 7 = 2.8, 3221 |z, — T = 26,
S (1 —T)? = 46,7 = 2.0, > |y — 7 = 35ja 300 (yi — 7)? = 81. Testaa merkit-
sevyystasolla 0.05 hypoteeseja

(a) Hp : ux = 3.5, (jolloin sinun ei pidé ottaa huomioon y;-havaintoarvoja),

(b) Ho : pix = py-
Ratkaisu: (a) Ensin lasketaan X -satunnaismuuttujan ostosvarianssi ja se on
21

(x —7)*=23.

=1

R
20



Koska nollahypoteesi on px = 3.5 niin testisuure on

w:x—3.5 2.8 — 35 91152,

52 .
21 5
Koska nollahypoteesin vaihtoehto on kaksisuuntainen niin p-arvoksi tulee
p = 2F(20)(—2.1152) = 2 - 0.0236 = 0.0472.

Koska p < 0.05 niin nollahypoteesi hylatédén.
(b) Ensin lasketaan Y -satunnaismuuttujan otosvarianssi ja saadaan

1 31

=1

Seuraavaksi lasketaan varianssin yhdistetty estimaatti ja saadaan
(21 —1)s2+ (31 —1)s?

2 Y
T 214312 =20t
Testisuure on
- — 1.7761.
Sofne iy \/2 54+ (51 + 37)

Téssikin tapauksessa Va1htoeht0 on kaksisuuntainen ja p-arvoksi tulee
p=2(1 = Fy50)(1.7761)) = 0.082.
Koska p > 0.05 niin nollahypoteesia ei hylata.

8. Lukiokoulutusta antavien oppilaitosten lukumaéirét olivat vuosina 2002-2013 seuraavat:

Vuosi | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013
Lkm. | 484 | 483 | 479 | 471 | 461 | 449 | 449 | 441 | 439 | 433 | 428 | 421

Oletetaan, ettd (ainakin approksimatiivisesti) Y; = 3y + 312, + ¢;, missd Y; on lukiokoulutusta
antavien oppilaitosten lukuméird vuonna z; ja satunnaismuuttujat £; ovat N(0, 0?)-jakautuneita
ja riippumattomia.

Maéiritd parametrin 3; pienimmén neliGsumman estimaatti ja testaa merkitsevyystasolla
0.01 nollahypoteesia, ettd lukiokoulutusta antavien oppilaitosten lukuméérdn odotusarvo vuon-
na 2016 on korkeintaan 390.

Alla olevassa taulukossa on annettu joitakin tunnuslukuja:

= 2 2
Y sz Sy Szy

453.17 | 13 | 485.97 | -78.636

Ratkaisu: Parametrin 3; estimaatiksi tulee

Jos merkitdén z; = z; — 2016 niin 7 = —8.5, s =52 ja 5., = SayjaY; = fo+ Brz; +¢; missi
Bo on lukiokoulutusta antavien oppilaitosten lukumiirin odotusarvo vuonna 2016. Parametrin
Bo pienimmain neliosumman estimaatiksi tulee

bp =7 — biz = 401.75.



Koska r,, =y, = \/SSZ;? = —0.98934 niin jddnndsvarianssin estimaatiksi tulee
2
2 _ 11/10

S

1—7r2)=11.34.
s y( sz)

Testimuuttujan arvo on tdssd tapauksessa
by — 490 401.75 — 490

wy = =
’ V5 + ) \/11.34(% + 5800
Koska nollahypoteesi on Bo < 390 jolloin siis vaihtoehto on yksisuuntainen niin p-arvoksi tulee
p = (1 — Fi10)(4.548)) = 0.00053.
Koska p < 0.01 niin nollahypoteesi hylatdin.

= 4.548.




