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P1. Alla on lueteltu joukko muuttujia:
(1) Mansikoiden C-vitamiinipitoisuus: mg/100g.
(2) Alvarin aukiolta 10ydetyn kasvin laji.
(3) Paine, joka vaaditaan teriiksisen siilion murtumiseen: N/m?.
(4) Henkiloiden mielipide metropolihallinnosta mitattuna asteikolla “kannatan”, “’ei mieli-
pidettd”, ’vastustan”.
(5) Espoo Bluesin sijoitus jidkiekkoliigassa.
(6) Opiskelijan koulutusohjelma.
(7) Opiskelijan kurssin MS-A0502 suorittamisvuosi.

Vastaa seuraaviin kysymyksiin

(a) Milld muuttujilla on nominaali- eli laatueroasteikko?
(b) Milld on ordinaali- eli jirjestysasteikko?

(c) Milld muutujilla on intervalli- eli vdlimatka-asteikko?
(d) Milld muuttujilla on ratio- eli suhdeasteikko?

Huom! Kaikissa tapauksissa ei ole vilttdmittd olemassa yksi ainoa oikea vastaus!

Ratkaisu: (a) Muuttujat (2), (4), (6).
(b) Muuttujat (5) ja ehka (4).
(c) Muuttuja (7).
(d) Muuttujat (1) ja (3)

P2. Eréin talon joillakin asukkailla on seuraavat kuukausitulot (e/kk):

3300 3200 1700 4400 4000 4200 1400 4100 1700
4300 1900 2200 2200 2400 2600 3100 2900 3200

800 1700 2100 2300 2500 2700 1900 1800 1500
1200 700 6400 7500 1600 1800 2000 2200 2500.

Muodosta aineistosta luokiteltu frekvenssijakauma, jonka luokat ovat: 0 — 1000, 1001 —
2000, 2001-3000, 3001 —4000, 4001 —6000, ja 6001 —8000. Midritd myos titd frekvenssijakau-
maa vastaavan histogrammikuvion suorakaiteiden korkeudet ottaen huomioon, etti pinta-alojen
pitdd suhtautua toisiinsa kuten vastaavat luokkafrekvenssit. Hahmottele myos ko. histogrammi-
kuvio paperille.

Mairitd aineistosta my0s seuraavat tunnusluvut:

(a) Minimi ja maksimi.

(b) Vaihteluviili (eli pienin vili [a, b] niin, ettd kaikki arvot ovat télld vililld) ja vaihteluvilin
pituus.

(c) Mediaani.

Ratkaisu:
Histogrammi muodostuu suorakaiteista, joiden pinta-alat suhtautuvat toisiinsa kuten vas-
taavat luokkafrekvenssit (tai suhteelliset luokkafrekvenssit). Luokkafrekvenssit ja vastaavien



suorakaiteiden korkeudet ovat

Luokka | Luokkafrekvenssi | Suorakaiteen korkeus
0-1000 2 2
1001-2000 12 12
2001-3000 11 11
3001-4000 5 5
4001-6000 4
6001-8000 2 1

Lopullinen kuvaaja néyttdd seuraavanlaiselta (y-akselin yksikko on asukasta/1000 euroa):

10+

\
2000 4000 6000 8000
(a) Minimi = 700 ja maksimi = 7500.

(b) Vaihteluvili on (700, 7500) ja vaihteluvélin pituus on 7500 — 700 = 6800.

(c) Luokkafrekvenssitaulukosta ndhdédn, ettd talossa asuu 14 henkildd joiden tulot ovat kor-
keintaan 2000 euroa ja 11 henkil6d joiden tulot ovat véhintdén 3001 euroa. Muiden tulot ovat
jarjestyksessd 2100, 2200, 2200, 2200, 2300, 2400, 2500, 2500, 2600, 2700 ja 2900. Jétetddn
ndistd 3 suurinta lukua pois (3 = 14 — 11) ja jéljelld olevien (2100, 2200, 2200, 2200, 2300,
2400, 2500, 2500) mediaani on (2200 + 2300) /2 = 2250, joka siis on koko aineiston mediaani,

mutta periaatteessa miki tahansa luku vililtd [2200, 2300] tdyttid mediaanille astetetut ehdot.

P3. Sinulla on otos satunnaismuuttujasta, joka oletetaan olevan normaalijakautunut. Otoksen
koko on 30 ja sen keskiarvo on 2.5. Miten iso otoksesta laskettu otosvarianssi voi korkeintaan
olla jos saat odotusarvolle 98%:n (symmetrisen) luottamusvilin, jonka pituus on korkeintaan
1.8?

10'% :snejsep
Ratkaisu: Jos satunnaismuutuja X;, j = 1,...,n ovat riippumattomia ja ~ N(u,o?)-

jakautuneita niin
X—p

e v 1 n ) . . 2 1 n . 9 . .
missd X = - > 7, X on otoksen keskiarvo ja S* = = > ©_, (X; — X)* on otosvarianssi

~ t(n - 1)7



Satunnaismuuttuja joka on t(29)-jakautunut saa todennikoisyydelld 0.98 arvon vililtd
[—2.4620, 2.4620] koska Ft(’;g)(0.0l) = —2.4620, Ft(’219)(0.99) = 24620ja1l—0.01 — (1 —
0.99) = 0.98. Tistd seuraa, ettd odotusarvon (symmetrinen) 98%:n luottamusvéli on

/1 /1
T —2.4620 - \/ —s2, T + 2.46204/ —s2
[x 620 303 , T+ 2.4620 3()5]

Jotta timén vilin pituus olisi korkeintaan 1.8 pitédd olla

2.2.462 12<18 = $2<30 18 2~401
' V30" =~ S =%\%9462) T

P4. Olkoot X;,i = 1,2,...,n riippumattomia satunnaismuuttujia siten, ettd E(X;) = 0 ja
Var(X;) =oc?kuni=1,2,...,n.
Osoita, ettd E(S?) = ¢ kun

n

Z(Xl - 7)27

=1

1

S? =
n—1

missd X = L 3" | X eli otosvarianssi on varianssin harhaton estimaattori.

Vihje: Laske E((n — 1)52) Jja huomaa, etti koska satunnaismuttujien X; odotusarvot ovat 0 niin
E(X?) = Var(X;) ja E(X) = 0 joten E(X) = Var(X) ja muista miki Var(X) on kun X;:t
ovat riippumattomia.

Huom! Jos E(X;) = p # 0 niin voisimme ottaa satunnaismuuttujiksi YV; = X; — u eikid S*
muuttuisi vaikka jokainen X; korvattaisiin Y;:114 joten oletus ettd odotusarvo on ( ei ole rajoitus,
pelkiéstian yksinkertaistus.

Ratkaisu:

E((n—1)5%) =E (i(xi - W) ~E (i(X? XX+ @2))

=1 =1

(S0 e %) e (57)

=1

_ ZE(X?) +E <(—2n) (% Z:;X) y) LE <ny2)

_ (Z ) + (=204 WB(X") = no” —n20” = (n— 1)o7

ja tdstd viite seuraa.




PS5.  Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on

(. 0) = {(9 ~ e w2,

0, T <1,

missd parametri # > 1. Satunnaismuuttujasta on saatu havainnot 2, 5 ja 14.

(a) Estimoi # momenttimenetelmalla.

(b) Estimoi # suurimman uskottavuuden menetelmalla.
Vihje: Muista, ettd [~ z(0 — 1)27%dz = =L kun § > 2 jaetti $a’ = a’In(a). Kun lasket
suurimman uskottavuuden estimaattia, voit menetelld kuten timén viikon stack-tehtavéissi 7,
sillé erolla ettd tissd voit ratkaista ddriarvokohdan analyyttisesti.

T~el) o~ snwseA
Ratkaisu: Koska f(x) on tiheysfunktio, sen on toteutettava ehdot f(x > 0 ja dr =1

jajos € < 1 kumpikaan niisti ei toteudu.
(a) Estimointi momenttimenetelmalla:

B(X) = /1 20— )2~ dz — Z_%

olettaen, ettd 6 > 2 koska jos 6 < 2 jakaumalla ei ole (ddrellistd) momenttia.

Momenttiestimaattori saadaan yhtilostd E(X) = T eli
6—-1 1

24+5+14)=7,

g3 3rtAr=

josta seuraa, ettd

A 13

(b) Estimointi suurimman uskottavuuden menetelmilld: Riippumattoman otoksen X,
1,2, ..., n uskottavuusfunktio on

L(O;x1,...,2,) = f(x1;0) - f(xe;0) ... f(xy;0) = (0 —1)" (2125 .. .xn)’e.
Uskottavuusfunktion maksimi saadaan derivaatan nollakohtana:
0=1L'0;21,...,2,) =n(0—1)"Nwizg...2,) " —(0—1)"(2122. .. 2,) " In(z125 ... 2,)

n

=L(0;q,...,2,) (8—1 —ln(wlscz...a;n)>,

josta saadaan
dop = 14— "
sU In(z129 ... 2,)

(Koska funktio ;5 on véhenevé, niin ndhdéin ettd kyseessd todella on maksimi.) Tdssd tapauk-

se€ssa QSU =1 —|— ln(2-5-14) =1+ m ~ 1.61




