A? Aalto-yliopisto
|

MS-A0502 Todennékdisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi Gripenberg, Kiiski
Harjoitus 1
27-31.10.2014, viikko 44

P1.  Heitetdédn kahta virheetontd noppaa, joiden kuudella tahkolla on silmiluvut 1, 2, 3,4, 5
ja 6. Télloin heittotuloksiin liittyvid otosavaruus on

S={(x,y):x=1,2,3,4,5,6jay =1,2,3,4,5,6}
Olkoon
A ={1. nopalla saadaan 4 tai enemmin }
B = {Heittotulosten summa on 10 tai enemmén }

C' = {Molemmilla nopilla saadaan sama silméiluku}
Maiiritd seuraavat tapahtumat (S:n osajoukkoina) ja laske niiden todennékdisyydet:

(@ AUB, (b)) ANC, (¢) €5, (d) B\C.
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Ratkaisu: Otosavaruutta S kuvaa seuraava lukupareista (z, y) muodostuva faulukko?

2. noppa
I.noppa | 1 2 3 4 5 6
1 (1,1) | (1,2) | (1,3) | (1,4) | (1,5) | (1,6)
2,)122)](23) |24 ](2,5)]|(2,6)
3,1)13,2) | (3,3) | 34 | (3,5 | (3.,6)
4,1) | (4,2) | (43) | 44) | 4)5) | 4,6)
5,1 (52)](53) | (54)](55) | (56)
(6,1) | (6,2) | (6,3) | (6,4) | (6,5) | (6,6)
A={(z,y):2=4,5,6jay=1,2,3,4,5,6}; |Al=18; Pr(A)=18/36 =3
B ={(46),(5,5),(6,4).(5,6),(6,5),(6,6) }; [B|=6; Pr(B)=6/36=1]6
C={(x,y):x=y=1,2,3,4,5,6}; |IC|=6; Pr(C)=6/36=1/6
ja tissd | A| on siis joukon A alkioiden lukuméra.
(a) Téssd tapauksessa AU B = A, joten Pr(AU B) = Pr(A) = 3.
(b) Nyt ANC = {(4,4), (5,5),(6,6)} ja| AN C| = 3, joten Pr(ANC) = 3/36 = 1/12.
© C={(z,y) | x=1,2,3,4,5,6; y =1,2,3,4,5,6; x # y} Komplementtitapahtuman
todennikoisyyden kaavan mukaan: Pr(C¢) =1 —-Pr(C)=1-1/6 =5/6
(d) B\ C ={(4,6),(6,4),(5,6),(6,5)}ja|B\ C| =4, joten Pr(B\ C)=4/36=1/9
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P2. Heitetadn kolikkoa. Jos tulos on kruuna, heitetidian vield kaksi kertaa. Miké on otosavaruus
ja mikd on todennékdoisyys, ettd viimeisen heiton tulos on klaava kun oletetaan, ettd heittojen
tulokset ovat toisistaan riippumattomia ja saadaan kruuna todennédkdisyydelld 0.5.
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Ratkaisu: Merkitaan H:lla kruunaa ja 7T':114 klaavaa. Otosavaruus on silloin €

S={T,HHH,HHT,HTH,HTT }.

Yleisesti pitee, ettd jos kolikkoa heitetdiin m kertaa niin saadaan 2™ eri tulosta ja jokaisen to-
denniikdisyys on 27™ (standardioletuksilla). Néin ollen Pr({T'}) = 1 kun taas Pr({HHH}) =
Pr({HHT})=Pr({HTH}) =Pr({HTT}) = % Nyt
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1 1 1
Pr(”Viimeisen heiton tulos on klaava”) = Pr({ T, HHT, HTT }) = 3 + sTs™ Z



P3. Eriin sairauden toteamiseksi on kehitetty testi, joka ei kuitenkaan aina anna oikeata tulos-
ta siten, ettd jos henkilolld on tauti niin testi antaa tdhén viittaavan tuloksen todennékdisyydelld
0.5 ja jos henkildlld ei ole tautia niin testi antaa tautiin viittaavan tuloksen todennikoisyydelld
0.03. Arvioidaan liséksi ettd 0.3 % véestostd on kyseinen tauti. Mikd on todennikoisyys, ettid
tietylld henkil6lla on tauti jos testi antaa tdhédn viittaavan tuloksen?
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Ratkaisu: Olkoon B; = {”Henkilolld on tauti” }, By = Bf = { Henkils11a G ble tautia® }Jja

A = {”Testi antaa tautiin viittaavan tuloksen” }. Annettujen tietojen perusteella tiedetéin, ettd
Pr(B;) = 0.003,

Pr(By) = 0.997,
Pr(A|B;) =
Pr(A|By) = 0. 03
Bayesin kaavan perusteella saadaan
Pr(B;) Pr(A|B;) 0.003 - 0.5
Pr(B|A) = =
Pr(By)P(A|B;y) + Pr(B2)P(A|Bz)  0.003 - 0.5+ 0.997 - 0.03

0.0015
~0.0015 + 0.02991
Toisella tavalla: 100 000 henkilon joukossa 0.003 - 100000 = 300:1la henkil6lld on tauti ja
99 700:11a ei ole titd tautia. Sairastuneista 150:n ja terveiden 0.03 - 99700 = 2991:n kohdal-
la testi antaa tautiin viittaavan tuloksen jolloin niitd tapauksia on yhteensd 3141. Néin ollen
todennikoisyydeksi tulee

~ 0.048.

150
—— =~ 0.048.
3141 0.048

P4. Uurnassa A on 4 valkoista ja 6 mustaa kuulaa ja uurnassa B on 6 valkoista ja 4 mustaa
kuulaa. Nostetaan kummastakin uurnasta satunnaisesti yksi kuula seki asetetaan uurnasta A
poimittu kuula uurnaan B ja uurnasta B poimittu kuula uurnaan A. Nostetaan tdmén jilkeen
uurnasta B satunnaisesti kuula. Mikd on todennikdisyys, ettid tdméi viimeksi nostettu kuula on
valkoinen? Kiyti ratkaisussa puuverkkoa (ja jaa prosessi eri vaiheisiin, joissa ensin nostetaan
kuula uurnasta A, sitten kuula uurnasta B, sitten asetetaan A:sta nostettu kuula uurnaan B ja
nostetaan siitd satunnaisesti kuula).
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Ratkaisu: Tulosvaihtoehdoista voidaan rakentaa seuraava puuverkko: 890 A




Puun rakenne perustuu kolmivaiheiseen nostamiseen:

e Nostetaan kuula uurnasta A.
e Nostetaan kuula uurnasta B.
e Nostetaan kuula uurnasta B vaihdon jilkeen.

Todennékoisyys nostaa valkoinen kuula on siis:
4 6 6 4 4 7 6 6 5 6 4 6 o8

1010 107101010 7101010710 10 10 100

PS. Sinun pitdd matkustaa lentden Helsingistda Ouagadougouun Tukholman ja Pariisin kautta.
Helsingissd, Tukholmassa ja Pariisissa sinulla on 10%:n todennédkdisyys myohédstyéd lentoko-
neesta (siis olettaen, ettéd olet tullut niin pitkélle) jolloin et padse eteenpiin.
(a) Milld todennikoisyydelld saavut perille Ouagadougouun?
(b) Milld todennikoisyydelld jadt Tukholmaan?
(c) Olettaen, ettet pidse perille Ouagadougouun, milld todennédkoisyydelld jadt Tukhol-
maan?

Ratkaisu: Olkoon H tapahtuma, ettd myohastyt Helsingissi ja jéiétgs(‘}ane%, 76 Qagaﬁﬁﬁrg)a;seq[%%yﬁt
Tukholmaan eli ehdit koneeseen Helsingissd mutta myohéstyt Tukholmassa, P tapahtuma, ettéd
ehdit koneisiin Helsingisséd ja Tukholmassa mutta myohéstyt Pariisissa ja siis jdét sinne ja O
tapahtuma, ettd pédiset perille.

Puuverkolla esitettynd tilanne nédyttdd seuraavanlaiselta:

0.1

(a) Laskemalla O-solmuun johtavan polun kaarien todennékoisyyksien tulo toteamme, etti
Pr(0)=0.9-0.9-0.9 = 0.729.
(b) Samalla periaatteella paittelemme, ettd Pr(7") = 0.9 - 0.1 = 0.09.
(c) Ehdollisen todennikoisyyden kaavan nojalla saamme lopuksi, koska 7" C O¢, etti
Pr(T N O°) Pr(T) 0.09

Pr(T|0°) = - — ~ 0.33.
(7O = 5o ~1=Pro)  1T-o7 0%




