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Gripenberg

1. (4p) Anvind Euklides algoritm for att bestimma den storsta gemensamma delaren av talen
85 och 55.

Losning: 1 enlighet med Euklides algoritm réknar vi ut r;, j > 0 sd att rj_o = ¢;r;_; + r; da
j>0o0ch0<7r; <r;_ymedry=_85ochr =55 och vifar

85 =1-55+30
55 =1-30+25
30=1-25+5
256=5-5+0

Av detta ser vi att den storsta gemensamma delaren ar 5.

2. (4p) For att kryptera ett meddelande med RSA-algoritmen anvéndes den publika nyckeln
(77,17). Ar den privat nyckeln da (77, 3)? Motivera ditt svar!

Losning: Eftersomn = 77 = 7-11 sa skall vi rdknaut m = (7—1) - (11 — 1) = 60. Den privata
nyckeln (n,d) bestims sd att [d],, = [k]..! d& den publika nyckeln &r (n, k). Detta innebér att
mod (d - k,m) = 1 sa att om den privata nyckeln skulle vara (77, 3) sa borde mod (3 - 17,60) =
mod (51,60) = 51 vara 1 sa vi ser att (77, 3) inte kan vara den privata nyckeln.

3. (6p) Bestim alla permutationer 1) av noderna i grafen [V, E] nedan som #r grafisomorfis-
mer, dvs. dr sddana att om det finns en bage mellan noderna a och b sa finns det en bage mellan
noderna v(a) och ¢ (b). Uttryck permutationerna med cykelnotation. Dessa permutationer bil-
dar en grupp G (med det behover du inte visa). Bestdm cykelindexet (¢ . Vad kan detta index

anvindas till?

Losning: Permutationerna dr (1) (identitetsfunktionen), (1 4)(2 5)(3 6) (rotation 180°),
(1 6)(2 5)(3 4) (en spegling) och (1 3)(4 6) (en annan spegling) dir cyklar med ldngden 1
inte skrivits ut. Cykelindexet blir dirfor

Cov(ti, ta) = (lftl3 R 225%).

Ry



Cykelindexet kan anvindas for att svara pa vissa fragor betréiffande antal “fargningar” som
inte dr ekvivalenta under verkan av gruppen G. Om man tex. 7; gdnger anvénder firgen a;, j =
1,...,rsddrkoefficienten for ai' -a-. . .-a'" i (gv(a1+. .. 4+a,, a3+...+a?,...,a}+...+a”)
antalet icke-ekvivalenta firgningar och (g v (r, ..., r) dr antalet fargningar med r férger.

4. (4p) Antag att i en icke-riktad, enkel (dvs. ingen bage fran nagon nod till sig sjdlv) och
sammanhéngande graf finns 4 noder som alla har 3 grannar var och resten har alla 4 grannar. Ar
det mojligt att hitta en Euler-vig i grafen, dvs. en vdg som gar genom alla bagar exakt en gang.

Losning: Antag att [vg, vy, . . ., v, dr en sadan vdg. For varje index j € {1,2,...,n — 1} giller
att v;_; och v, dr grannar till v; och det kan inte vara sa att v,_; = v, for da skulle vigen
gd genom bagen {v;_;,v;} tva ganger. Eftersom vigen gar genom alla bagar kan vi rikna
antalet grannar till en nod v sd att vi for varje gdng v forekommer bland noderna v; med j €
{1,2,...,n — 1} okar vi antalet grannar med tva och om v = vy eller v = v,, 6kar vi antalet
grannar med 1. Dethér innebér att det bara dr noderna vy och v,, som kan ha ett udda antal
grannar (och om vy = v, sa har ocksa denhir noden ett jamnt antal grannar). Dérfor kan det
inte finnas en Euler-vig i1 en graf dér det finns exakt 4 noder med ett udda antal grannar.

5. (6p) Bestim ett minimalt uppspdnnande trid for grafen nedan genom att anvinda en al-
goritm som garanterat ger ett optimalt resultat (men du skall inte visa att algoritmen ger ett
optimalt resultat). Forklara hur du gatt tillvdga tex. genom att skriva ner i vilken ordning du lagt
bagar tradet.

Vikterna for bagarna ar foljande:

w({a, B}) =17, w({B,7}) =5, w({v,6}) =9, w({d,e}) =5,
w({e,(}) =9, w{¢.n}) =8, w({a,0}) =8, w({B,€}) =8,
'LU({’)/, C}) =1, w({57 C}> =0, w({éa 77}) =T.

Losning: Om vi anvinder den giriga algoritm (Prims) som startar med en godtycklig nod och
sedan lagger till en nod och en bage mellan det trdd som redan konstruerats och den nya noden



sa att vikten av denna bage &r sa liten som mojligt och om vi som forsta nod i tradet viljer « sa
blir deltrdden foljande:

[{a}, 0],

[{o., 8}, {{ev, B},

[{e, 8,7} {{a, B}, {8,711,

{e, 8,7, ¢ {H{e, 83 48,7} {7, ¢,

[{o, 8,7, ¢ 0} {{a, B} {87} {7 1 AC 0,

{o, 8,7, ¢, 0, €}, {{a, B} B v} {7, ¢ G 6%, {0, €},

{o, 8,7,¢, 0, n}, {{e, B3, {8,7}, {7, ¢} {¢, 0}, {6, ¢}, {6, m} }].

Om vi anvédnder den giriga algoritm som viljer den bage som har minst vikt sa att delgrafen
forblir en skog (Kruskals algoritm) far vi tex. foljande delgrafer:

{8, 7} {8, 7},

{B,7,0,¢}, {{B,7}, {0, e}}],

{87, 0,e,n}, {{B, 7}, {0, €}, {6, n}}],

{8,7,6,6,¢,;n}, {{B,7}, {0, ¢}, {d, n}, {6, (3},

{a, B,7,0,6, ¢k, {{8, 7}, {6, €}, {0,m}, {3, C}, {ov, B},

{a, B,7,0,€ ¢Cnb, {{8,7}, {0, e}, {0,m}, {6, ¢}, {ev, B}, {7, (-




