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Gripenberg

1. Visa med hjilp av induktion att

24104244 ... +nBn-1)=> jBj—1)=n’(n+1), n>1
j=1

Losning: Pastaendet P(n) dralltsd att 37, j(3j — 1) = n*(n + 1).
Dan=1dry "  j3j—1)=>,,j3j—1)=1-(3—1)=20chn*(n+1)=1-2 =2
sd P(1) 4r sant.
Antag nu att P(k) giller. Da far vi

k+1
Z] (3j—1) = Z iBi =)+ (k+1D)Bk+1)—1) =k (k+1)+ (k+1)(3k +2)
j=1
=k+1D)(E+3k+2)=(Kk+1D*((k+1)+1)

eftersom (k + 1)*((k+1)+1) = (k+ 1)(k + 1)(k + 2) = (k + 1)(k* 4+ 3k + 2) s att vi ser
att P(k + 1) ocksa giller.

Detta innebér att induktionsprincipen kan tillimpas och > 7, j(3j — 1) = n?(n + 1) for
allan > 1.

(a) Formulera pastadendet Ifall a och b &r tva rationella tal s att a &r storre dn b sa finns
det ett rationellt tal ¢ som dr mindre @n a och storre dn b” genom att anvinda V, 4, —,
&&, ||, !, €, <, >, Q, a, b och ¢ och vid behov parenteser (dir alltsa Q 4r mingden
rationella tal, && &r ”och”, || ér “eller” och ! dr negation men du kan ocksa anvinda A
istéllet for &&, V istillet for || och — istéllet for !).

(b) Lat p; vara funktionen p;(n) = n och p, vara funktionen ps(n) = n? siat O(p1) = O(n) och
O(p2) = O(n?)) . Antag att f och ¢ dr sddana att f € O(ps2) och g € O(ps) men f ¢ O(py)
och g ¢ O(py). Ar det mojligt att h € O(p;) d& h ér den sammansatta funktionen
h(n) = f(g(n))? Motivera ditt svar!

Losning: (a) (a € Q&& b e Q && a<b) = Je(ce Q&& a < c&& c<b)
(b) Lat tex.

0, dan érett jamnt tal,

och g(n) = { )

f(n) = n?, dan dr ett udda tal.

n?, d&n ir ett jimnt tal,
0, dan &rett udda tal,

Eftersom é")l <1lochk (”)‘ < 1dan > 1 men det inte finns nagra konstanter C' och n s att

) ”)| < Cdan > ng eller ‘ (”)| < C'dan > ng sa ser vi att de forsta villkoren for f och g dr
uppfyllda



Om n dr ett jamnt tal sa dr g(n) = 0 vilket betyder att f(g(n)) = 0 och om n &r ett udda
tal sd dr g(n) ocksa ett udda tal sa att f(g(n)) = 0 ocksa i detta fall. Funktionen A &r alltsa
identiskt 0 och hor dérfor till mangden O(p;).

3. Formulera foljande pastaende att gélla en icke-riktad graf med nodméngd X: Om X &r en
méngd med 6 element och W ir en relation i X, dvs. en delmédngd av X x X sa att W dr
irreflexiv (dvs. [z, x] ¢ W for alla z € X) men symmetrisk sa finns det alltid en en delméngd
Y C X med 3 element sa att antingen W N (Y xY) = (Y xY)\ {[y,y] : y € Y } eller
W N (Y xY) = 0. Ar pastéendet sant? Motivera ditt svar.

Losning: En relation i X bestdmmer en riktad graf med nodméngd X och om relationen &r
symmetrisk sa bestimmer den ocksa en icke-riktad graf med nodméingd X. Antagandet att
relationen #r irreflexiv betyder att det inte finns nagon bage fran en nod till samma nod.

Pastaendet dr nu att det i en icke-riktad graf med 6 noder som &r sadan att det inte finns
nagon bage fran en nod till samma nod sa finns en delméngd Y av noderna sa att antingen alla
noder i Y dr grannnar med varandra, dvs. det finns en bage mellan dem, eller sa att ingen nod i
Y &r granne med en annan nod i Y, dvs. det finns inte néon bage mellan ndgon avd dem.

Svaret dr ja vilket man kan se pa foljande sitt: Vilj en viss nod, kalla den vy. Det finns
minst 3 andra noder (kalla dem v;, j = 1, 2, 3) som antingen alla &r grannar till a eller som alla
inte dr det dr det for annars finns det hogst 2 noder av vardera sorten eller tillsammans hogst 4
andra noder vilket inte &r sant.

Antag forst att alla vy, v, och v dr grannar med vy. Om nu tva av noderna v;, vy och vs,
tex. v1 och vy dr garnnar med varandra s kan vi vilja Y = {vg, v1, v} sé att alla noder i Y ér
grannar med varandra. I annat fall kan vi vilja Y = {vy,ve, v3} och far en méngd Y dér ingen
ar garnne med nagon annan.

Om ingen av noderna vy, vy och vg dr granne med vy sa finns det antingen tva noder, tex.
vy och vg, bland vy, v5 och v3 som inte dr garnne med varandra och vi viljer Y = {vg, v1, v}
eller sa dr alla noderna vy, v och v3 grannar med varandra och da viljer vi Y = {vy, v9, v3}.

(a) I en grupp med 82 studerande ldser 59 en kurs 1 real analys och 46 ldser en kurs 1
sannolikhetsldra och 12 ldser ingendera av dessa kurser. Hur manga ldser bade kursen i
real analys och den i sannolikhetslédra?

(b) I en tentamen finns 12 fragor och du skall besvara 10 av dem. Pa hur manga sitt kan
detta goras om du dessutom skall besvara hogst 5 av uppgifterna 1 — 6 och minst 4 av
uppgifterna 7 — 12.

Forklara hur du resonerat. Dina svar kan innehalla multiplikationer, divisioner, additioner och
fakulteter (!).

Losning: (a) Lat S vara miangden av alla studeranden, A méngden av de som ldser kursen i real
analys och B mingden av de som lédser sannolikhetsldra. Nu ér |S| = 82, |A| = 59, |B| = 46,
och |S'\ (AU B)| = 12. Eftersom A C S och B C S sé ér

12=|S\(AUB)|=|S|—|AuB|=82—|AUB|,
sd att |A U B| = 70. Enligt inklusions-exklusionsprincipen sa dr
M0=|AUB|=|A|+|B|—|ANB|=59+46 —|AN B| =105— |AN B|,



och vi ser att |A N B| = 105 — 70 = 35.

(b) For att fa ihop 10 uppgifter sa att tilliggsvillkoren blir uppfyllda maste du vilja 4 eller
5 uppgifter bland de 6 forsta och de aterstaende 6 eller 5 bland de fem sista. Dehir fallen ger
upphov till olika val och darfor blir antalet mojligheter

() (-5 rso-wrm=n




