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@ Delbarhet

Ett tal a delar ett tal b eller b ar delbart med a om det finns ett heltal k
sd att b= ak, dvs. b € aZ. Detta skrivs ocksd ofta som a|b. D3 sager
man ocksa att b ar en (heltals)multipel av a.

% % Modulofunktionen mod

Om n >0 s3 drmod(m,n) =j ifall0 < j < nochm=j+ kn dir k € Z.
(men mod (m,0) = m och mod (m, n) = mod (m,—n) +n om n < 0). Om m och
n &r positiva tal si &r mod (m, n) den rest som erhills dd man dividerar m med n
men om m < Q0 dr denna rest inte positiv.

% % Kongruens modulo
Tva tal a och b ar kongruenta modulo n vilket skrivs a =, b eller a = b
(mod n) om n delar a — b, dvs. b — a ar en multipel av n:
a=pb << a=b(modn) <« n|(a—>b)
<a=b+kn, k€eZ <+ mod(a,n)=mod(b,n)
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%7 /nZ, kongruensklasser

Relationen a =, b ar en ekvivalensrelation i Z (x ~ x, x ~y — y ~ X,
X~ yanpy ~ z— x~ z)och delar upp 7 i ekvivalensklasser, som kallas
kongruensklasser (eller restklasser), dvs. delmdngder
{-..,=2n,—n,0,n,2n...},{...,—2n+1,—n+1,1,n+1,2n+1...},

o {oo.,=n—=1,-1,n—1,2n—1,...} dir alla element | samma
ekvivalensklass dr kongruenta modulo n med varandra. Vi anvander
féljande beteckningar:

Ko {meZ:m=,k}={meZ:mod(m,n)=mod(k,n)},

7/nZ < {[K],: k=0,1,2,....,n—1}, omn>0.

% Obs!

Eftersom mod (m1, n) = mod (ma, n) < [my], = [m2], sd véljer man ofta
elementet mod (m, n) for att representera kongruensklassen [m], sa att
man tex. kan tala om talen 0,1,2,...,5 som elementen i 7 /67 istallet for
méngderna [0]g, [L]e, - - - , [Ble. Ofta anvénds k, istillet fér [k], och Z,
istallet for 7./ nZ.
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% Addition, subtraktion och multiplikation i Z/nZ
Man kan visa att om
ai=pa och by =,b
sa ar
(a1 + b1) =p (a2 + b2)
(a1 — b1) =4 (22 — b2)
(a1b1) =n (22b2)
Déarfér kan man definiera rakneoperationer i Z./nZ med
[a]n + [b]n = [a + b]n,
[a]n — [b]n = [a@ — b]n,
[a]n : [b]n = [3 : b]n;

och alla "normala” rakneregler giller (bortsett frin de som galler
olikheter).
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@ Kontrolltecknet i finlindska personnummer

Kontrolltecknet i finska personnummer rdknas som resten vid division av
det tal som de nio férsta siffrorna bildar med 31. Kan kontrolltecknet bli
oférandrat om tva siffror som ar olika byter plats?

Anta att siffran a som ursprungligen finns i position j bakifran byter plats
med siffran b som som ursprungligen finns i position k bakifran. Antag
ocksa att j > k. Skillnaden mellan de tva talen dr da

m=(a—b)-10"! —(a—b)- 10 = ((a— b)- (10/" % — 1)) - 10-L.

Fér att kontrolltecknet skall férbli oférdndrat borde mod (m,31) = 0 dbvs.
31|m och eftersom 31 &r ett primtal maste 31 da dela dtminstone ett av
talen a— b, 100K — 1 och 10k~1. Eftersom a # b 4r0 < |a— b| <9 och
darfor delar inte 31 talet a — b. De enda primtal som delar 10~ &r 2 och
5 s3 31 kan inte dela 105~ och genom att g4 genom alla mojligheter ser
man ocks3 att mod (10~ —1,31) #0dsj —k=1,...,8, (men
mod (10'® — 1,31) = 0). Detta innebar att 31 inte delar m och darfér
andras kontrolltecknet.
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@ Storsta gemensamma delare

Om m och n ar heltal som inte bida dr noll sa ar deras stérsta
gemensamma delare

sgd(m,n) =max{d € Z : d|m och d|n}.

(sgd=stérsta gemensamma delare, gcd= greatest common divisor, och vanligen
definierar man sgd (0,0) = 0)

Om sgd (m, n) = 1 sdgs talen m och n vara relativt prima.

Observera att av defintionen foljer att sgd (m, n) = sgd (n, m).
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W Inverser i Z/nZ

Om [m], € Z/nZ och det finns en kongruensklass [j|, € Z/nZ s3 att
[m], - [j]n = [1]n, dvs m-j =, 1 sa sdger man att [m],, (eller bara m) ar
inverterbar i 7./ nZ och inversen ar [j], = [m], . Detta innebir att man
kan dividera med [m),, for det 4r det samma som att multiplicera med [}],.
Om num-j =, 1 s3 finns det ett heltal k s att m-j =1+ k-n. Om nu
d >0, dlm och d|n sa géller d|(m-j — k - n) dvs. d|1 och d4 4rd = 1.
Darfér maste sgd (m, n) = 1. Man kan ocksa visa att det omvanda géller
sa att

[m], ar inverterbar i Z/nZ <  sgd(m,n)=1.

% Obs

Om p ar ett primtal sa ar alla element i 7Z/pZ som inte ar [0],
inverterbara.

© Exempel

Kongruensklasserna 1] och [5]¢ dr de enda som ar inverterbara i Zg.
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% @ Euklides algoritm for att rakna sgd (m, n)
e Antag att m > n (sgd (m,m) = m).
@ Litrg=mochnr =n.

@ Rakna ut q; och r; sa att 0 < r; < rj_1 och

ri—o = qjri—1 + rj

di i > 2 salange ri_q1 #0.

@ sgd(m,n) =rxk_1 om r, =0.

@ Varfor fungerar Euklides algoritm?

Det foljer av ett allmant resultat att om ri_p = qjrj_1 + r; s3 ar
sgd (ri—2, ri—1) = sgd (ri—1, r;) for alla i > 2 for vilka ri_; # 0. Eftersom
d|0 for alla d géller sgd (rk—1,0) = rk_1 vilket innebér att

sgd (m, n) = sgd (ro, 1) = ... = sgd (r—1, rc) = sgd (rk—1,0) = rk—1 om
r = 0.

v
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% % Euklides algoritm
Om vi vill rdkna ut sgd (634,36) sa far vi féljande resultat:

634 = 17 - 36 + 22

36 =1-22+14
22=1-14+38
14=1-846
8=1-6+2
6=3-2+0

sd att sgd (634, 36) = 2.
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% % Euklides algoritm och inversa element i Z/nZ

Om man i Euklides algoritm valt ry = m, 1 = n och sedan riknat q; och
ri fori =2,...,k med formeln ri_» = q;jri_1 + r; tills r, =0, s3 att

rk—1 = sgd (m, n) sa kan man rdkna baklanges s att man startar med
ekvationen rr_3 = qx_1rk—o + rx—1 sa far man

sgd (m, n) = rc_1 = rk—3 — Qr—1rk—2-

Sedan satter man in rx_o ur ekvationen rx_o = rx_4 — q_ark—3 och
uttrycker sgd (m, n) med hjalp av ri_4 och ri_3 och fortsatter tills man far

sgd (m, n) = am + bn.
Om nu sgd (m, n) = 1 betyder dethar att
[aln - [m]a = [1]n dvs. [a], = [m], ",

och

[blm - [Alm = [1]m dvs. [b]lm = [”];1-
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% @ Inversen av en kongurensklass

Om man vill rikna [23]g; raknar man forst ut sgd (67,23) och fir

67 =2-23+21
23=1-21+2
21=10-2+1
2=2-140

Fér att uttrycka sgd (67,23) med hjalp av 67 och 23 riknar vi baklanges:

sgd (67,23) =1=21-10-2=1-21—10-(23 —1-21)
= -10-23411-21 = —10-23 + 11 - (67 — 2 - 23)
—11-67—-32-23

Dethér innebar att (—32)-23 =1 —11-67 s3 att (—32) - 23 =¢7 1 eller
[—32]67 - [23]67 = [1]67 vilket 4r detsamma som att

[23]67 = [—32]67 = [-32 + 67]67 = [35]67 J




@ Hur ménga rikenoperationer behdvs i Euklides algoritm for att
rakna ut sgd (m, n)

Antag att m > n. | Euklides algoritm valjer vi ry = m, n = n och rdknar
sedan ut r; och q; s3 att rj_o = q;jri_1+ r; fér i > 2 tills vi fatt r,y =0
och d3 ar ry—1 = sgd (m, n). Fér detta behévs alltsd M — 1 "divisioner
med rest”. Nu skall vi alltsa uppskatta hur stort M kan vara och fér det
later vix; = 1, xo = 2 och

Xjit2 = Xj+1+ X, j =1 (*)

Nu vet vi att ryy_1 > x1 och ry_o> > xo eftersom ry_o > ry—1. Om vi nu
antar att rny_; > x; for 1 < j < k sa far vi, eftersom qp_j+1 > 1 att

M—(k+1) = QM—k+1M—k T IM—k+1 = IM—k +M—k+1 = Xk +Xk—1 = Xk+1-

Av induktionsprincipen féljer nu att ry_; > x; for allaj=1,..., M.
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@ Hur ménga rakenoperationer behdvs i Euklides algoritm for att
rakna ut sgd (m, n), forts.

Man kan Iésa ekvation (x) men det ar enklare att visa med induktion att

-1 1-1
Xj > (#) d3 j > 1 (genom att konstatera att x; = 1 = (% )

X =22> (%)2_1 och att (#)Hl_l + (#)J‘_l = (%g)ﬁz_l) och
dethar innebar att

av vilket féljer att
log m

eller, antalet rakningar for att bestimma sgd (m, n) ar av
storleksordningen O(log(max(m, n))).

M—-1<
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& Eulers (-funktion

©(n) = antalet tal i mangden {me Z:0<m<n—1,sgd(m,n) =1},

= antalet element i Z/nZ som har en en invers.

Notera att [0]; &r inverterbar i /17 sa att ¢(1) =1 men [0], ar forstds (?) inte
inverterbar i Z/nZ da n > 1.

v

(&) Eulers teorem
Om sgd(a,n) =1 och n>1 s3 ar
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@ Eulers teorem, bevis

Antag att [x1]n, . . ., [Xy(m] dr de invertibla elementen i Z/n’Z.

Eftersom sgd (a,n) = 1 har ocksa [a|, en invers och eftersom [a], - [B]n ar
invertibelt om [c], och [5], ar det, 4r ocksa [a], - [x;] invertibelt for alla j.
Om nu [a], - [xj]n = [a]n - [xk]n sd &r

[x]n = [a]51 - [a]n - [Xi]n = [a]nt - [a]n - [xk]n = [Xk]n vilket innebér att
elementen [a]n - [x1]n, - - - [aln  [Xo(m)]n dr elementen [x1]n, . .., [Xo(n)]
eventuellt i en annan ordning.

Men produkterna dr desamma, dvs.

(5N bl = MY (faln - bln) = MY el

Eftersom varje element [x;|, ar inverterbart, kan vi dividera bort alla [xi]n
och slutresultatet ar att [a]Lp(") [1], dvs. mod (a“" ,n)=1.
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% Fermats lilla teorem
Om p ar ett primtal och sgd (a,p) =1 s3 ar

p—]. —
a =, 1.

@ Potenser i Z/pZ da p &r ett primtal

Om man skall rikna ut mod (8™, p) da p ar ett primtal fir man
naturligtvis 0 om sgd (a, p) # 1 (fér d3 dr sgd (a, p) = p och p|a eftersom
p &r ett primtal) och annars kan man utnyttja det faktum att aP~! =51
for det innebar att a™ =, amod (mp=1) jlket kan vara mycket enklare att
rdkna ut.
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¥ ¥ RSA-algoritmen
I RSA-algoritmen anvands en publik nyckel (n, k) for kryptering och en
privat nyckel (n,d) for dekryptering:

o Kryptering: "Meddelandet” a, som ar ett tal mellan 0 och n — 1

krypteras till b= mod (a*, n).

o Det mottagna meddelandet b dekrypteras till a = mod (b9, n).
Idéen ar den att vem som helst kan skicka meddelanden krypterade med
den publika nyckeln men bara den som kanner till den privata nyckeln, som
ar "svar” at rakna ut bara med hjilp av n och k, kan dekryptera
meddelandet. )
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@ % Hur skall nycklarna i RSA-algoritmen viljas?
@ n = pq dir p och q ar tva olika "mycket stora” primtal.

e k ar ett "inte alltfor litet” tal s att sgd(k, m) =1 dar
m=(p—1)-(qg—1) (och det "svira” med att rikna ut d r att
bestamma p och q och darmed m om man bara kanner till n).

e Med hjilp av Euklides algoritm kan d bestimmas s3 att [d], = [k] .

@ Varfor fungerar RSA-algoritmen?
o Antag for enkelhets skull att sgd (a, n) = 1.
o Man kan visa att ¢(n) = m.
o Enligt Eulers teorem galler a™ =, 1 eller [a™], = [1]-
o Eftersomk-d=1+r-mar

6] =[a*] =[], = lala- ["]; = [ela - 111, = [a]n,

vilket betyder att mod (b9, n) = mod (a, n) = a.

v
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©@Vad hiander i RSA-algoritmen om sgd (a, n) # 17

o Eftersom man antar att 0 < a < n s3 arsgd (a, n) # 1 endast da p|a
eller qla. Anta att p|la s§ att a=p/ - ¢ darsgd(c,n) =1

o Nu ar [b9], = [((P - ©)¥)9], = [(pk)d]{, [(c%)9]n och eftersom
sgd (¢, n) =1 s5 4r [(c¥)9], = [c]n och det terstir att visa att
[(p*)]n = [pln for dd ar [b7]n = [plh - [c]n = [P - o = [a]n-

o Eftersom q &r ett primtal och p # q sa dr sgd (p, q) = 1 och darfér
foljer det av enligt Fermats teorem att p9—1 =4 1.

o D3 ar ockss pla—(p—1)r =41 dvs. pla=Dp=1r — 1 4 sq och darfor
ockss ptt@=N=1r — p 4 spq dvs. [p' ™), = [p]n vilket visar att
[(PX)9], = [p], eftersom k-d =1+ m-r.

Algoritmen fungerar alltsi ocks3 i detta fall!
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¥ RSA-algoritmen

Om man med RSA-algoritmen skall kryptera meddelandet 9 och anvinda
den publika nyckeln (55,23) s skall man rikna ut mod (9%23,55). Fér att
gora rikningen enklare observerar vi forst att
23=16+4+2+1=2%422421 1 20 55 a1t

923 =910.9%.92.9 = (((92)2)?)2 - (92)? - 92 -9 och man fir

mod (92, 55) = mod (81, 55) = 26,

mod (93,55) = mod (26 - 9,55) = mod (234, 55) = 14

mod (9%, 55) = mod (262, 55) = mod (676, 55) = 16,

mod (97,55) = mod (16 - 14,55) = mod (224, 55) =

mod (98, 55) = mod (162, 55) = mod (256, 55) = 36,

mod (91, 55) = mod (362, 55) = mod ((—19)?,55) = mod (361, 55) = 31,
mod (9%3,55) = mod (31 - 4,55) = mod (124,55) = 14,

s3 att mod (9%3,55) = 14.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 23 september 2015 20/1



% RSA-algoritmen, forts.

Om man vill dekryptera meddelandet 14 maste man kdnna till den privata
nyckeln och den &r (55,7) darfor att 55 =5-11, (5—1) - (11 — 1) = 40
och mod (23 - 7,40) = mod (161,40) = 1. For dekryptering observerar man
att 7=4+2+1=2%242' + 20 s5 att 147 = 14* . 14? . 14 och man fr

mod (14%,55) = mod (196, 55) = 31,
mod (143,55) = mod (14° - 14, 55)
= mod (31 - 14,55) = mod (434,55) = 49,
mod (14*,55) = mod (312, 55) = mod (961, 55) = 26,
mod (147,55) = mod (14* - 14 - 14,55) = mod (26 - 49, 55)
= mod (26 - (—6),55) = mod (—156,55) =9,

s& att mod (147,55) = 9.
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(& Underskrifter och RSA-algoritmen

Antag att A vill skicka meddelandet a till B och évertyga B om att
meddelandet verkligen kommer fran A. De kan géra detta pa féljande sitt:

o A ré.knar ut ett ”Sammandl’ag” h(a) aV a (ur vilket a inte kan bestimmas).

o A krypterar a med B:s publika nyckel (ng, kg) till b= mod (a*&, ng).

A krypterar h(a) med sin egna privata nyckel (na, da) till
s = mod (h(a)%, ny).

A skickar b och s till B.

B dekrypterar b med sin privata nyckel (ng, dg) till a.

B réknar ut h(a) och dekrypterar s med A:s publika nyckel (na, ka)
och om resultatet 4r samma som h(a) sa ar det troligt att
meddelandet a verkligen kom fran A eftersom ingen annan borde
kunna kryptera h(a) med A:s privata nyckel (na, ds).

Det faktum att ett meddelande krypterat med (na, da) kan dekrypteras
med (na, ka) foljer av att om [dalm, = [Kalk 8 &r [kalm, = [dal), dvs.
de publika och privata nycklarna &r utbytbara.
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@ Ett fargningsproblem
Antag att man har 6 bollar. P4 hur manga satt kan man farga 2 bollar
svart och resten vita?
o Om bollarna ar identiska finns det bara ett satt, 2 blir svarta och 4
vita.
o Om bollarna 4r numrerade finns det (g) = 15 sitt att valja ut de som
skall bli svarta och resten vita.

o Om bollarna ligger i hérnen pa en reguljdr 6-hérning och man kan
vdnda och vrida ps 6-hérningen finns det 3 alternativ som ar:

SR

Hur skall man l6sa mera komplicerade problem av den tredje typen?
Observera ocksa att "fargning” inte skall tas for bokstavligt: Bilderna ovan kan
ocks3 tex. representera tre isomerer av xylen (CgHyg) dar tva vateatomer i bensen

bytts ut mot metylgrupper.
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¥ Grupper

En grupp ar ett par [G, ] dir G &r en midngd och e en funktion
G x G — G s3 att

1 Slutenhet: Xey E G ifall x och y € G. (En foljd av att @ &r en funktion G X G — G.)
@ Associativitet: (x e y) ez = x e (y e z) ifall x, y och z € G.

@ [dentitetselement: Det finns ett element € € G (som visar sig vara entydigt) Sa
atteex =xee=x ifall x € G.

@ Inverst element: Om x € G, s3 finns det ett element x' € G s3 att
xex' =x ex=ce.

© Obs!
o Man siger ofta att “G ar en grupp” om det ar klart vad
gruppoperationen ar eller om det inte har s3 stor betydelse.
o Istillet for att skriva x e y (eller ens o(x,y)) kan man skriva xy och
eftersom man kan visa att det inversa elementet dr entydigt sa skrivs
det ofta som x~ L. Identitetselementet kan ocks3 skrivas som 1 eller I,
beroende pd sammanhanget.
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% Kommutativa eller abelska grupper

Om [G,e] ar en grupp si att ae b= be a for alla a och b € G s3 sags
gruppen vara kommutativ eller abelsk. | detta fall anvinder man ofta +
som beteckning fér gruppoperationen, 0 som identitetselement och —a fér
inversen av a.

% ¥ Delgrupper

Antag att G (dvs. [G,e]) ar en grupp. En icke-tom delmangd H av G ar
en delgrupp av G om féljande villkor giller och da 4r H (egentligen [H,e])
ocksa en grupp:

@ Om x och y € H s3 galler xey € H.

o Om x € H s3 géller x™1 € H.

Om H ar andlig sa féljer det senare villkoret av det férsta efiersom x™ € H for alla

m > 1 och eftersom |H| < oo s3 finns det ett tal m > k > 1 s3 att x™ = xK men d3 ar x"—K = e och d3 ar antingen x = e

omm =k +1 eller s34rm > k+1 ochdi irx—! =xmtk=1 ¢ 4.
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% Homomorfismer och isomorfismer
Antag att [Gy, e1] och [Gy, e3] r tva grupper och v ar en funktion:
Gl = G2.
@ v ar en homomorfism ifall )(x e1 y) = 1)(x) @2 ¢(y) for alla x och
y € Gi.
@ ) ar en isomorfism ifall den r en homomorfism och en bijektion
(och d3 ar ockss 1~' en homomorfism).

Det ar inget speciellt med grupper har, det ar fragan om att en homoformism
"bevarar strukturen”!

@ Cykliska grupper

En grupp G ar cyklisk om det finns ett element x € G s3 att varje element
i G &r ndgon potens x) av x dar j € 7. | detta fall siger man att G
genereras av x och man skriver G = (x).

Om G ar en grupp och x € G s3 ar gruppen (x) = {x/ : j € 7.} genererad
av x en delgrupp av G.

Eftersom alla cykliska grupper med m element dr isomorfa si betecknar

man en sadan grupp med C,.
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@ En grupps och ett elements ordning
Antag att G ar en grupp.
e Gruppen G:s ordning dr antalet element |G| i gruppen.

o Ett elements g € G ordning drinf{j > 1: g/ = e} och detta ar
ordningen av den cykliska gruppen genererad av g.

% @ Permutationer
En permutation av en (dndlig) mangd A ar en bijektion A — A.

o Maingden av alla permutationer av en mingd A ar en grupp da
gruppoperationen dr sammansattning av funktioner. Eftersom alla
sadana grupper av permutationer av en mangd med m element ar
isomorfa sa betecknar man en sadan grupp med S,.

o Varje grupp [G, e] ar isomorf med en delgrupp av gruppen av
permutationer av en mangd, eftersom mangden kan tas som G och
isomorfismen som 1(a)(b) = 2 ® b men detta betyder inte att det alltid ir nyteigt eller

nédvandigt att tinka pa gruppen pa dethir sittet.
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@ % Permutationer, banor, cykelnotation
Antag att A &r en andlig (icke-tom) mangd.

o Om « ar en permutation av A s3 ar «.:s banor minsta méjliga
delmangder Aj C A, j=1,2,...msd att AiNAx =0 di j # k,
UL Aj = A och a(Aj) = {a(x) : x € Aj} = A;.

e Encykel aren permutation o s att o(x;) = Xj41,
J=1,2,...,k—1 och a(xx) = x1 dar x1,x2,...,xx € A och
a(x) = x for alla x € A\ {x1,...,xk}. Cykeln o skrivs med
cykelnotation som o = (x1 x> ... xx).Langden av en sidan
cykel o ar k och «v sdgs vara en k-cykel. Cykeln a::s banor ar
{x1,x2,...,xk} och mangderna {x} for alla x € A\ {x1,...,xk}.

@ Obs!
Permutationen «.:s banor kan ocksa definieras som ekvivalensklasserna for
en relation dir x ~ y ifall o/ (x) = y fér nigot j € Z.
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% % Permutationer och cykelnotation

Lat A= {1,2,3,4,5,6,7} och antag att « dr permutationen

o — <1 2 3 45 6 7)
2 4135 7 6)’

av A dar alltsa detta skrivsatt betyder att tex. a(1) =2 och a(4) = 3. Nu
serviattl— 2+ 4+ 3—1 (dvs. (1) =2, a(2) = 4 osv.) och detta
ger cykeln (1 2 4 3) som alltsa ar en permutation (1 s3 att 51(1) = 2,
51(2) =4, ,31(4) =3, 61(3) =1 och Bl(X) = x for alla x € {5,6,7}
Eftersom «(5) =5 far vi cykeln B = (5) for vilken alltsd [f2(x) = x for
alla x € A. Slutligen ser vi att 6 — 7 — 6 vilket ger cykeln (6 7). Med
cykelnotation kan vi nu skriva o som

a=Bpf=(1 2 4 3)(6 7),

eftersom [, ar identitetsfunktionen. Men det finns ocksd manga andra

stt att skriva a som en produkt av cykler, tex. o = (7 6) (4 3 1 2).
Méngderna Ay = {1,2,4,3}, A> = {5} och A3 = {6,7} &r permutationens
banor eftersom U?_1 A; = A, AiN A, =0 dd j # k, a(A)) = A}, j =1,2,3

och det finns inga mindre mdngder med dessa egenskaper.
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& Jamna och udda permutationer

Varje cykel med langden k > 2 kan skrivas som produkten av k — 1
cykler med med langden 2 eftersom

(Xl X2 ... Xk) = (Xl Xk) (Xl kal) coo (X1 X3) (Xl XQ).

Varje permutation kan skrivas som en produkt av cykler med langden
2 (och1).

En permutation kan i allmanhet skrivas pa flera satt som en produkt
av cykler med langden 2 men om permutationen o kan skrivas som en
produkt av r, och som en produkt av r', cykler med lingden 2 s3 ar
(=1)" = (=1)" och dirfér kan man definiera cykelns tecken med
sign () = (—1)".

Om « &r en cykel med lingden k s3 ar sign (o) = (—1)*+1.

Om « ar en permutation av en mangd med n element och o har m
banor sa ar sign (o) = (—1)"™.

En permutation « sags vara jamn om sign (a) = 1 och udda annars.

Om « och B ar permutationer av samma mangd s3 ar
sign (af) = sign (a)sign (5).
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(&) Sidoklasser
Antag att G &r en grupp, H ar en delgrupp i G och a € G.

e Mangden aH = { ax : x € H} &r den vénstra sidoklassen av H som
innehaller a.

e Maingden Ha = {xa: x € H} &r den hogra sidoklassen av H som
innehaller a.

Sidoklasserna har féljande egenskaper (som har endast formulerats for de
véanstra sidoklasserna):

e |aH| = |H]| fér alla a € G.

@ Om a och b € G s3 ar antingen aH = bH eller aH N bH = {).
@ UzegaH = G.

@ Om a och be G och aH = bH s3 giller b~*a € H.

e |G| =|H| -|{aH :a € G}| och darfér delar talet |H| talet |G]|.
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& Homomorfismer, normala delgrupper och kvotgrupper
Antag att G &r en grupp.

@ Om G’ ir en grupp med identitetselement € och 1) : G — G’ ar en
homomorfism si dr H={x € G : {)(x) = €} (kdrnan av 1) en
delgrupp i G.

@ En delgrupp H i G har formen { x € G : {)(x) = €’ } fér ndgon
homomorfism G — G’ om och endast om aH = Ha fér alla a € G
(eller ekvivalent, axa=* € H for alla a € G och x € H). | detta fall
sdger man att H &r en normal delgrupp.

e Om H &r en normal delgrupp i G sa bildar sidoklasserna (med de
vanstra och hogra indentiska) en kvotgrupp, som betecknas med
G/H, och som har gruppeoperationen operation (aH)(bH) = (ab)H,
identitetselement H och invers (aH)~! = a=1H. Funktionen
v : G — G/H definierad med 1)(a) = aH &r en homomorfism med
karna H.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) MS-A0409 Grundkurs i diskret matematik |l 23 september 2015 32/1



@ En rit linje som en sidoklass

[]Rz, +] &r en grupp med origo som identitetselement och inversen av v ar
—v. Antag attu € R?\ {0}. D5 ar H={tu:t € R} en delgrupp i

[R™, 4] och sidoklassen u + H &r mangden av alla (eller ortsvektorer till)
punkter pa linjen genom u med riktning u.

@ Kongruensklasser som kvotgrupper

Antag att n > 1. Nu ar [Z,+] en grupp och nZ ={n-j:j€Z} dren
delgrupp i [Z,+] och eftersom addition &r kommutativ (+b=b+s) S ar den
en normal delgrupp. Sidoklasserna till nZ &r kongruensklasserna modulo n
och de bildar kvotgruppen Z./nZ med addition som operation.
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& Gruppverkan

Om G s (6, ar en grupp och X dr en mangd s3 ar gruppverkan av G p3
méngden X en homomorfism fran G till gruppen av permutationer:

X = X.

Om man definerar sammansatta funktioner med (f o g)(x) = f(g(x)) sa
far man en vanstergruppverkan och om man definierar den med x.(f o g) = (x.f).g s far man en
hogergruppverkan . IStdllet for att skriva 1(a)(x) dar 1) ar homomorfismen, a € G
och x € X skriver man ofta ax och sager att G verkar pd X. For en
vanstergruppverkan blir homomorfismegenskapen da (ab)x = a(bx),

a,be G, xe X.

@ Obs!
o Om G d&r en grupp permutationer av X s3 ar identititetsavbildningen
homomorfismen och hela begreppet gruppverkan behévs inte.

o Om G ar en grupp kan man definiera dess gruppverkan pa sig sjalv
tex. med (a)(x) = ax (en vanstergruppverkan), med
Y(a)(x) = axa~! (en vinstergruppverkan), med 1)(a)(x) = xa (en
hégergruppverkan) eller med v)(a)(x) = a~1xa (en hégergruppverkan).
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@ Banor och stabilisatorer
Antag att G dr en grupp som verkar pa en mangd X (fran vanster).
@ Om x € X s3 ar dess bana under verkan av G mangden
Gx={gx:ge G} CX.
@ Om x € X s3 ar dess bana under verkan av ett element g € G
méngden (g)x = {gj X:JELY C X. () s den cykiiska gruppen genererad av g.)
@ Om x € X sa ar dess stabilisator under verkan av G mangden
Gy ={g € G:gx=x} som aren delgrupp i G.
@ For varje x € X galler |Gx| - |Gx| = |G].

© Obs!

Om G verkar pa X s3 kan man definiera en ekvivalensrelation ~ i X med
x ~ y om och endast om x = gy for nagot g € G. Banorna ar da
ekvivalensklasserna och ofta kan det vara nyttigt att tinka pa element i
samma ekvivalensklass som om de vore desamma.
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¥ @ Cykelindex

o Cykelindexet f6r en permutation g av X eller ett element g i en
grupp som verkar pa X ar monomet

Cg,X(tl,...,t):tJ tjz --t{;"

dar ji ar antalet banor med langden k under verkan av g.

o Cykelindexet f6r en grupp G av permutationer av X eller en grupp G
som verkar pa X ar

Cex(tr, ... ta) = |G|2Cg, t1,. .., tn).

gei
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% Symmetrier i en 4-hérning

Lat X ={0,1,2,3}. Eftersom det finns 4 element i X sa finns det 4! = 24
permutationer av X. Men om elementen i X &r noder

E i grafen till vanster och man krdver av en permutation
a a « att om x och y ar grannar, dvs. det finns en bage
mellan ¢ och y, si dr ocksa a(x) och «(y) grannar

(dvs. man kraver att « dr en graf-isomorfism) s3 blir

situationen en annan. | en sadan permutation kan 0
avbildas pa vilken som helst av noderna 0, 1, 2 eller 3. Men «(1) skall vara
en granne till «(0) vilket betyder att a(l) = mod (a(0) + 1,4) eller
mod ((0) — 1,4). Eftersom «(2) inte skall vara en granne till «(0) maste
vi ha a(2) = mod(a(0) + 2,4) och pid samma sitt fir vi att
a(3) = mod (a(1) + 2, 4).
Vi far alltsa féljande permutationer skrivna med cykelnotation:
(0)(1)(2)(3). (0)(1 3)(2), (0123), (01)(23), (02)(13), (02)(1)(3),
(0321) och (03)(12) av vilka 4 &r rotationer och 4 reflektioner.
Gruppen som dessa permutationer dr en sk. dihedral grupp och betecknas
med D4.
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% Symmetrier i en 4-hdrning, forts.

Om man nu vill anvinda Pdlyas teorem for att rdkna ut pa hur manga sitt
man kan farga noderna i grafen si att man har en svart, en vit och tva
réda noder och om man sdger att tva fargningar dr olika om man inte far
den ena av andra genom att tillimpa en permutation i Dy pa grafen sa
skall man férst rdkna ut cykelindexet som i detta fall blir

Coux(ti, to, t3, ta) = %(tf + ittt ta+th +t5 + Bty + ta+ tg).
Antalet icke-ekvivalenta fargningar en svart, en vit och tva réda noder blir
nu koefficienten fér svr? i polynomet
Coox(s+v+rs®+vi+r2 s+ 343 +vh+r4).
Eftersom svr? bara kan férekomma i termerna som motsvarar ¢ty och
%2t12 tr s3 skall vi bestimma koefficienten fér svr® i polynomet

1 1
glstv+ r)*+ 2stve r)?(s® + v + r?),

och den blir ; al |
. .= .9_9
8 1!-1!~2!+4
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(&) Antalet banor under verkan av en grupp (Burnsides lemma)

Antag att (den adndliga) gruppen G verkar pi mingden X. Definiera for
varje g € G mangden Xz av fixpunkter till g med

Xg={xe X gx=x}

(Denhir mingden betecknas ibland ockss med X& eller F(g).) D3 ar antalet banor i X under

verkan av G |

EZ|Xg|-

geai
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(& Gruppverkan och "firgningar”
Antag att gruppen G verkar pd en mangd X.

e En "firgning” av X &r en funktion w : X — K dar K ar en mangd
"firger”. Gruppen G verkar pd mangden KX av alla firgningar med
(gw)(x) = w(g1x). Om Q C KX &r en delmingd av mangden
fargningar av X si verkar G pa Q forutsatt att G2 = Q.

@ Dethar ar en vinstergruppverkan eftersom
(g(hw))(x)=(hw)(g " x)=w(h™ g~ x) =w((gh) ' x)=((gh)w) ().

o Gruppverkan av G pa en mangd firgningar bestimmer en
ekvivalensrelation sa att fargningar som hor till samma bana i G:s

verkan pa Q &r ekvivalenta, dvs. w ~ 1 om och endast om w = gn for
nagot g € G och da kan man anse att dessa fargningar ar desamma.

o Antalet fargningar i Q2 som inte ar ekvivalenta under verkan av G ar

1
=Y

geG
dir Qg ={w € Q: gw=w} dr mangden av fixpunkter till g.

y
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(@ Vilka fargningar ar invarianta under verkan av ett gruppelelement
g’

Antag att gruppen G verkar pd mangden X. Antag att g € G och att
Bg1,Bg2, ... Bgm, arbanorna i X under verkan av g, dvs. banorna i
gruppverkan av den cykliska gruppen { g’ : j € Z} pd X.

Om w ar en férgning av X (dvs. en funktion: X — K dar K ar en mangd
farger) da dr gw = w om och endast om w ar konstant pa varje bana By j,
J=1...,mg.

@ Varfor?

Eftersom gw = w s3 géller g/w = w for alla j € Z. Om nu x och y hor till
samma bana under verkan av g s3 finns det ett tal j s3 att gix =y eller
gJy = x. Enligt definitionen av gruppverkan p3 firgningar

((gw)(x) = w(g™1x)) och det faktum att glw = w s& far vi

w(y) = (gw)(y) = w(g7y) = w(x).
Om igen w &r konstant p& alla banor s dr w(x) = w(g~1x) fér alla x € X.
Detta betyder att w(x) = (gw)(x) for alla x, dvs. w = gw.
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% Pélyas teorem om antalet " firgningar”

Antag att gruppen G verkar pd miangden X och I3t KX vara mangden av
fargningar av X med "firgerna” K = {fi, f»,...,f,}. Da ar koefficienten
av monomet

FAgR

r

i polynomet
Cox(E 4.  + R+ +f2 .+ +f")

antalet fargningar av X som anvander fargen f; exakt i; ganger (dvs.
{ x : w(x) = f; }| = i;) och som inte ar ekvivalenta under verkan av G.

Om man anvénder r firger men inte har andra begrdnsingar sa ar
Cex(r,r,...,r) antalet fargningar av X som inte ar ekvivalenta under
verkan av G.
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% Pélyas teorem och "tre-i-rad”

Antag att man pa ett papper ritat 3 X 3 och i 2 rutor skrivit ett x:s, i 2
rutor ett o och 5 rutor &r &nnu tomma. Det finns (2’275) = 756 olika satt
att géra detta om man haller pappret fixerat. Men om vi kan vrida pappret
med vinkeln 0, 7, 7 eller 3“ runt mittpunkten sa minskar antalet alternativ
och fér att bestimma detta antal pa ett systematiskt sitt skall vi
undersoka hur gruppen som genereras av en rotation med vinkeln % verkar
pa rutorna och i synnerhet bestimma dess cykelindex, dvs. bestamma
banornas lingder. Resultaten ar féljande:

Identiteten (vridning med vinkeln 0) har 9 banorsom alla innehéller 1
element.

En vridning med vinkeln % har 2 banor som bada innehaller 4 element (den
ena bestar av hérnen och den andra de yttre rutorna mellan hérnen) och 1
bana som innehaller 1 element (rutan i mitten). Samma géller om man
vrider med vinkeln 377 vilket r detsamma som att vrida vinkeln % i negativ
riktning.
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& Pdlyas teorem och "tre-i-rad”, forts.

Om vi vrider pappret med vinkeln 7 far vi 4 banor som innehaller 2 rutor
(motsatta hérn och motsatta ytterrutor mellan hérnen) och 1 bana som
bestir av 1 ruta.

Cykelindexet blir darfér

1
CG,X(tl, to, ..., 1.'9) = z (Z‘% ar 21’1&% a tltg) .

Fér att bestamma antalet icke-ekvivalenta fargningar s ersitter vi t; med
x) 4+ of + t/ i detta uttryck och d3 ar koefficienten for termen x?0°t®
antalet icke-ekvivalenta firgningar med 2 stycken x, 2 stycken o och 5
stycken t. Denhér koefficienten blir

1 9 4 1
2 ((272’5> + (17172» = (756 +12) = 192.
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@ Normala delgrupper och kvotgrupper
Antag att G ar en grupp och att H ar en delgrupp av G.

o aH = Ha for alla a € G om och endast om axa' € H forallaac G
och x € H.

Varfor? Antag att a € G och x € H. Nu galler ax € aH s3 att om
aH = Ha s3 finns det ett y € H s3 att ax = ya. Men d3 ar

axa—! =y € H. Ifall, § andra sidan, axa™! =y € H s3 d3 4r ax = ya
s3 att aH C Ha. Men om vi tar a—! instéllet for a s3 far vi

a YH C Ha™! fran vilket det foljer att Ha = aa—*Ha C aHa™'a = aH
ocksa galler.

o Om aH = Ha fér alla a € G sa féljer det att om ayH = a,H och
biH = boH s3 géller aybiH = ax by H vilket betyder att man definiera
produkten av sidoklasserna aH och bH med (aH)(bH) = abH.
Varfér? Genom att anvinda antagandet aH = Ha flera ganger far vi

alblH = alel = 32Hb1 = 32b1H = agbgH.
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© Varfor ar |Gx| - |G| = |G|?

Antag att G &r en andlig grupp. Om H &r en delgrupp av G s3 ar

|H| - m = |G| dar m &r antalet (tex. vdnstra) sidoklasser av H. Eftersom
Gy ar en delgrupp av G sa racker det att konstruera en bijektion v fran
méangden av vanstra sidoklasser av Gy till banan Gx.

Definiera 1(gGx) = gx. Om g1 Gx = g2 Gy sa galler gz_lgl € Gy s3 att
g2_1g1x = x och darfér galler g1x = gox s att ¢ ar val definierad.

Om gix = gox sa galler g{lglx = x s3 att g{lgl € Gy och darfor

g1 Gx = g Gy vilket betyder att i) ar en injektion. Om y € Gx s3 finns det
ett g € G s3 att y = gx och darfér galler y = 1(gGyx) vilket betyder att )
ar en surjektion.
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@ Varfor ar antalet banor i gruppverkan p3 en mingd ﬁ deG|Xg|?

Lt F ={[g,x] € G x X : gx =x}. Genom att byta summeringsordning
far vi

Fl=) {xeX:gx=x}I=) {egecG:ex=x},

geaG xeX

sd att 3 el Xgl = D xex|Gxl-

Mangden banor betecknar vi med X /G och de ar ekvivalensklasser nar
ekvivalensrelationen ~ definieras med x ~ y om och endast om x = gy for
nagot g € G. Olika banor har inga gemensamma element och deras union
dr X. Eftersom |G| = ||G%|| och Gx ar banan som innehdaller x sa far vi
pastaendet med féljande rikning:

Sl =Yl6= 3 Z“Gi“ﬂﬂ > ZVI\,

geaG xeX AeX /G xeA AeX /G xeA
1
=16] WzlzlGl > 1=IGlIX/G|.
AeX/G x€EA AeX/G

v
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@ Rotationers cykelindex

Permutationen p=(012 ... n—1) av mangden X = {0,1,2,...,n—1}
genererar den cykliska gruppen (kallad C,) med element e, p,p?,...,p" !
dar e ar identitetselementet. Denna permutation p motsvarar rotation med
vinkeln 27“ av en reguljar n-hérning.

L3t k € {0,1,2...,n—1}. Fér varje j € Z och x € X ar
6 = ) = et o ) = v s (e il )

Nu valjer vi d som minsta mdjliga positiva heltal s att mod (k - d, n) = 0.
Detta innebér att for varje x € X giller (p*Y(x) # x dd1 < j < d men
(p¥)9(x) = x. Detta innebir att varje bana fér permutationen har lingden
d och eftersom unionen av banorna dr X s3 delar d talet n och p* har E
Nasta steg ar att bestamma for hur manga varden pa k langden av
banorna dr d for varje d som delar n. Eftersom mod (k - d,n) = 0 s3 ar
k-d=j-nochsgd(j,d) =1 eftersom vi annars kunde dividera bort en
gemensamma delaren och fa ett mindre tal d. Eftersom k < n mdaste vi ha
j<dsiattk=j-75dir0<j<dochsgd(j,d)=1 Men om viviljer j
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@ Rotationers cykelindex, forts.

pa detta satt far vi ett tal k mellan 0 och n — 1 vilket betyder att antalet
element pX som &r sddana att banornas langd dr d &r antalet element i

méangden {j : 0 <j—1, sgd(j,d) =1} och detta antal ar den sk. Eulers
funktion ¢(d).

Cykelindexet blir darfér

1 n
CcoN,(t1, oy .oy ty) = . dEI:SO(d)tJ-
n
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@ Bevis for Pélyas teorem om antalet firgningar

Vi antar att Q dr en mangd fargningar av X och att G2 C Q dar G ar en
grupp som verkar pa X och darfér ocksa pa fargningarna i Q0. D3 ar

antalet banor i G:s gruppverkan pa Q (dvs. icke-ekvivalenta fargningar,
dvs. antalet ekvivalensklasser)

1
=S

geaG

dir Qg ={w € Q:gw=w} dr miangden av firgningar som forblir
oféridndrade under verkan av g och dehér ar i sin tur de firgningar som ar
konstanta pa varje bana da g verkar pd X.

Om nu S &r mangden av fargningar i vilka vi anvinder fargen f; exakt i
ganger sa skall vi visa att

r

Q| = koefﬁcient(gg,x(ﬁ TR AUUNIE - STy ¥ - S f").

v
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© Bevis for Pdyas teorem om antalet firgningar, forts.

Vi antar att Bg 1, Bg2,... Bg m, ar banorng i a:s verkan pd X och vi
skriver s; = |Bg j|. Nu finns det forstds exakt ett sitt att anvanda fargen f;
exakt s ganger d3 vi firgar elementen i mangden B 1 med fargen f;. Vi
kan uttrycka dethir pastdendet med (den sk. genererande) funktionen

fit +...+ £ dar koefficienten for termen £ antalet alternativ(som har
alltsd ar1).

| nasta steg antar vi att pi(fi,...,f) = Hj-‘zl(flsj +... ) aren
(genererande) funktion sa att koefficineten for termen f{l : 1‘2i2 o fiar
antalet alternativ d3 vi fargar banorna Bg 1, ... Bg i sd att vi anvander
fargen f; exakt i; ganger. Elementen pd banan By i1 kan vi firga s3 att vi
anvénder en viss farg sx+1 och olika val leder till olika fargningar.

Om vi fargar banan Bg i1 med fargen fy och vill anvanda fargen f, exakt
Ip ganger for att farga banorna By 1, ... By, Bg k1 53 skall vi for att
farga banorna By 1, ... Bg \ anvanda fargen f, exakt i, ganger dd p # q
och firgen fy exakt iq — sx+1 ganger.
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© Bevis for Pdyas teorem om antalet firgningar, forts.

D3 vi fargar banan Bg 11 s ar de enda alternativen valet av fargen f,
och da blir enligt induktionsantagandet antalet firgningasalternativ

> koefficient(p(fy, ..., ), f ... £ S et f),
qg=1

Men detta 4r samma tal som

koefficient(p(f1, ..., ) - (™ + ...+ £7*), flf1 L),

r

s3 vi ser att induktionssteget fungerar och vi har bevisat den forsta delen
av teoremet.

Om vi anvinder r firger, sa att det alltsa inte finns andra begrinsningar
sd skall vi rdkna ut summan av koefficienterna for alla termer av typen
o iCex(h+. ...+, . +...+ ") dir

A ++...jr=n=|X| och denna summa fir vi om vi valjer

fi =fh =...f, =1 och dd skall vi rikna ut (g x(r,r,...,r).

v
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% ¥ Grafer

e En riktad graf G = [V, E] bestar av en mdngd V' vars element ar
noder (eller hérn) och en médngd E av bagar (eller kanter) som (i det
riktade fallet) ar €n delmangd av V' x V (dvs. en relation i V).

e En (icke-riktad) graf G = [V, E] bestdr av en mingd V vars element
dr noder (eller hérn) och en méangd E av bagar (eller kanter) vars
element dr delmangder av V. _med 1 eller 2 element.

o En enkel graf G = [V, E] ar en icke-riktad graf i vilken bigarna i E ar
delmangder av V. med exakt tva element.

Antalet element i V' antas vanligen vara positivt men dndligt.

% Obs!

Om V ={vi1,va,...vm} och [V, E] ér en enkel graf sa kan mangden
{vj,vj} = {v;} inte hora till E eftersom den innehaller bara ett element
och detta innebar att i en enkel graf finns det ingen bage mellan en nod
och den sjilv, en sk. égla eller loop. | alla graferna som hdr behandlas kan
det finns hogst en bage mellan tva noder.
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% Definitioner
Antag att G = [V, E] ar en graf.

Envég i G ar en foljd [vo, va, ..., Vs darvj, j=0,1,...,n ar noder i
G (dvs. v € V) och for varje j = 1,...,n finns det en bige i G
mellan vj_y och vj, (dvs. {vj_1,v;} € E eller [vj_1,vj] € E).

Langden av vigen [vp, va,...,vp| i G arn.

En cykel (eller krets) i G &r en vag [vo, va,...,Vn| i G sd att v, = vp.
En vag [vo, vi,...,vs] i G dr enkel om ingen nod i vagen upprepas
(dvs. vj # v d30 < j < k < n).

En cykel [vo, vi,...,w] i G ar enkel om vagen [vy, vi, ..., Vn_1] &r
enkel.

En Euler-vig (eller -cykel) i G ar en vig (eller cykel) i G sa att vagen
eller cykeln gar genom varje bage precis en ging (dvs.
ULi{{vj-1, v} = E och {vj_1,vj} #{vk—1, v} dd 1 <j < k<n

({11 vil} = E a1, ] # 1, v d§ 1 < j < k < n)).
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% Definitioner, forts.

En Hamilton-vag (eller -cykel) i G ar en enkel vig (eller cykel) i G sa
att vagen eller cykeln gar genom varje nod, fransett startnoden i
cykelfallet, precis en gang (dvs. {vy,...,vs} = V).

En graf 4r sammanhdngande om det finns en vag fran varje nod till
varje annan nod.

En graf ar ett trad om det finns exakt en enkel vag fran varje nod till
varje annan nod.

En graf dr en skog om det finns hégst en enkel vag fran varje nod till
varje annan nod.

En graf &r bipartit med delarna X och Y om V = XUY, XNY =0
och EC{{x,y} :xeX,y €Y} @eecxxv).

En matchning i en graf 4r en mangd bagar M C E s3 att tva olika
bagar i M inte har ndgon gemensam &ndnod, dvs. om e; = {vi, v}
och e = {va,Vv5} och e1 # ey sd dre; Nex =0 (i, vl € Moch [, v}] € M

sé galler {v1,v{} N {v2, 3} # 0 < [v1,v{] = [v2, v3])-
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% Definitioner, forts.

@ Graferna [V, E] och [V', E'] &r isomorfa om det finns en bijektion
YV — V' s3att {1(a),y(b)} € E' <+ {a, b} € E (ochien rikad graf
[¥(a), w(b)] € E' < [a,5] € E) dvs. "grannar avbildas pa grannar”.

o | en nodfargning av en graf far noder som ar grannar olika farg, dvs.
fargningen ar en funktion w : V — K s3 att w(v;j) # w(vk) om
{vj, vk} € E etieriyy_1,v) € e. Det kromatiska talet for en graf ar
minimiantalet farger som behévs for en nodfargning.
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% Isomorfa grafer

Ar graferna nedan isomorfa?

I bada graferna finns 4 noder med gradtalet 3, dvs. som har 3 grannar och
2 med gradtalet 2, sa av detta kan man inte dra slutsatsen att de graferna
inte skulle vara isomorfa. Daremot finns det ingen cykel i grafen till vanster
med langden 3 men det finns det diremot i grafen till héger. Detta innebar
att graferna inte kan vara isomorfa.

v
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@ Isomorfa grafer

Ar graferna nedan isomorfa?

1

| detta fall ar graferna isomorfa eftersom funktionen som definieras med
f(1)=d, f(2)=c, f(3) = b, f(4) = e, och f(5) = a har de 6nskade
egenskaperna.
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¢ Grannmatris

Om G = [V, E] ar en graf med m noder V = {v1,...vm} sa ar dess
grannmatris den m X m-matris for vilken géller

A(j k) _ 1, {VJ, Vk} €E, (wulee),
’ 0, {vy w}¢E (.wiee.

Om n>1 och B = A" s3 ar B(j, k) antalet vagar fran nod v; till nod v
med langden n.

@ Bipartita grafer och matchningar

Om G = [X U Y, E] ar en bipartit graf (med delarna X och Y') sa finns
det en matchning M i G sa att varje x € X ar andnod fér ndgon bage i M,
dvs. en sk. fullstindig matchning

om och endast om det &r sant att

foér varje A C X ar antalet noder i A mindre eller lika med antalet noder i
Y som ar granne med nigon nod i A.

~
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% ¥ Girig nodfargning

Ett enkelt men inte nédvandigtvis optimalt sitt att bestamma en
nodfargning ar foljande giriga algoritm:

e Sitt noderna i nagon ordning: [vi, va, ..., vy].

e Satt fargerna i ndgon ordning: a1, az, ..., a,].

e Firga den férsta noden med den férsta fargen, dvs. w(vi) = a;.

e Om noderna v, ..., vy dr fargade s3 farga vi+1 med den forsta farg

som kan anvdndas s3 att villkoret att grannar inte far samma farg
uppfylls, dvs. w(vii1) = aj dar
J=min{i>1:{vp,vks1} € Eano p < k = w(vp) # a; }.
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% Girig nodfirgning

Vi skall bestimma nodférgningar for grafen
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% Girig nodfirgning, forts.

och anvinder den sk. giriga algoritmen: Satt firgerna i nagon ordning och
ga genom alla noderna (i ordning) och ge varje nod den férsta fargen i

fargordningen som den kan fa med beaktande av de farger man redan gett
till noder och villkoret att tva noder inte kan ha samma farg om det finns

en bage mellan dem.
Om vi anvander fargerna a, b, c,
ordningen 1,2,3,4...,16 s3 blir firgningen féljande:

... och tar férsta noderna forst i

Nod

1

2|3

5|6

7

8

10

11

12

13

14

15

16

Farg

a

a a

b

b| b

Cc

C

b

C

b

a

C

a

b

a

Om vi tar noderna i ordningen 9,10, ...,15,16,1,2,7,8 s3 blir firgningen

Nod | 9| 10| 11 | 12| 13| 14| 15| 16 2 4|1 5|6 8
Férgla| b | a| b | a| b| a|b|bla|lb|la|b]a

Av detta ser vi att det minsta méjliga antalet firger ar 2 eftersom det

inte kan vara 1 om det finns minst en bage i grafen.
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(& Minimalt uppspannande trid, girig algoritm | (Prim)

Om G = [V, E] ar en sammanhéngande graf s3 att varje bage {vj, vi} har
getts en vikt w({vj, vi'}) (och w({vj, vi'}) = oo ifall {vj, v} ¢ E) sa ar
det minimalt uppsinnande tradet en delgraf T = (V,Et) (dvs. ET C E)
som &r ett trdd och sadan att Z{%Vk}eET w(vj, vi) ar sa litet som mdjligt.
Ett satt att konstruera ett minimalt uppspdnnande trid ar att anvanda
féljande giriga algoritm (Prims algoritm):
e L5t Ty =[{w1},0] dar vy ar en godtyckligt vald nod (dvs. Ty &ar en
graf som bara innehéller en nod och ingen bage).
e Om man redan bestimt Ty, = [V, Ep] sd valjer man vj € Vi, och
vik € V\ Vi, sd att w({vj, vk }) dr sa litet som méjligt och sedan
Tm+1 = [V U {w}, Em U {{vj, vk }}|, dvs. man lagger till noden vy
och bagen mellan v; och vy till Ty, for att £ Tpy1.
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& Minimalt uppspannande trad, girig algoritm | (Kruskal)

Om [V, E] 4r en sammanhingande (ickerixead) graf verkko sa att varje bage
{vj, vk} har getts en vikt w({v;, v}) (och w({vj, vk}) = oo ifall
{vj, vk} ¢ E) sa kan man konstruera ett minimalt uppspannande trad med
foljande giriga algoritm (Kruskals algoritm):
e Valj By = 0.
e S5 linge som [V, Ep] inte ar ett trad s blir Epmy1 = E U {e} dar
e € E\ E,, viljs sa att w(e) ar sa liten som mdjligt och grafen
[V, Em U {e}] ar en skog (dvs. den innehaller inga cykler med langd
minst 3).
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% Dynamisk optimering och grafer

Antag att G = [V, E] &r en enkel sammanhingande graf s att varje bage
e € E har getts en vikt w(e) > 0 (och w({vj, vi}) = oo ifall

{vj, v} ¢ E). En fraga som ofta dyker upp hur man kan bestimma en vig
[Vo, V1, ..., Vs] frdn en given nod vy till en annan given nod v, s3 att
>oimy w({vj-1,v;}) ar sa liten som mojligt.

e Definiera s(v) = min{zj’f:1 w({vj_1,vj} : [vo, vi,..., ] ar en vig
fran vo till vi = v}.
o Observera att for funktionen s géller principen fér dynamisk
optimering:
s(v) = min (s(v') + w({V, v})).
v
@ Bestam de optimala virdena s(v) pa féljande satt:
o Lit Vo ={w} och s(v) = 0.
o Om de optimala virden s(v) ar bestimda fér v € V; sa berdknas
testvarden for grannarna till V; i V' \ V; med
t(v) = minycv (s(v') + w({v', v}).
o Vilj Vi1 = V;U{v} och s(v) = t(v) dar t(v) = min, e\, t(V').
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