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@ @ Mangder (naiv, inte axiomatisk, mangdlara)

@ x € A om x ar ett element i mangden A, dvs. x hér till A och x ¢ A
om x inte gor det.

e {2,3,5,6} 4r mdngden som innehaller talen 2, 3, 5 och 5, dvs.
2€{2,3,5,6},3€{2,3,5,6} osv. men4 ¢ {2,3,5,6}.

e Mangderna {2,3,5,6} och {6,5,3,2,2,2} 4r desamma eftersom
ordningen och upprepningar inte har ndgon betydelse fér fragan om
ett element hér till mangden eller inte och det ar det enda som
rdknas.

o Istillet for att rakna upp elementen i en mangd kan man definiera en
méangd som de element i en mangd A som har en viss egenskap P,
dvs. B={x € A: P(x)} dir P(x) for varje x € A antingen dr sant
eller falskt, tex. {x e R : x < 4}.
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@ Russells paradox
Vad kan vi saga om {x : x ¢ x}?
o Ge ett namn 4t detta: A= {x : x ¢ x}.

o Antag att A € A: D3 uppfyller A villkoret x ¢ x dvs. A ¢ A, och vi far
en motsagelse.

o Antag att A ¢ A: D3 uppfyller A villkoret x ¢ x sd enligt definitionen
av A géller A € A, igen en motsigelse.
o Slutsats?

o Det gér inte att definiera mangder hur som helst utan att fa stérre
problem dn man hade!
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¥ % Mangder, forts.

e () = {} ar den tomma mingden som inte har nigra element alls.
A C B om x € B for alla x € A och d3 r A dr en delmangd av B.
P(A) (potensmiangden till A) &r mangden av alla delmangder av A.
AUB ={x:x & Aellerx € B} arunionen av A och B.
ANB={x:x¢€ Aochx e B} arsnittet av A och B.
A\ B={x:x € Aochx¢ B} ar differensen mellan A och B.

A€ =Q\ A ir komplementet till A ifall A C Q och det r klart vad
Q ar.
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¥ Satslogik
Om a och b ar satser eller pastaenden som kan vara sanna eller falska,
men inte nagonting mitt emellan, sa géller
@ satsen a && b ar sann di a och b &r sanna.
@ satsen a || b 4r sann da a eller b dr sann (och ocksa di bade a och b
dr sanna).
@ satsen !a dr sann da a inte dr sann, dvs. falsk.
@ satsen a — b dr sann di (1a) || b dr sann, dvs. da antingen b &r sann
eller a ar falsk.
@ satsen a <+ b dr sann di (a — b) && (b — a) ar sann.

I matematisk logik anvands vanligen N istéllet for &&, V istallet for || och
— istdllet for .

Observera att implikationen a — b som logisk sats inte alltid motsvarar
vad man i dagligt tal menar med en implikation, dvs. "av a foljer b”
eftersom a — b ar sann da a ar falsk och den inte nédvandigtvis har ndgot
med orsakssamband att gora.
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Slutledningsregler och bevis
Antag att p och q &r tva satser. Vi skall nu bevisa att q ar sant om vi
antar att p && !p ar sant, vilket alltsa visar att om man antar en

motsigelse kan man bevisa vad som helst.
Det finns manga slutledningsregler men har skall vi bara anvanda féljande:

(a) x|y
Ix
Sy
(b) x && y
X
() x
sx|ly
Det som gor att tex. (a) ar en slutledningsregel ar att satsen
(x||y) &&ly — x
dr en tautologi, dvs. sann fér alla sanningsvérden for x och y (vilket kan
kontrolleras dtminstone sa att man gar genom alla méjligheter).

v
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Slutledningsregler och bevis, forts.

Slutledningsregelerna var alltsa féljande:

() x|y
Ix
Sy

(b) x&&y

() x_
Soxly

Beviset ser nu ut pa féljande sitt:

(1) p && !p: Antagande

(2) p: (b) tillimpat pd (1) med x = p ochy =p

(3) pll g: (c) tillimpat pa (2) med x = p ochy = q

(4) p: (b) tillimpat pa (1) med x =p ochy = p

(5) q: (a) tillimpat pa (3) och (4) med x = p och y = q.

Observera att vi i punkt (4) ockss anvinde det faktum att x && y = y && x.)
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Ett exempel

Antag att du befinner dig i en fraimmande stad och undrar om du kommer
med buss 409 till ditt hotell. Du tianker fraga en invanare i staden men
kommer ihdg att du hort att det finns tva sorts manniskor i denhar staden,
dels de som svarar sanningsenligt ja eller nej pa varje fraga och dels de
som svarar légnaktigt ja eller nej.

Vad skall du fraga? Vi kan tex. resonera pa féljande satt: Lat B vara
pastiendet att buss 409 for dig till ditt hotell och lat S vara pastaendet
att den person du fragar alltid talar sanning. Vi skall formulera ett
pdstaende som vi frigar om ar sant sa att vi far svaret "ja" eller
"pdastdendet dr sant” i precis de fall da B &r sant. Detta innebar att vi far
féljande tabell for sanningsvardena:

B[T|[T|F|F
S|T|F|[T|F
PIT|F|F|T

Vi ser att P skall vara sant da B och S bada ar sanna eller bada falska sa
pastdendet eller fragan blir (B && S) || (!B && !S).
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Predikatlogik

Predikatlogiken &r en utvidgning av satslogiken s& att man forutom satser
har variabler x,y, ... och predikat P, Q, ... (eller hur man nu vill beteckna
dem). Predikaten har ett dndligt antal argument, tex. P(x), Q(x,y), osv.
och ett predikat utan argument ar en sats.

Férutom de operationer (|, &&, || och — ) som finns i satslogiken
anvéander predikatlogiken all- och existenskvantorerna ¥V och 3 som
uttrycker "for alla” och "det existerar”. Férutom predikat kan man ocksa
anvénda funktioner vars varde hor till det omrdde som behandlas
("domain of discourse”). En funktion med noll argument ar d3 en
konstant. Funktioner och konstanter kan ocksa uttryckas med hjalp av
predikat, men det blir latt onddigt klumpigt.

Operatorordning

Om man inte vill anvdnda parenteser, som naturligtvis har hégsta prioritet,
kan man utnyttja att de logiska operatorerna (vanligtvis) evalueras i
féljande ordning: Férst !, sedan ¥ och 3, sedan && och || och till sist —.
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% Obs!

Oftast skriver man Vx € A(P(x)) istallet for det fullstandiga
Vx((x € A) = P(x)) och 3x € A(P(x)) istallet for 3x((x € A) && P(x)).
Kom ocksa ihdg att

(Vx P(x)) + 3xP(x),

och (eftersom |(!P) <+ P)

I(3x P(x)) <> Vx P(x).
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¥ % Induktionsprincipen

Om P(n) &r ett pastdende (som fér alla n > ng antingen ar sant eller
falskt) s3 att

e P(ng) ar sant
o P(k+1) arsant ifall P(k) &r sant (dvs. P(k) — P(k+1)) d3 k > ng
sa ar P(n) sant for alla n > ng.
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Induktion
Visa med hjalp av induktion att

n

1
doi=1+2+3+... n(”;) n>1.
i=1
Lésning: Pastiendet P(n) r alltsd y 7 1 i = "(";1) och ng = 1. D3 ar
pastdendet P(1) samma som att 1 = % vilket &r sant. Antag nu att

.. .. .. k k(k+1
P(k) &r sant och k > 1. Eftersom P(k) ar sant géller >~ ;i = ( - )
vilket innebar att

k+1

Z/_Z/Jr k+1) k(kgl) + (k+1)

i=1 i=1
:(k+1)<12<+1):(k+1)2(k+2):(k+1)((k2+1)+1)’

vilket i sin tur innebar att P(k + 1) &r sant. Enligt induktionsprincipen
foljer nu pastiendet. (Ofta, men kanske inte hir, I6nar det sig att
formulera det man skall visa som att ett uttryck skall vara 0.)

v
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¥ % Kartesisk produkt

Den kartesiska produkten X x Y av tva mangder X och Y bestar av alla
ordnade par (a, b) eller [a, b] dira € X och b€ Y, dvs.

XxY={[abl:aeXochbe Y}

Det finns olika sitt att definiera paret [a, b] (eier (2, 5)) endast med hjalp av
mangdteoretiska beteckningar och ett ofta anvant sitt ar att siga att
[a, b] &r mangden {{a},{a, b}}.

‘¢ % Relationer

En relation mellan mangderna X och Y (eller i X om Y = X) &r en
delmangd av den kartesiska produkten X x Y.
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@ Koordinaterna i ett ordnat par

Den férsta koordinaten i [x,y]| (eller (x,y)) ar (forstds) x och den andra
y. Om man skriver paret med mangdbeteckningar som {{x},{x,y}} sa
hur skall man definiera predikaten F(p,x) och A(p,y) sa att F(p, x) ar

sann d3 x ar férsta koordinaten i p och A(p,y) dr sann da y ar andra
koordinaten i p?

Tex. pa foljande satt:

F(p,x) € Vz((z € p) - (x € 2))
(eller kortare Vz € p(x € z)) men den andra ar besvirligare,
Alp.y) & 3z((z € p) && (v € 2)) &&
VuVv ((u € p) && (v € p) && (u==v) = I(y € u) || (y € v)).

Man kan ocksa skriva detta som

Ap,y)E 3zep(yez)
&&Vuepvvep((u==v)=(y¢u)ll(y¢v)).

v
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%Vad ar en graf?

En graf bestar av en mangd noder och en mangd bagar mellan noderna,

tex. sahar:
M

I en riktad graf har varje bage en startnod och en slutnod, medan man i en
icke riktad graf inte gor skillnad mellan start- och slutnoden.

o En riktad graf kan beskrivas med ett ordnat par [V, E] (V som
"vertex”, E som "edge”) dar V' dr en mangd (vanligtvis dndlig och
inte tom) och E C V x V, dvs. E ar en relation i V.

o En icke riktad graf kan beskrivas med ett ordnat par [V, E| dar V ar
en méangd (igen vanligtvis dndlig och inte tom) och
Ec{{ab}:acV,beV}.

En icke riktad graf kan férstas (?) ocksa beskrivas som en riktad graf dar
relationen E dr symmetrisk, dvs. [a, b] € E — [b,a] € E. Observera att
med ingendera av dessa definitioner kan man ha flera bagar mellan samma
noder men nog en bage fran en nod till samma nod.
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Olika slag av relationer i en mangd X

En relation W i mangden X ar

Ofta skrivar man xWy istallet for [x,y] € W, tex. x < y (istallet fér
[x,y] €<).

reflexiv ifall [x,x] € W for alla x € X.
symmetrisk ifall [x,y] € W — [y, x] € W for alla x och y € X.

transitiv ifall [x,y] € W && [y,z] e W — [x,z] € W for alla x, y
ochz € X.

en ekvivalensrelation om W ar reflexiv, symmetrisk och transitiv.

antisymmetrisk om [x,y] € W && x #y — [y, x| ¢ W fér alla x och
y e X.

en partiell ordning om den ar reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.
asymmetrisk om [x,y] € W — [y, x] ¢ W fér alla x och y € X.
total om [x,y] € W || [y,x] € W fér alla x och y € X.
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& Ekvivalensklasser
Om X ar en mangd (som inte ar tom) och ~ ar en ekvivalensrelation i X,
dvs. ~ dr reflexiv, symmetrisk och transitiv sa delar den in mdngden X i
delméangder Yj # 0, j € J som kallas ekvivalensklasser s3 att

° UieyYj =X,

e YiNnYy=0omj#k,

@ a~ b<>aoch b hér till samma mangd Y;.
Ofta tolkar man ekvivalensrelationen ~ s3 att tva element som ar

ekvivalenta ar "lika" s3 att man istallet fér mangden X tanker pa
mangden { Y; : j € J} med ekvivalensklasserna som element.
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% % Funktioner

Om X och Y dr mangder s3 ar en funktion f : X — Y en relation mellan
X och Y dvs. en delmidngd i X x Y s3 att

e for varje x € X finns det ett y € Y s3 att [x,y] € f.
e om [x,y1] € f och [x,y2] € f sd dry; = y».

Har ar X funktionens defintionsmangd och Y &r dess malmangd.
Vanligtvis skriver man relationen s3 att [x, y] € f om och endast om

y = f(X), dvenomy = xf eller y = x.f kunde vara biittre om man liser frén vénster till héger.

Med andra ord, en funktion f fran X till Y ar en "regel” som for varje
x € X ger som svar ett entydigt element y = f(x) i Y.

Mzngden { f : f ar en funktion fran X till Y } betecknas ofta med Y.

% @ Injektioner, surjektioner och bijektioner
En funktion f : X — Y aren
@ injektion om f(x1) = f(x2) — x1 = x for alla x1, xx € X.
@ surjektion om det for varje y € Y finns ett x € X s3 att f(x) = y.

@ bijektion om den &r en injektion och en surjektion.
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Injektioner och surjektioner

@
@
3
@
®
X

Funktionen f : X — Y &r en injektion ("till varje element i Y kommer
hogst en pil”) men inte en surjektion eftersom det inte finns nagot

element | X s3 att f(x) = d.
Funktionen g : X — Y &r en surjektion ("till varje element i Y kommer
minst en pil”) men inte en injektion, eftersom g(3) = g(5).
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@ Listor, talféljder och kartesiska produkter som funktioner

o En lista [a, b, c, d] kan tolkas som en funktion f definierad i mangden
{1,2,3,4} (eller {0,1,2,3}) sd att f(1) = a, f(2) = b, f(3) = c och
f(4)=d.

o En oandlig talfélid (an)7o = (a0, a1, a2, . . .) kan tolkas som en
funktion f definierad i Ng sa att f(n) = a, for alla n € Ny.

o Om X; ar en mangd fér varje j € J dar J &r en (annan) mangd sa kan

man definiera den kartesiska produkten || jeJ Xj som mangden av alla

funktioner f : J — \J;c, X; sd att f(j) € X;.

v
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% f(A) och f(B)
Om f : X — Y aren funktion, AC X och BC Y s3 ar
f(A)={f(x):x€ A} och f~(B)={xeX:f(x)e B}

% Sammansatta och inversa funktioner

@ Omf:X — Y ochg:Y — Z ar tva funktioner s ar
h=gof: X — Z funktionen h(x) = g(f(x)).

e Omf:X—=Y,g:Y —Zochh:Z— W ar funktioner s ar
(hog)of = ho(gof) s att denna funktion kan skrivas som hogof.

@ Om f : X — Y d&r en funktion s3 att det finns en funktion g : ¥ — X
sa att (gof)(x)=xoch (fog)(y)=y férallaxe X ochy € Y s3
ar f inverterbar, g ar dess invers och man skriver ofta g = f -1,

@ En funktion f : X — Y ar inverterbar om och endast om den ar en
bijektion.

@ Om f : X — Y arinverterbar s3 dr (f~1)~1 = f.

Observera att f ! inte &r samma sak som funktionen h(x) = f(x) ! som forutstter att man i Y kan rikna inverser, vilket &r

fallet i R 0} men inte i 7.
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% Ordo eller Stora O: f € O(g)

Om g ar en funktion som &r definierad for alla "tillrdckligt stora” heltal sa
betyder f € O(g) att f ocksa ar definierad for alla "tillrdckligt stora”
heltal och att det finns en konstant C och ett heltal ng sa att

[f(n)] < Clg(n)], n = no,

Anvéndningen av denna beteckning betyder ocksa att man inte &r
speciellt intresserad av, eller inte exakt vet, vad C och ng ar.

Ofta skriver man f(n) = O(g(n)) istallet for f € O(g), men om man d3
istallet fér O(n) + O(n?) € O(n?) skriver O(n) + O(n?) = O(n?) s& maste
man inse att man inte kan férkorta bort O(n?)!

Det ar inget speciellt med att funktionerna har antas vara definierade bara fér
(endel) heltal och att man ser vad som hinder da n — oco. Tex. géller ocksa

4 3]

425 € O(x) di x — 0.

x34x2
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Hur manga jamforelser behovs for att sortera n tal i storleksordning?

Vi skall visa att det ridcker med hogst nlog,(n) jamférelser och anvanda en
variant av induktionsprincipen.

o D3 n=1 (eller n=2) ar det klart att detta ar sant.

o Antag nu att det stimmer for alla n < k och att vi har k + 1 tal som
vi skall ordna.
o Antag forst att k + 1 = 2m och dela upp talen i tvd mangder med m

tal som vi ordnar (genom att anvinda sammanlagt hégst 2mlog,(m)
jamférelser och sedan kombinerar vi dehar ordnade listorna till en lista.

o Om vi skall kombinera tva ordnade listor med j; och j, element kan
detta goras med hégst j1 + jo» — 1 jamférelser eftersom det stammer
d3 j1 ellr jp =1 och annars behévs det en jamforelse for att hitta det
storsta talet och sedan aterstar det att kombinera tva listor med
antingen j1 — 1 och j, eller j; och j, — 1 tal.
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Hur manga jamforelser behdvs for att sortera n tal i storleksordning?
Forts.

o Det sammanlagda antalet jamférelser da k +1 = 2m blir alltsd hogst
2mlogy(m) + m+m — 1 =2m(logy(2m) — 1) +2m — 1
< 2mlogy(2m) = (k + 1) logo(k + 1).
o Om k+1=2m+ 1 s3 delar vi upp mangden i tvda mingder med m
och m+ 1 element och far pa samma sitt att antalet jamférelser blir
hégst
mlog,(m) + (m+1)logoy(m+1)+m+1+m—1
= mlogy(m(m + 1)) + logy(m + 1) + 2m
< m(loga(2m + 1)2) — logy(4)) + logy(m + 1) + 2m
< m(2logy(2m+1) —2) + logo(2m+ 1) +2m
< 2mlogy(2m+ 1)) + logo(2m + 1) = (k + 1) log,(k + 1).

o Induktionssteget fungerar och hégst nlogy(n) jamférelser behévs!
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Hur manga jamforelser behdvs for att hitta talet med
storleksordningsnummer p i en mangd med n tal?

Det &r klart att om p =1 (det minsta talet) eller p = n (det stérsta talet)
sa racker det med (men behé6vs ocksd) n — 1 jamférelser men hur ar det i
det allmanna fallet?

Vi skall nu visa att d3 1 < p < n sa hér maximimantalet jimférelser till
O(n), dvs. det finns en konstant C s3 att antalet jamférelser dr hogst Cn
och vi bryr oss har inte s§ mycket om hur stor konstanten C blir:

o Dela in talen i grupper om tex. 5: Inga jamférelser.
o Bestam medianerna i dessa gupper: Beh6vs O(n) jamférelser.

o Bestim medianen av medianerna: Behdvs C(%n + 1) jamférelser om
vi kan anvinda ett induktionsantagande.

©

Dela in talen i tva grupper, de som ar stoérre 4n medianernas median
och de som ar mindre: Behévs O(n) jamférelser.

©

Den stérre av dessa grupper kommer att innehalla hogst
(1-3%-1-3)n+0(1) = &Hn+ O(1) tal!
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Hur mdnga jamforelser behovs for att hitta talet med
storleksordningsnummer p i en mangd med n tal? Forts.

Qo Det tal Vi Soker finns I négondera gruppen eller &r medianernas median 55 Vi kan
hitta det med C{5n+ CO(1) jamférelser.

o Vi har anvant

o(n) + %c,, +C40(n)+ %Cn +co(1) = %Cn+ CO(1) + O(n)

= %Cﬂ + Ckl + k2n
Jjdmforelser dir ky och ky dr ndgra konstanter
o Eftersom vi for n < 20ky kan forst sitta alla talen i storleksordning
och sedan valja det med storleksordningsnummer p sa ser vi att om vi
védljer
C > max{20k1 |Og2(20k1), 20/(2}

s3 ar

9 9 1 1

— k kon < — — — =

10Cn+C1+ 2n_10Cn+2OCn+2OCn Cn
och induktionsresonemanget fungerar.
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% Antalet element i en mingd

Tva méangder A och B har samma antal element (eller kardinaliteter),
dvs. |A| = |B| om det finns en bijektion A — B.

Méngden A har farre dn eller lika manga element som mangden B,
dvs., |A| < |B|, om det finns en injektion A — B.

Mangden A har farre element 4n mingden B, dvs., |A| < |B|, om det
finns en injektion A — B men ingen bijektion A — B.

Ifall A={0,1,2,...,n— 1} s3 ar |A| = n.

En mangd A sdgs vara andlig om det finns en bijektion
A—{0,1,2,...,n— 1} fér ndgot heltal n > 0, dvs., om |A| = n.

Obs!

For att dessa definitioner skall vara férnuftiga maste man visa att det finns
en bijektion {0,1,2,...,n—1} — {0,1,2,...,m — 1} om och endast om
m = n och att ifall det finns injektioner A — B och B — A sa finns det en
bijektion A — B.
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@ Antalet element i ndgra oindliga mingder

o |No| = |Z| eftersom f : Ng — Z dar f(0) =0, f(2k — 1) = k och
f(2k) = —k fér k > 1 ar en bijektion.

o |Np| = |Q| eftersom vi kan konstruera en bijektion pa fd/jande satt:
0—1i—o2 352 3.
/ /‘ / /‘
il

1 1

4

<4 / /‘ . s

2 2 2
oA

il -4 -5

> 7 3 3 2

4

1 / 2 3 e 5

3 3 3 3 3

Om vi sedan hoppar 6ver de tal vi redan gatt genom far vi féljande
bijektion: f(0) =0, f(1) =1, f(2) =2, f(3) = -1, f( )= 2
f(5)=-2,f(6)=3, f(7)=4,f(8)=-3,f(9) =—5 (och inte
2=1) f(10)=1%, f(11) =3 =2 = 1), f(12) = —4, osv.
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% % Summeringsregeln, enkel form
Om A och B ar tva (dndliga) mangder s att AN B = () s3 ar

|AUB| = |A| + |B].

Av detta féljer att om B C A sa ar |A\ B| = |A| — |B|.

% % Produktregeln, enkel form
Om A och B r tva (andliga) mangder s3 ar

Ax B| = |A]-|B|

% % Ladprincipen: Enkel men nyttig!

Ifall m > 1 féremal placeras i n > 1 lador s3 maste en ldda innehilla minst
|2 reremalr

Vgrfdr? Om det storsta antalet féremal som finns i ndgon av lidorna ar k
sd drk-n>m sa att k > ' och eftersom [ 7] definieras som det minsta

heltal som &r > ™ si méste vi ha k > [7].
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% % Summerings eller inklusions-exklusionsprincipen

Om A och B ar tva (dndliga) méngder sa ar
|AUB| = |A[+[B| - |AN B|,
och mera allméant (forutsatt att alla mangder A; nedan ar andliga)

k k r
‘gAj‘ = r;(—lw1 > Nal

1< <p<...<jr<k i=1

% %En allman form av produktregeln
Ifall

C={(x1,x2,...,xk) 1 x1 €A1, X2 € Ao sy -+, Xk € Ak 1

dar |A1| = ny1, for varje x; € Ay géller |Az | = na och sa vidare sa att for
alla x; € A1, x» € A27X1, ceey Xk—1 € Ak—l,Xl,m,kaz galler
’AJ"X17X27._.7XJ.71| = nj, 1 S_] < k, s3 ar

|C|:n1.n2-...-nk.
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@ Valj r foremal ur en mangd med n foremal eller element
Det finns (dtminstone) tva satt skilja pa olika situationer:

o Ordnat val: Det har betydelse vid vilket val féremdalet viljs — Inte
ordnat val: Det har inte ndgon betydelse vid vilket val féremalet valjs.

@ Ingen upprepning: ett féremal kan valjas bara en gang — Upprepning
mojlig: samma foremal kan valjas manga ganger.

Antalet olika satt pa vilket detta kan géras blir darfor:

‘ Ingen upprepning Upprepning méjlig
Ordnat | n(n—1)-...-(n—r+1) n"
-1
Inte ordnat <n> <n tr >
r r
m!
Har ar = ———— . Upprepning kan bade tolkas sa att man valjer ett
jr-(m=j)

féremal, noterar vilket det ar, och satter tillbaka det, och s att elementen |

maéngden ar de olika slag av féremal som man kan vilja.
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% Plocka bollar ur en |3da eller sitta bollar in en |3da?

Ett annat satt att se pa situationen dar man viljer r féremal ur en mangd
med n féremal (med ett ordnat eller inte ordnat val, med upprepningar
eller utan) ar att tanka pa féremdalen i mingden, inte som bollar i en lada,
utan som lador i vilka man valjer att placera ett féremal, tex. en boll.

| det ordnade fallet kan dessa bollar vara numrerade eller pa annat sitt
identifierbara och i det inte ordnade fallet ar de identiska och kan inte
skiljas at.

Ett val utan upprepningar innebdr d3 att i varje Idda kan sattas hogst en
boll och ett val med upprepningar att flera bollar kan sittas i samma lada.

.

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 2 oktober 2014 32/ 44



© Ordnat val av r féremal fr&n en miangd med n foremal

o Om varje féremal kan viljas bara en gang kan det férsta valjas pa n
olika satt, det andra pd n — 1 olika satt och sa vidare s att féremal
nummer r kan véljas pd n — r + 1 olika sitt. Genom att anvanda
produktregeln ser vi att antalet olika mé'jlighetc—fr ar

n!
n-(n—=1)-(n=2)-...-(n—r+1) e//erm.

o Om varje féremal kan viljas flera ganger (dvs. de tas inte bort ur
méngden eller s3 3r mangdens element typer av féremal som tas fran
nagot annat stille) da finns det n alternativ vid varje val s3 att det
foljer av produktregeln att antalet mdjligheter ar n”.
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@ Icke-ordnat val av r forema3l fran en mingd med n foremal utan
upprepningar

Lat b(n, r) vara detta antal av icke-ordnade val av r féremal fran en
méangd med n féremal utan upprepningar. Nar vi har gjort ett sadant val
far vi ett ordnat val genom att ordna de valda r féremélen. Detta kan
goras pa r! olika sitt si det foljer av produktprincipen att antalet satt
gora att ett ordnat val av r férem3l fran en mangd med n féremal utan
upprepningar ar b(n,r) - rl. Eftersom vi vet att detta antal ar
n-(n=1)-...-(n—r+1)= yi sa far vi

(nr

0.0 = = ()

G. Gripenberg (Aalto-universitetet) 2 oktober 2014 34 / 44



@ Icke-ordnat val av r forema3l fran en mingd med n foremal med
upprepningar, |

Tank pa situationen s3 att vi har ett obegransat antal av n olika slags
féremal och vi skall vélja r stycken. Om vi har gjort ett val kan situationen
beskrivas tex. sahar:

vilket skall tolkas som att vi valt 2 stycken avtyp 1, 1 avtyp 2, 0 av typ 3,
3avtyp4,2avityph och3 avtyp 6 s3 att i detta fall ar n =6 och
r=2+1+0+3+2+4+3=11.

Varje val motsvaras alltss att vi placerar r stycken féremal x och n — 1
stycken skiljetecken | i en rad vilket alltsd betyder att viljer de r positioner
dar vi placerar féremalen x (s3 att resten far skiljetecken |), eller tvdrtom.
Eftersom detta ar ett oordnat val utan upprepningar blir antalet alternativ

(250)=07Y)
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@ Icke-ordnat val av r foremal fran en mingd med n férem3l med
upprepningar, |l

Lat f(r, n) vara antalet sitt pd vilka man kan géra ett icke-ordnat val av r
féremal fran en mangd med n féremal med upprepningar. Ett sadant val ar
detsamma som att placera r féremal i n ordnade (dvs. inte identiska) lador.
Om n =1, sa kan detta goras pa bara ett satt s att f(r,1) =1 for alla
r>0.0Omn>1 kan visittaj=0,1,...,r féremal i den forsta lddan och
de dterstaende r — j féremdlen i de dterstaende n — 1 lddorna. Eftersom vi
far olika resultat for varje val virde pa j sa far vi rekursionsekvationen

f(r,n)= Zf(r—_/,n—l Jkan—l

| synnerhet betyder detta att f(r,2) = r + 1 och med hjilp av formeln fér

summan av en aritmetisk serie far vi f(r,3) = w

f(ron) = ("IN = (") s3 vi skall visa att

r+n-—1 " (k+n-2
= > > 2.
( n_1 > Z( h_ 9 >, r>0, n>2

k=0
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@ Icke-ordnat val av r foremal fran en mingd med n férem3l med
upprepningar, |, forts.

Denna likhet géller sikert fér r = 0 och varje n > 2. Antag att den géller
férr=sochn>2. D3 firvinirr=s+1ochn>?2

! k+n—=2\ (s+1+n-2 *(k+n-=2

kz_;)( n—2 >_< n—2 >+kz_(:)< n—2 >
_(s+1l4+n-2 s+n-—1
()0

:(s+n—1)-...(s+2)+(s—i—n—1)-...(s+1)

(n—2)! (n—1)!
C(s+n—=1)-...-(s+2)-(n—1+s+1)
(n—1)!
_(s+n)-(s+n-1)-...-(s+n-(n-1)+1) _ (s—l—l—l—n—l)
(n—1)! n—1 '

Induktionssteget fungerar och pastaendet foljer med induktionsprincipen.
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Antalet funktioner A — B
Antag |A| = m och |B| = n.

@ En funktion f : A — B ar ett ordnat val med upprepningar av m
element (funktionens varden) ur mangden B som har n element.
Antalet funktioner: A — B &r darfér n™ (och darfor ar det fornuftigt att
beteckna mangden av funktioner A — B med B*).

@ En injektion: A — B ar ett ordnat val utan upprepningar av m
element (funktionens varden) ur mangden B som har n element.

Antalet injektioner A — B &r darfor
|
n-(n—l)-...-(n—m+1):L diam<n.

(n— m)! -

o Antalet surjektioner A — B ar Z(—l)”” <:> r’

r=0
Varfor? Antalet surjektioner ar totala antalet funktioner minus antalet

funktioner till en strikt delmangd av B och detta senare antal kan
man ridkna med hjalp av inklusions-exklusionsprincipen viket efier diverse

rdkningar ger formeln ovan.
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@ Antalet surjektioner A — B d&

Al=moch |B|=n

Antag att B = {y1,y2,...,ym}. Lat F = B vara mangden av alla
funktioner A — B. L5t F; = (B\ {y;})" C F vara mingden av alla
funktioner A :— B\ {y;}, dvs. alla funktioner f € F s3 att f(x) # y; for
alla x € A. Detta innebar att mangden av surjektioner ar F \ Ui Fj.

Nu &r Fj, N\ Fj, N ... N Fj, mangden (B\ {yj,,Yp,--- ¥ })* av alla
funktioner A — B som inte fir ndgot av vardena yj,,...,yj.. Om
1<jp<...<jx<nsaarl|FpnF,Nn...0F,|=(n—k)™. Eftersom
indexen 1 < j1 < ... < ji < n kan véljas pa (}) olika satt s& kan vi med
hjalp av inklusions-exklusionsprincipen dra slutsatsen att antalet
surjektioner: A — B ar

" — (kz;(—l)k“(Z)(n - k)"’) - 2"3(—1)“(’[) .

r=0

Observera att dd m < n s3 finns det inga surjektioner: A — B sa att
St o(=1)""(")r™ =0 d& n < m, vilket kanske inte r helt uppenbart.

r

v
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Hur manga delmangder av en mangd med m element finns det?

Ett satt att besvara denna fraga ar féljande:

Om A ar en mingd med m element s3 bestimmer varje delmangd B C A
en funktion fg : A — {0,1} s3 att fg(x) =1 dd x € B och fg(x) =0 da
x ¢ B. P4 motsvarande sitt bestimmer vare funktion f : A — {0,1} en
delmangd Bf C A genom definitionen B = {x € A: f(x) = 1}. Def finns
allts3 en bijektion frin potensmingden P(A) till mangden {0,1}* av alla
funktioner: A — {0,1}. Darfér dr antalet delméangder i A

[P(A)| = {0, 1}4] = 214 = 2,

om A innehaller m element.
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% % Multinomialtal

n n!
=— | ' n=ny+ny+...4+ ng.
ny, np,..., Nk niyt-not- oo Ny

° (nl,nzr,’...,nk) dr antalet sitt ps vilka en mangd med n element kan delas

i k disjunkta delmangder med ny, ny, ... och ny element.
(.. " ) arantalet sitt p3 vilka man kan ordna ny féremal av typ

ni,no,...,Nk
Y1, N2 av typ y» och sd vidare, dd n= ny + ny + ...+ ng och féremal
av samma typ inte kan skiljas at.

@ Om A dr en mangd med n element och B = {y1,...,yx} aren
méangd med k element och ny, ny, ..., n, ar icke-negativa tal sa att
ni+ny+...n =nsadaar (’71 o ”k) antalet funktioner f : A — B
sdatt [{x e A: f(x) =y} =n;.

@ Omn>0ochk>1saar

n
(x1+...+x)" = E At ool
ny, na, ..., Nk

m+...4ng=n
n;j=>0
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Ett exempel
(a) Fyra kort ur en normal kortlek med 52 kort placeras i en rad. P& hur
manga satt kan detta géras om alla kort i raden skall ha samma farg?

(b) Fyra kort ur en normal kortlek med 52 kort placeras i en rad. P4 hur
manga satt kan detta géras om raden skall innehalla exakt en knekt?

(a) Fargen kan valjas pa 4 olika sitt och sedan skall man géra ett ordnat
val av 4 kort bland 13 och detta kan géras pd 13 - 12 - 11 - 10 olika sitt sa
antalet alternativ blir sammanlagt

4.13-12-11-10 = 68640.

(b) Det finns 4 olika knektar att vilja pd och den kan placeras pa 4 olika
stallen, s5 sammanlagt ger detta 16 olika alternativ. Sedan skall man géra
ett ordnat val av de 3 dterstidende 48 korten och detta kan géras pa

48 - A7 - 46 olika sitt s3 det sammanlagda antalet alternativ blir

4.-4.48-47 .46 = 1660416.
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(@ Ett ordningsproblem

18 personer har delats in i tre lika stora grupper. Alla 18 personer skall nu
i tur och ordning utféra ett uppdrag (tex. I6sa en uppgift i diskret
matematik) och villkoret ar att vid varje tidpunkt skall skillnaderna mellan
antalen personer i varje grupp som redan utfort uppdraget till sina
absolutbelopp vara hégst 1. P4 hur manga satt kan ordningsféljden da
valjas (nar gruppindelning ar given)?

Ett annat satt att formulera problemet dr att man bildar 6 grupper, som
alla innehaller exakt en medlem fran var och en av de ursprungliga
grupperna, och sedan sitter man dessa mindre grupper och medlemmarna
i dem i ordningsféljd. Eller s att medlemmarna i de ursprunliga grupperna
sétts i ordningsfoljd och personerna med samma ordningsnummer bildar en
grupp som sedan i sin tur ordnas.

Medlemmarna i de tre ursprungliga grupperna kan ordnas p3 6! - 6! - 6!
olika satt och med hjilp av dessa ordningar utses medlemmar till de
mindre grupperna som i sin tur kan ordnas var och en pa 3! olika sitt sa
att det sammanlagd antalet alternativ blir

6!-6!- 6! - (31)% = 17414258688000.
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P3 hur manga satt kan man placera m identiska bollar i n identiska
lador?

Lat A(m, n) vara detta antal. Eftersom vi kan placera m > 0 bollar i 1 lida
pa bara ett satt s4 har vi A(m,1) =1 dd m > 0. Om m = 0 férblir alla
lador tomma och det ger bara ett alternativ, dvs. A(0,n) =1 fér alla
n>1.

Antag nu att m > 1 och n > 2. Lat k vara antalet bollar i den lada (eller
de lador) som innehller minst bollar. Olika varden pa k ger upphov till
olika fordelningar pa bollarna i ladorna. Férdelningen av bollarna i lddorna
kan nu géras sa att vi forst sdtter k bollar i varje Iada och sedan sitter de
aterstaende m — n - k bollarna i de n — 1 Iddor som kan innehélla flera dn k
bollar. Detta kan géras p4 A(m — n- k,n—1) olika satt. Eftersom vi maste
ham—n-k>0, dvs. k< % sa far vi

(m,n) = ZA —n-k,n—1).
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