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@ Varfor ar inte mangdliaran s3 enkel som den ser ut?

Om man endast behandlar mangder av typen {1,3,4,7} med andligt
ménga element blir det inga stérre problem och de mangdteoretiska
beteckningarna kan vara behandiga att anvanda. Det enklaste och
klassiska exemplet som visar att det kan bli problem &r att forscka
definiera en mangd A med

A={x:x¢x}.

Om A € A s3 giller inte villkoret A ¢ A och enligt defintionen av A géller
di A ¢ A och man far en motsigelse. Om diremot A ¢ A sa uppfyller A
villkoret f6 mangden A och man har A € A vilket igen r en motsigelse.
S3 hur man an vander sig fir man en motsigelse och det ar inte bra!

En vardaglig motsvarighet ar pastaendet “Detta &r en I6gn” eller att tala
om “Barberaren som klipper haret pa alla som inte klipper sitt eget har”.

v
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@ Mingdlira och logik

9 Algoritmer, Ordo

© Kombinatorik
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Vad kan man krdva av ett predikat L(x, y) som sager att "x och y &r
lika"?
Om x =y s3 ar forstds y = x, och om dessutom x = z sd dry = z.
Vidare skulle det vara orimligt att inte ha x = x. Om vi nu skriver x ==
istallet for L(x,y) ser vi att foljande satser skall vara sanna:

o VxVy((x ==y) = (y == x))

o WxVyVz((x ==y) & (y == z) — (x == 2))

0 Vx(x == x)

Observera att detta dr "samma” villkor som fér en ekvivalensrelation!
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Koordinaterna i ett ordnat par

Den férsta koordinaten i [x, y] (eller (x,y)) r (forstds) x och den andra
y. Om man skriver paret med mangdbeteckningar som {{a},{a, b}} si
kan man definiera predikat F(p,x) och A(p,y) som sager att forsta
koordinaten i p dr x och att andra koordinaten i p ar y pa féljande sitt:

F(p,x) =Vz((z € p) = (x € 2))

(eller kortare Vz € p(x € z)) och

Alp,y) = (Fz((z€ p) & (y € p))) &
(Vu(Vv(((u € p) & (v € p)) & (((u==v)) = (({y € v)) | ({(y € V))))))-

| detta uttryck finns onédigt manga parenteser och man kan ocksa skriva det som
Az((zep)&(yep) &Vuvv((uep)&(vep)&l(u=v) = (ycu)|(ye
v)). Annu kortare skulle vara att skriva
dzeplyep)&Vuepivep((u==v)— (y¢u)|(y¢v)). Endel av
parenteserna, som tex. kring y € u kunde man ocksa ldmna bort.

v
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Hur manga jamforelser behovs for att sortera n tal i storleksordning?

Vi skall visa att det rdcker med hégst nlog,(n) jamférelser. D3 n =1
(eller n = 2) ar det klart att detta ar sant. Antag nu att det stimmer for
alla n < k. (Detta &r en variant av induktionsprincipen!) och att vi har

k + 1 tal som vi skall ordna. Dela upp dessa i tvd mangder med m tal som
vi ordnar och sedan kombinerar vi dessa ordnade mangder till en mangd.
De senare kan géras med 2m — 1 jamférelser och genom att anvanda
induktionsaxiomet far vi att det sammanlagda antalet jamférelser blir hégst

2mlogy(m) +2m —1 =2mlog,(2m) —1+2m—1
= 2m(logy(2m) — 1) +2m — 1 < 2mlog,(2m) = (k + 1) log,(k + 1).

Om k+1=2m+ 1 s3 delar vi upp mdngden i tvi mangder med m och
m + 1 element och far p4 samma sitt att antalet jamférelser blir hogst

v
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@ Listor, talféljder och kartesiska produkter som funktioner

o En lista [a, b, c, d]| kan tolkas som en funktion f definierad i mangden
{1,2,3,4} (eller {0,1,2,3}) s4 att f(1) = a, f(2) = b, f(3) = c och
f(4)=d.

o En odndlig talféljd (an)7> = (a0, a1, a2, . ..) kan tolkas som en
funktion f definierad i Ny s3 att f(n) = a, for alla n € Ny.

o Om X; ar en mangd fér varje j € J dar J ar en (annan) mangd sa kan

man definiera den kartesiska produkten || jey Xj som mangden av alla
funktioner f : J — ;c, X; sd att f(j) € X;.

v
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Hur manga jamforelser behovs for att sortera n tal i storleksordning?
Forts.

mlogy(m) + (m+ 1) logy,(m + 1) +2m
= mlogy(m(m + 1)) + logy(m + 1) +2m
< m(logy(2m + 1)?) — log,(4)) + logy(m + 1) 4 2m
< m(2logy(2m + 1) — 2) + logy(2m + 1) + 2m
<2m2logy(2m + 1)) + logy(2m + 1) = (k + 1) logy(k + 1).
Detta innebar att induktionssteget fungerar och att antalet jamférelser

som behévs for att ordna n tal hér till mdngden O(nlog,(n) féljer av
induktionsprincipen.
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Hur manga jamforelser behovs for att hitta talet med
storleksordningsnummer p i en mangd med n tal?

Det ar klart att om p =1 (det minsta talet) eller p = n (det stérsta talet)
sa ricker det med (men behé6vs ocksd) n — 1 jamférelser. Vi skall nu visa
att maximimantalet jamférelser da 1 < p < n hér till O(n) dvs. vi skall
visa att det finns en konstant C s4 man genom att géra hégst Cn
jdmfdrelser kan hitta talet med storeleksordningsnummer p. Om tex.

n < 239 kan man férst sortera talen i storleksordning med hogst 30n
jamférelser, och sedan vilja det tal man séker sa fér dessa fall galler
pastaendet med C = 20 och vi skall nu visa att detta galler for alla n.
Antag nu att pistdendet (med C = 20) géller fér alla n < k (dar k > 220).
Nu skall vi visa att det ocksa géller da n =k + 1.

Valj m s3 att 5(2(m— 1)+ 1)+ 1 < k+ 1 <5(2m+ 1) och lagg till tal
som &r storre alla ursprungliga sa vi har sammanlagt 5(2m + 1) tal. Dela
in dessa i 2m + 1 grupper med fem tal och bestim medianerna av dessa
tal. For detta behdvs det 6(2m + 1) jamférelser. Sedan bestimmer vi
medianerna av medianerna och kallar detta q. Enligt induktionsantagandet
kan detta géras med hégst 20(2m + 1) jamféorelser.

4
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Ordnat val av r foremal fran en mangd med n foremal
o Om varje féremal kan véljas bara en gang kan det férsta viljas pa n
olika sitt, det andra p4d n — 1 olika sitt och s3 vidare s3 att féremal
nummer r kan valjas pd n — r + 1 olika sitt. Genom att anvdnda
produktregeln ser vi att antalet olika méjligheter ar possibilities is
n-(n—1)-(n—=2)-...(n—r+1) eller

(n—r)t"

o Om varje féremal kan valjas flera ganger (dvs. de tas inte bort ur
mangden eller sa 4r mangdens element typer av féremal som tas fran
nagot annat stille) da finns det n alternativ vid varje val si att det
féljer av produktregeln att antalet méjligheter dr n".
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Hur manga jamforelser behovs for att hitta talet med
storleksordningsnummer p i en mangd med n tal?. Forts.

Sedan delar vi in alla de 6vriga talen i tvd mangder, dels de som ar stérre
an q och de som ar mindre dn q. Vi vet att 3m + 2 av talen &r stérre dn q
och 3m + 2 &r mindre sd vi behéver bara 5(2m+1) — 1 —6m —4 =4m
jamférelser for detta. Dessutom, och detta ar viktigare, den stérre av dessa
maéngder innehaller hogst 5(2m+1) —1 —3m —2 = 7m+ 2 tal. Nu ar det
tal vi s6ker antingen q eller ligger i ndgondera av dessa mangder s3 vi skall
i varsta fall bestdmma ett tal med ett visst ordningsnummer i en mangd
med Tm + 2 element. Enligt induktionsantagandet kan detta géras med
hégst 20(7Tm + 2) jamforelser. Nu har vi allts3 visat att vi kan hitta det tal
vi s6kt med hégst 6(2m + 1) +20(2m + 1) + 10m + 20(7m + 2)
jamférelser. For att induktionssteget skall fungera maste detta tal vara
mindre 4n 20(k + 1) och eftersom k +1 > 5(2(m — 1) + 1) + 1 s3 racker
det att visa att

6(2m + 1) +20(2m + 1) 4+ 4m + 20(7m + 2) < 20(5(2(m — 1) + 1) + 1).

Denhar olikheten géaller d& m > % vilket sakert ar fallet d32m+1 > 220,

v
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Icke-ordnat val av r foremal fran en mangd med n féremal utan
upprepningar

L3t b(n, r) vara detta antal av icke-ordnade val av r féremal fran en
mdangd med n féremal utan upprepningar. Nar vi har gjort ett sadant val
far vi ett ordnat val genom att ordna de valda r féremalen. Detta kan
g6ras pa r! olika sitt sa det féljer av produktprincipen att antalet sitt
gora att ett ordnat val av r féremal fran en mangd med n féremal utan
upprepningar dr b(n, r)cdotr!. Eftersom vi vet att detta antal ar

n-(n—l)-...-(n—r+1):(nf7!r)!s§ far vi

00~}
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Icke-ordnat val av r foremal fran en mangd med n foremal med
upprepningar, |

Antag att mangden ar {a1, az,...,an}. Om vi har en lista med de
r+n—1talen1,2,...,r+n—1 kan vi vdlja vdlja n — 1 av dessa och
sdtta dem | vixande ordning 1 < p1 < pp < ...<pp_1 <r+n—1. L4t
nun=pr—1L n=p-p—1, .., n=px—pxk-1—1, ...,
rhm=r+n—1—p,_1. Det ger nu ett val dar vi valt ry, féremal av typ aj
ochY i_irk=r. A andra sidan, om vi viljer ri férem3l av typ ay s3 att
22:1 re = r da bestammer detta ett val av talen p; sa att py = r; +1, och
Pk =pPk—1+r+1 k=2,...,n—1. Dirfér kommer antalet icke-ordnade
val av r férem3l fran en mangd med n féremal med upprepningar att bli
antalet icke ordnade val av n — 1 (eller r) féremal fran en mangd r +n—1

.. . . r+n-1 r+n—-1
féremal utan upprepningar, dvs. no1 = . .
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Icke-ordnat val av r féremal fran en mangd med n foremal med
upprepningar, Il, forts.

Denna likhet galler sikert fér r = 0 och varje n > 2. Antag att den galler
forr=sochn>2. D3afarvinarr=s+1ochn>?2

§<k4’:;2> _ (s+ifg_2)+§<kﬁf§2>
_ s+14+n-2 s+n—-1
B (s+nE)-..n.(si2)?_—(:<—i—nn11)-.>..(s+1)
B (n—2)! (n—1)!
(s+n—1)-...-(s+2)- (n—1+s+1)
_(s+n).(s+n—1)-...-(s+f7n—_(,17)!_1)+1) B <s+1+n—1>
B (n—1)! N n—1 '

Induktionssteget fungerar och pastaendet féljer med induktionsprincipen.
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Icke-ordnat val av r foremal frdn en mangd med n foremal med
upprepningar, I

Lat f(r,n) vara antalet sitt pd vilka man kan géra ett icke-ordnat val av r
féremal fran en mangd med n féremal med upprepningar. Ett sddant val ar
detsamma som att placera r f6remdal i n ordnade (dvs. inte identiska) lidor.
Om n =1, s kan detta goras pa bara ett sitt sa att f(r,1) =1 for alla
r>0.Omn>1 kan visitta j =0,1,...,r féremal i den férsta Iddan och
de dterstiende r — j féremdlen i de aterstdende n — 1 lddorna. Eftersom vi
far olika resultat fér varje val varde pa j sa far vi rekursionsekvationen

Zfr—],n—l kan—l

| synnerhet betyder detta att f(r,2) = r 4+ 1 och med hjilp av formeln fér

(r+2)(

summan av en aritmetisk serie far vi f(r,3) = r+1). Nu gissar vi att

f(r,n)=("t"] 1) = (""" ') s3 vi skall visa att

n—1
r
r+n—-1 k+n—2
= g , r>0, n>2.
n—1 n—2
k=0
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Antalet surjektioner A — B da

=moch |B| =n

Antag att B = {y1,ys,...,ym}. Ldt F = B” vara mangden av alla
funktioner A — B. L&t F; = (B \ {y;})* C F vara méngden av alla
funktioner A :— B\ {yJ} dvs. alla funktioner f € F s3 att f(x ) # y; for
alla x € A. Detta innebér att mingden av surjektioner ar F\ U™ F;. Nu
ar F, N FyN...NFj, mangden (B\ {y1,Yjps---Yj })* av alla funktloner
A — B som inte far ndgot av vdrdena y;,,...,yj,. Om
1<jp<...<jx<nsaar|FpnF,N...NF,|=(n— k)™ Eftersom
indexen 1 < j1 < ... < jx < n kan véljas p3 (}) olika satt s kan vi med
hjalp av inklusions-exklusionsprincipen dra slutsatsen att antalet
surjektioner: A — B ar

o - (ki:l(—l)"“ (7)o~ k)m) - g(—l)"—’(’r’) .

Observera att di m < n s3 finns det inga surjektioner: A — B s3 att
Zfzo(—l)”_r('r') r™ =0 dd n < m, vilket kanske inte 4r helt uppenbart.

4
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