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% Jaollisuus

Luku b on jaollinen luvulla a eli b on a:n monikerta eli a jakaa luvun b jos
on olemassa kokonaisluku k siten, ettd b = ak, eli b € aZ. Tama
merkitadn usein a | b (mutta tdmi ei ole "a tai b").

¥ % Modulofunktio mod

Jos n > 0 niin mod (m,n) =j jos0 < j < n jam=j+ kn missi k € Z.
(mutta mod (m,0) = m ja mod (m, n) = —mod (m, —n) jos n < 0). Jos m ja n
ovat positiivisia lukuja niin mod (m, n) on jakojdannés joka saadaan kun m
Jjaetaan n:lla mutta jos m < Q niin tama jakojaannos ei ole positiivinen.

¥ % Kongruenssi modulo
Luku a on kongruentti luvun b kanssa modulo n jos a — b on jaollinen n:lla
ja tdma merkitddn a =, b tai a = b (mod n):
a=,b << a=b(modn) <+ n|(a—0>b)
«a=b+kn, keZ <+ mod(a,n)=mod(b,n)
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%7Z/nZ, kongruenssi- eli jaanndsluokat

Relaatio =,, on ekvivalenssirelaatio joukossa Z. (x =p X, X =p ¥ — Yy =p X,
X=py & y=,2z— x =, z) ja jakaa 7 ekvivalenssiluokkiin joita
kutsutaan kongruenssi- tai jadnnosluokiksi, ja ndma ovat joukot
{...,—2n,—n,0,n,2n...}, {...,—2n+1,—n+1,1,n+1,2n+1...},
o {...,—n—=1,-1,n—1,2n—1,...} joissa kaikki alkiot ovat
kongruentteja toistensa kanssa modulo n. Seuraavia merkintdja kaytetdan:

Kn E {mezZ . m=,k}={meZ:mod(m,n)=mod(k,n)},

Z/nZ %€ {[K],: k=0,1,2,....,n—1}, josn> 0.

¥Huom!

Koska mod (m1, n) = mod (my, n) < [m1], = [m2], niin usein valitaan
alkio mod (m, n) edustamaan jadnndsluokkaa [m], niin ettd voidaan esim.
puhua luvuista 0,1,2,....5 joukon Z/6Z alkioina joukkojen

[0]6, [1]6, - - . , [Ble sijasta. Joskus kirjoitetaan [k|,:n sijasta k, ja Z./nZ:n
sijasta Zp,.
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% Yhteen-, vahennys- ja kertolasku Z/nZ:ssa

Voidaan osoittaa, etta jos
d]l =np a2 ja bl =n b2

niin

Ndin ollen voidaan maaritelld laskuoperaatioita joukossa 7./ n7Z. seuraavasti:

[a], + [b], = [a + b]n,
[a]ln — [b]n = [2 — b]n,
[a]n - [b]n = [a - b]n,

Ja kaikki "normaalit” laskusddnnét (paitsi epdyhtalsihin liittyvat) patevat

edelleen. )
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% Suurin yhteinen tekija

Jos m ja n ovat kokonaislukuja jotka eivat molemmat ole O niin niiden
suurin yhteinen tekija on

syt(m,n) =max{d € Z :d|mjad|n}.

(syt=suurin yhteinen tekija, gcd= greatest common divisor, ja tavallisesti
maritelldan syt (0,0) = 0)

Jos syt (m, n) = 1 niin luvut m ja n ovat keskendin jaottomia.
Huomaa, ettd maaritelmasta seuraa, etta

syt (m, n) = syt (n, m) = syt (|m|, |n]).
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W Kaanteisalkiot Z/nZ:ssa

Jos [m], € Z/nZ ja on olemassa jadnnésluokka [j], € 7/nZ siten, etta
[m], - [j]ln = [1]n, eli m-j =, 1 niin sanotaan, ettd [m],:lld on kidanteisalkio
tai ettd [m], on kddntyva 7./nZ:ssa och kiinteisalkio on [j], = [m];?.
Tassa tapauksessa voidaan jakaa [m],:1ld koska se on yhtapitavaa sen
kanssa, etti kerrotaan [j],:lla.

Koska m - j =, 1 niin on olemassa kokonaisluku k siten, etta

m-j =1+ k-n. Jos nyt dlm ja d|n niin patee d|(m-j — k- n) eli d|1
joten d = 1. Nain ollen syt (m, n) = 1. Voidaan osoitaa, etti myds
kaanteinen tulos patee joten

[m],:lld on kdanteisalkio Z/nZ:ssa <> syt(m,n)=1.

%Huom

Jos p on alkuluku niin kaikilla Z./pZ:n alkioilla paitsi [0],:/ld on
kaanteisalkio.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 3. huhtikuuta 2014 7 /38

% Eukleideen algoritmi ja syt (m, n)
@ Oleta, ettd m > n > 0.
e Valitse y = m ja rp = n.

@ Laske q; ja rj siten, etta 0 < rj < rj_1 ja
fj—2 = qjlj-1+ 1

kun j > 2 jari_1 > 0.

@ syt(m,n) = rx_y jos r, = 0.

(@ Miksi Eukleideen algoritmi toimii?

Koska rj_p = qjrj—1 + rj niin syt (rj_2, ri—1) = syt (rj_1, rj) kun oletetaan,
ettd ri_1 > 0. Koska d|0 kaikilla d niin syt (rx_1,0) = rx_1 joten

syt (m, n) =syt(ro, ) = ... =syt(r-1, rc) = syt(rk—1,0) = r—1 jos

ry = 0.
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W Eukleideen algoritmi ja Z/nZ:n kaanteisalkiot

Jos Eukleideen algoritmissa on valittu ro = m, ri = n ja sitten laskettu q;
Jar kunj=2,...,k kaavalla rj_» = qjri_1 + rj kunnes r, = 0, jolloin
rk—1 = syt (m, n) niin voidaan laskea takaperin lahtien yhtalosta
rk—3 = Qx_1rk—» + rk—1 joka voidaan kirjoittaa muotoon

syt(m,n) = rk—1 = rk—3 — Q—1rk—2 = ajrj + bjriy1,

missd j = k — 3. Tahan sijoitetaan riy1 = ri_1 — qj4+1r; yhtalosta
ri—1 = qj+1rj + ri+1 jolloin ndhdaan, ettd syt (m, n) = ajrj + bjri;1 kaikilla
Jj=k—2,k—1,...,0, eli lopuksi

syt (m,n) = am + bn.

missa a = ag ja by.
Jos nyt syt (m,n) =1 niin

[a]n - [m]n = [1]n eli [a]n = [m];la
[blm - []lm = [Um eli [b]lm = [n]"
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(& Eulerin p-funktio

©(n) = alkioiden lukumaéri joukossa
{meZ:0<m<n—1ssyt(mn)=1},

= niiden joukon 7Z/nZ alkioiden lukumaara, joilla on kdanteisalkio.

Huomaa etta [0]1:1ld on kidanteisalkio joukossa 7 /17 joten ¢(1) = 1 mutta

[0] /14 ei tietenkddn (?) ole kaanteisalkiota joukossa Z/nZ kun n > 1.
Matlab/octave:ssa tamén funktion laskemiseksi voidaan kayttda funktiota
Q@(n)sum(gcd(0:n-1,n)==1).

¥ Eulerin lause
Jos syt (a,n) =1 jan>1 niin

M =1 eli mod(a?™ n)=1 eli [aSO(”)]n = [1] 5.
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‘& Fermat'n pieni lause
Jos p on alkuluku ja syt (a, p) =1 niin

P t=,1 eli mod(a®t,p)=1 eli [ap_l]p = [1],.

(& Potenssit joukossa Z/pZ kun p on alkuluku

Jos on laskettava mod (2™, p) kun p on alkuluku niin tulos on 0 jos
syt(a, p) # 1 (koska silloin syt (a, p) = p ja p|a koska p on alkuluku) ja
muissa tapauksissa voidaan kayttdd hyviksi tietoa, ettd aP~! =, 1 koska
siitd seuraa, ettd a™ =, a™°4(MP=1) miki voi olla helpommin
laskettavissa.
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¥ % RSA-algoritmi

RSA-algoritmissa kdytetaan julkista avainta (n, k) viestin saalaamiseen ja
yksityistd avainta (n, d) salatun viestin purkamiseen:

@ Salaaminen: Viesti a, joka on luku Q:n ja n — 1:n valiltd salataan
lshetettivéksi viestiksi b = mod (a*, n).
@ Vastaanotettu viesti b puretaan alkuperaiseksi viestiksi
a = mod (b?, n).
Menetelma perustuu siihen, ettd julkisen avaimen avulla on (pitds olla)
ylivoimaisen vaikeata maarittaa yksityista avainta julkisesta avaimesta
Jolloin kuka tahansa voi lahettaa viestin, joka on salattu vastaanottajan
Julkisella avaimella mutta ainoastaan vastaanottoja, joka tuntee oman
yksityisen avaimensa pystyy purkamaan salatun viestin.
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¥ % Miten RSA-algoritmin avaimet on valittava?

@ Valitaan n = pq missd p ja q ovat kaksi "erittdin isoa” alkulukua
siten, etta luvun n jakaminen alkulukutekijoiksi on ylivoimaisen
vaikeata (eli esim. myds |p — q|:n on oltava "iso”).

@ k on "riittavan iso” luku siten ettd gcd(k, m) = 1 missa
m=(p—-1)-(q9-1)

o Eukleideen algoritmin avulla voidaan laskea d siten, ettd [d]m, = [k] )}
Jja tahan tarvitaan tieto siita mita p ja q ovat.

& Miksi RSA-algoritmi toimii?
Oleta yksinkertaisuuden vuoksi, ettd syt (a,n) = 1.
Voidaan osoittaa, ettd o(n) =¢o(p-q)=(p—1)-(g—1) = m.
Eulerin lauseen mukaan [a™], = [1],.
Koska [d]m = [k|)t niink-d=1+r-mja
b = [ak] =[], = [aln- &™), = [aln - (115 = [a],

josta seuraa, ettd mod (b9, n) = mod (a, n) = a.
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& RSA-algoritmi ja allekirjoitukset

Jos A haluaa lahettaa viestin a B:lle ja B haluaa tulla vakuuttuneeksi siita,

etta viesti todella on peraisin A:lta niin he voivat toimia seuraavalla tavalla:
o A /aSkee tiiViSteen h(a) VieStiStéi a (ja tiivisteesta h(a) viestii ei voida palauttaa).

@ A salaa viestin a B:n julkisella avaimella (ng, kg) salatuksi viestiksi
b = mod (a*8, ng).

@ A salaa tiivisteen h(a) omalla yksityisella avaimellaan (na, da)
allekirjotukseksi s = mod (h(a)?, ny).

A lahettaa b:n ja s:n B:lle.

@ B purkaa b:n yksityiselld avaimellaan (ng, dg) ja saa tulokseksi a:n.

@ B laskee tiivisteen h(a):n ja purkaa s:n A:n julkisella avamella
(na, ka) ja jos tulos on sama kuin h(a) niin hdn tulee vakuuttuneeksi
siitd, etta viesti a todella on perdisin A:lta koska kukaan muu ei pysty
salaamaan h(a):ta A:n yksityselld avaimella (na, da).

Koska [k]m = [d])} niin viesti joka on salattu yksityiselli avaimella
voidaan purkaa julkisella avaimella.
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Varitysongelma

Jos meilla on 6 palloa, monellako tavalla voimme varittaa 2 niistd mustiksi
Jja muut valkoisiksi?

o Jos pallot ovat identtiset on vain yksi tapa, 2 varitetian mustiksi ja 4
valkoisiksi.

o Jos pallot on numeroitu niin on (g) = 15 tapaa valita ne, jotka
varitetadn mustiksi ja loput valkoisiksi.

o Jos pallot ovat saannéllisen 6-kulmion kulmissa ja tatd 6-kulmiota voi
kaantaa niin on 3 vaihtoehtoa:

Sgegs:

Mutta miten ratkaistaan monimutkaisemmat tamantyyppiset
ongelmat?

Huomaa, ettei "varitystd” pidd ymmartaa kirjaimellisesti. Ylla olevat kuvat voivat
myds esittad ksyleenin (CgHyg) isomeerejd missd kaksi vetyatomia on korvattu

metyyliryhmilla.
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¥ Ryhmat

Ryhma on pari [G, e] missd G on joukko ja e on bindarinen operaatio
G:ssa eli funktio G x G — G siten, etta

o SU/keUtuneiSUUS.' de b - G _jOS ad _ja b = G (Seuraus oletuksesta, etti ® : G X G — G on

funktio. )
@ Assosiatiivisuus: (ae b)ec =ae(bec) josa, bjace G.

@ Neutraalialkio: On olemassa alkio e € G siten, etti eea=aee =a

josacG.
e Kdinteisalkio: Jos a € G, niin on olemassa alkio a1 € G (joka osoittautuu
Jksiksitteiseksi) Siten, ettd aea 1 = a lea—=e.

Huom!
@ Usein sanotaan "G on ryhma” jos on selvad, mikd ryhmaoperaatio on
tai jos silla ei ole merkitysta.
o Merkinnin a e b (tai e(a, b)) sijasta kirjoitetaan usein ab, a® = e ja
am =aeae... ea Neutraalialkiota merkitdan myés 1:1la tai I:/la.

~\~
m
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¥ Kommutatiiviset eli Abelin ryhmit

Jos [G, e] on ryhm3 siten, ettd ae b= b e a kaikilla a ja b € G niin ryhma
on kommutatiivinen eli Abelin ryhma. Tassa tapauksessa
ryhmaoperaatiota merkitaan usein +:lla, neutraalikalkiota O:lla ja a:n
kaanteisalkiota —a:lla.

Y% Aliryhm3
Jos G (eli [G,e]) on ryhma niin joukon G ei-tyhja osajoukko H on G:n
aliryhm3 jos seuraavat ehdot patevit ja silloin H (eli [H, @, y]) on myds
ryhma:

@ Josajabe Hniinaebec H.

@ Josa€ H niinaleH.
Jos H on aarellinen joukko niin jalkimmainen ehto seuraa edellisesta roska

a™ € H kaikillam > 1 ja |H| < oo niin on olemassa luvut m > k > 1 siten, ett3

a™ = a¥ jolloin 8™ K = e jasilloina=e=a"l € Hjosm=k+1jaa ! =a"""1 c Hjosm> k+1.
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¥ Homomorfismit ja isomorfismit

Oletetaan, etti [Gi,e1] ja [Go, e2] ovat kaksi ryhmaa ja 1) on funktio :
G1 — G2.
@ 1) on homomorfismi jos 1)(ae1 b) = 1(a) e 1)(b) kaikilla a ja b € Gi.
@ ¢ on isomorfismi jos se on homomorfismi ja bijektio (jolloin myéds
¥~ on homomorfismi).

Ryhmat ovat tassa epaolennaisia, olellista on, etta homomorfismi "sailyttaa

struktuurin”!

% Sykliset ryhmit

Ryhma G on syklinen jos on olemassa a € G siten, etti G ={a/ : j € Z}.
Silloin sanotaan, ettd G on a:n generoima syklinen ryhma ja merkitaan

G = (a).

Jos G on ryhma ja a € G niin (a) = {a :j € Z} on a:n generoima G:n
syklinen aliryhma.

Koska kaikki sykliset ryhmat, joissa on m alkiota ovat isomorfiset niin
tillaista ryhmaa merkitaan Cp,:ll3.
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'@ Sivuluokat
Olkoon G ryhma, H sen aliryhma ja a € G.

@ Joukko aH = {ab: b € H} on H:n vasen sivuluokka joka sisiltid
a:n.

@ Joukko Ha= {ba: b€ H} on H:n oikea sivuluokka joka sisiltid
a:n.

Sivuluokilla on seuraavia ominaisuuksia (tdssd ainoastaan vasemmat
sivuluokat):

o |aH| = |H| kaikilla a € G.

@ Jos a ja be G niin joko aH = bH tai aH N bH = (.

@ UycgaH = G.

@ Jos ajab e G jaaH = bH niin pitee b~'a € H.

o |G| =|H|-|{aH :ae G}| jandin ollen luku |H| jakaa luvun |G]|.
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‘&) Homomorfismit, normaalit aliryhmit ja tekijaryhmat
Olkoon G ryhma.

@ Jos G’ on ryhma, jonka neutraalialkio on €' ja1 : G — G’ on
homomorfismi niin H={a &€ G :¢(a) =€} (v:n ydin) on G:n
aliryhma.

e G:n aliryhmd H on muotoa {a € G :y(a) = €'} jollakin
homomorfismilla G — G’ jos ja vain jos
aH = Ha kaikilla a € G (tai yhtapitavasti, aba=' € H kaikilla a € G
ja b€ H). Tdssa tapauksessa sanotaan, ettd H on G:n normaali
aliryhma.

@ Jos H on G:n normaali aliryhma niin sivuluokat (vasen sama kuin
oikea) muodostavat tekijaryhman, jota merkitdan G/H:lla ja jonka
ryhm&operaatio on (aH)(bH) = (ab)H, neutraalialkio H ja
kianteislakio (aH)™! = a=1H. Funktio v : G — G/H jonka
maaritelma on v(a) = aH on homomorfismi, jonka ydin on H.
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¥ % Permutaatiot
Joukon A permutaatio on bijektio A — A.

@ Kaikki joukon A permutaatiot muodostavat ryhman kun
ryhmaoperaatio on funktioiden yhdistaminen. Koska kaikki
m-alkioisten joukkojen kaikkien permutaatioiden muodostamat
ryhmat ovat isomorfiset niin tillaista ryhmaa merkitaan Sp,:lla.

@ Jokainen ryhma [G, ]| on isomorfinen jonkin joukon permutaatioden
aliryhman kanssa koska joukoksi voidaan valita G ja isomorfismiksi
voidaan valita ¢(a)(b) — 5O D) puie Ee o sewes @i s e hyédyllistd kasitelld ryhmaa

tillaisena permutaatioryhmana.
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¥ % Permutaatiot, radat, syklimerkinnit
Olkoon A &arellinen ei-tyhja joukko.

@ Jos a on A:n permutaatio niin a::n radat ovat pienimmat mahdolliset
osajoukot Aj C A, j=1,2,...m siten, ettd Aj N Ax =0 kun j # k,
UjmzlAj =A ja Oz(Aj): {a(@):ac A} = Aj.

e Sykli on A:n permutaatio « jolle pitee o(xj) = Xj+1,

J=1,2,...,k—1jaa(xx) = x1 missd x1,xz,...,xk € A ja a(x) = x
kaikilla x € A\ {x1,...,xx}. Syklimerkinnoilla kirjoitetaan
a = (x1 X2 ... xk). Tallaisen syklin a pituus on k ja sanotaan,

ettd o on k-sykli. Syklin o radat ovat {x1, x2,...,xx} ja joukot {x}
kaikilla x € A\ {x1,...,xx}.

@ Jos o on permutaatio niin jokaista sen rataa vastaa sykli ja o voidaan
esittda naiden syklien tulona (eli yhdistettyna funktiona).

@ Huom!

Permutaation o« radat ovat ekvivalenssiluokat kun ekvivalenssirelaatioksi
méaritellaan x ~ y kun o/ (x) =y jollain j € 7.
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(& Parilliset ja parittomat permutaatiot

@ Jokainen sykli, jonka pituus on k > 2 voidaan kirjoittaa k — 1:n
2-syklin tulona koska

(Xl X2 ... Xk) = (Xl Xk) <X1 Xk_1> 50 0 (Xl X3> (Xl X2).
@ Jokainen sykli voidaan kirjoittaa tulona sykleista joiden pituudet ovat
2 (tai l).

o Jos permutaatio o on kirjoitettu sekd r:n ettd r':n 2-syklin tulona niin
(=1)" = (=1)" ja permutaation merkki on sign (a) = (—1)".

e Jos o on sykli, jonka pituus on k niin sign (o) = (—1)k*1.

@ Jos a on n-alkioisen joukon permutaatio ja a:lla on m rataa niin
sign (o) = (—1)""™.

@ Permutaation « on parillinen jos sign (o) = 1 ja muuten pariton.

@ Jos a ja B ovat saman joukon permutaatioita niin

sign (a8) = sign («)sign (B).
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%Ryhman toiminta

Jos G i, s] 0n ryhma ja X on joukko niin G:n toiminta joukossa X on
homomorfismi G:ltd X:n permutaatioiden ryhmalle.

Jos yhdistetty funktio maaritelladn (normaalilla) tavalla

(f o g)(x) = f(g(x)) niin saadaan vasen toiminta j jos masritelissn x(f o g) = (xf)e
niin saadaan oikea toiminta. S€N Sijaan etta kirjoitettaisiin 1(a)(x) missa v on
homomorfismi a € G ja x € X kirjoitetaan useimmiten ax ja sanotaan etta
G toimii joukossa X. Vasemmalle toiminnalle
homomorfismiominaisuudeksi tulee (ab)x = a(bx), a,b € G, x € X.

© Huom

Jos G on ryhma X:n permutaatioita niin identiteettifunktio on
homomorfismi eikd toiminta-kasitetta tarvita.

Jos G on ryhm3 niin se toimii itsessaan esim. siten, etta 1(a)(x) = ax
(vasen toiminta), 1(a)(x) = axa~! (vasentoiminta), 1(a)(x) = xa (oikea
toiminta) tai 1(a)(x) = a~'xa (oikea toiminta).
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% Radat ja kiinnittij3aliryhmat
Oletetaan, ettd ryhma G toimii joukossa X (vasemmalta).

@ Jos x € X niin sen rata G:n toiminnassa on joukko
Gx={ax:ae G} CX.
@ Jos x € X niin sen rata alkion a € G toiminnassa on joukko
(a}x = {afx _j € Z} @ XN (& orle i geheroita sykiinen iy Amay)
@ Jos x € X niin sen kiinnittajaaliryhma G:n toiminnassa on joukko
Gx={a€ G:ax=x}, joka on G:n aliryhmd.
Jokaisella x € X patee |Gx| - |Gx| = |G]|.

%Huom!

Jos G toimii joukossa X niin voidaan maaritelld ekvivalenssirelaatio ~
Jjoukossa X siten, ettd x ~ y jos ja vain jos x = ay jollakin a € G. Radat
ovat silloin ekvivalenssiluokat ja usein voi olla hyodyllista pitaa saman
ekvivalenssiluokan alkioita samoina.
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¥ ¥ Sykli-indeksi
Joukon X permutaation a tai joukossa X toimivan ryhman G alkion a
sykli-indeksi on monomi

Cax(ti, .. tn) =1t tF ...tk

missa jix on k-pituisten ratojen lukumaara a:n toiminnassa.
Joukon X permutaatioryhman G tai joukossa X toimivan ryhman G
sykli-indeksi on

Cox(tL, - -stn) = 7= Z Cax(tiy- .-, tn).
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(& Ratojen lukumaira ryhman toiminnassa (Burnsiden lemma)

Oletetaan, etta (aarellinen) ryhma G toimii joukossa X. Jokaiselle a € G
maaritellaan kiintopistejoukko X, siten, etta

Xa={xeX ax=x}.

(Téta joukkoa merkitdan joskus myés X?:lla tai F(a):lla.) SI//OIn ratOjen lukumaara ryhmé.n G
toiminnassa joukossa X on

1
EZ‘XA.

acG
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%Ryhman toiminta ja " varitykset”

Oletetaan, etta ryhma G toimii joukossa X. Joukon X varitys on funktio
w: X — K missa K on joukko "vireja”. Ryhma G toimii kaikkien
varitysten joukossa KX siten, ettd (aw)(x) = w(a~!x), a€ G, x € X.
Tama on vasen toiminta koska

(a(bw))(y) = (bw)(@a™y) = w(b™ta~ty) = w((ab)"'y) = ((ab)w)(y).
Jos Q C KX on X:n viéritysten osajoukko niin G toimii joukossa Q mikali
GQ = Q.

Ryhman G toiminta varitysjoukolla 2 maarittelee ekvivalenssirelaation
Q:lla siten, ettd samaan rataan kuluvat varitykset ovat ekvivalentteja, eli
w ~ 1 jos ja vain jos w = an jollakin a € G ja silloin naita varityksia
pidetdan samoina. N&in ollen G:n toiminnan suhteen "erilaisten”
varitysten lukumaara on sama kuin ratojen lukumaara, joka on

=LY

acG
missd Q, ={w € Q: aw = w } on niiden varitysten joukko, jotka ovat
invariantteja, eli kiintopisteitd, a:n toiminnassa.
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Mitka varitykset ovat invariantteja ryhmaalkion a toiminnassa?
Oletetaan, etta ryhma G toimii joukossa X ja ettd a € G ja X:n radat a:n

toiminnassa ovat Ry 1, Ra2,... Ram,.

Jos w on X:n varitys (eli funktio: X — K missd K on joukko vireja) niin
aw = w Jos ja vain jos w on vakio jokaisella radalla R, ;, j = 1,...,mj.
Miksi?

Koska aw = w niin pdtee dw = w kaikilla j € Z. Jos nyt x ja y kuuluvat
samaan rataan a:n toiminnassa niin on olemassa luku j siten, ettd @x =y
eli a7y = x. Alkion a € G toiminnan maaritelman ((aw)(x) = w(a~1x))
nojalla ja koska #w = w saamme

w(y) = (Fw)(y) = w(ay) = w(x).

Jos taas w on vakio jokaisella radalla niin w(x) = w(a~'x) kaikilla x € X.
Téastd seuraa, ettd w(x) = (aw)(x) kaikilla x, eli w = aw.
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Pdélyan "varitys”-lause

Oletetaan, ettd G toimii joukossa X ja ettd KX on kaikkien X:n
"varitysten” joukko missi "varien” joukko on K = {vi,va,..., v, }. Silloin
monomin

i

i 2 r
V]. 'V2 '...‘Vr,

kerroin polynomissa
Cox(Vi+. o v vi+. v v+ V)

on niiden X:n varitysten lukumaara, joissa varia v; kdytetaan tasmalleen i
kertaa (eli |[{ x : w(x) = vj }| = i) ja jotka eivit ole ekvivalentteja G:n
toiminnassa.

Jos kdytetdan r varid mutta muita rajoituksia ei ole niin (g x(r,r,...,r)
on niiden X:n varitysten lukumaara, jotka eivat ole ekvivalentteja G:n
toiminnassa.
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¥ % Verkot

@ Sunnattu verkko on pari [V, E] missd V' on joukko, jonka alkiot ovat
verkon solmut ja E on joukon V' x V osajoukko, jonka alkiot ovat
solmujen viliset (suunnatut) kaaret eli linkit.

@ Suuntaamaton verkko (tai vain verkko) on pari [V, E] missi V' on
Joukko, jonka alkiot ovat verkon solmut ja E C {{a, b} :a,b € V }on
verkon solmujen vélisten kaarien joukko.

@ Verkko [V, E] on yksinkertainen jos |k| = 2 kaikilla k € E ja
suunnatun verkon tapauksessa jos [v,v] ¢ E kaikilla v € V.

@ Jos verkon kahden solmun vailla on kaari niin ne ovat toistensa
naapureita ja kyseisen kaaren paatesolmut.

Useimmiten V/ :n alkioiden lukumaara on positiivinen mutta aarellinen.

%Huom!

Naissa verkoissa on siis kahden solmun valila korkeintaan yksi kaari ja
verkko on yksinkertainen jos mistaan solmusta ei ole kaarta samaan
solmuun.
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W Mairitelmia

@ Verkon [V, E] polku (solmusta vy solmuun v,) on jono [vg, v1, ..., Vy]
missia vie€ V,j=0,1,...,n ja jokaisellaj =1,...,n on olemassa
kaari solmujen vj_y ja v; vdlilla, (eli {vj_1,v;} € E tai [vj_1,vj] € E).
Polun [vg, vi, ..., vs] pituus on n.
Verkon [V, E] sykli on sen polku [vg, v1, ..., vy] missd v, = v.

Polku [vo, vi, ..., va] on yksinkertainen jos v; # v, 0 < j < k < n.

Sykli [vo, v1, - .., vn] on yksinkertainen jos [vp, v1,...,Vv,_1] on
yksinkertainen.
@ Verkon [V, E] Eulerin polku (tai sykli) on sen polku (tai sykli)
[vo, vi, ..., val, jossa U_1{vj_1,v;} = E ja {vj—1,vj} # {vk—1, vk}
kun 1 S_/ < k S n (Viqlvi—1, vl = Ejalvi—1,vj] # [vk—1, v kun 1 < j < k < n) eli se
kay lapi verkon kaikki kaaret tismalleen kerran.
e Verkon [V, E] Hamiltonin polku (tai sykli) on sen yksinkertainen
polku (tai sykli) [vo, vi,...,vy], jossa {wy,...,va} = V eli se kidy lapi
kaikki verkon solmut (syklitapauksessa paitsi vo = v,) tasmalleen
kerran.
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WMairitelmia, jatk.

@ Verkko on yhtendinen jos jokaisesta solmusta on polku jokaiseen
toiseen solmuun.

@ Verkko on puu jos se on yksinkertainen ja jokaisesta solmusta on
tasmalleen yksi yksinkertainen polku jokaiseen toiseen solmuun.

@ Verkko on metsa jos se on yksinkertainen ja jokaisesta solmusta on
korkeintaan yksi yksinkertainen polku jokaiseen toiseen solmuun.

@ Verkko [V, E] on kaksijakoinen osilla X ja Y jos V =XUY,
XNY=0jaECc{{xy}:xeX,y€Y} miecxxv).

@ Verkon [V, E| pariutus on kaarien osajoukko M C E siten, ettd
kahdella eri M:n kaarilla ei ole yhteisia paatesolmuja, eli jos
e1 ={vi,vi}jaex={w,Vj} ninetNex# 0 <> e1 = € (ostw,vjle Mja
[vo, v2/] € M niin {vq, vl/} N {vy, V2/} # 0+ [vi, vll] = [vo, v2’])

@ Yksinkertaisen verkon [V, E| solmujen varitys on funktiow : V — K
siten, ettd w(v;) # w(vk) jos {vj, vk} € E @, vl e). Verkon
kromaattinen /uku on pienin solmujen varitykseen tarvittava varien
lukumaara.
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% Isomorfiset verkot

Verkot [V, E] ja [V', E'] ovat isomorfiset jos on olemassa bijektio
w . E — E/ Siten, etta {'@b(a),@b(h)} € E/ s {a, b} € E ( ja suunnatussa tapauksessa
[p(a), w(b)] € E' > [a, 6] € E) €li "naapurit kuvautuvat naapureille”.

Ahne varitysalgoritmi

Helppo, mutta ei valttamatta optimaalinen tapa solmujen varityksen
Ioytamiseksi on seuraava ahne algoritmi:

@ Aseta solmut johonkin jarjestykseen: [vi, va, ..., vp].
@ Aseta vdrit johonkin jirjestykseen: [c1, Co,. .., Cr].
e Varitd ensimmainen solmu ensimmadiselld varilld, eli w(vi) = c1.

@ Jos solmut v1,. .., vk on varitetty niin varita solmu vy, 1
ensimmadiselld kaytettavissa olevalla varilla siten, ettd ehto ettei
naapureita variteta samalla varilld toteutuu, eli w(vky1) = ¢j missd
J=min{i>1:{vp, w1} € E&p<k—=w(vp) #c}.
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% Naapurimatriisi

Jos [V, E] on verkko, jossa on m solmua V' = {v1,...vmn} niin sen
naapurimatriisi on m X m-matriisi

1, {vi,w}€E, (wyweer),

A, k) =
(-j ) O’ {VJ,Vk} ¢ E, ([Vj’vk]gE)'

Jos n > 1 ja B = A" niin B(j, k) on n-pituisten polkujen lukumaara
solmusta vj solmuun vy.

% Kaksijakoiset verkot ja pariutukset

Jos [X U'Y, E] on kaksijakoinen verkko (jonka osat ovat X ja Y') niin on
olemassa pariutus M siten, etta jokainen x € X on jonkin M:n kaaren
paatepiste eli M on ns. taydellinen pariutus

Jos ja vain jos

Jokaiselle A C X patee, ettd A:n alkioiden lukumaard |A| on pienempi tai
yhtasuuri kuin A:n alkioiden naapureiden lukumaara eli
Al<HyeY:{x,y} €Emuner,xe A}
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(& Minimaalinen virittava puu, ahne algoritmi | (Prim)

Jos [V, E] on yhtendinen (suuntaamaton) vVerkko ja jokaiselle kaarelle {v;, vy} on
annettu paino w({vj, vk}) Gaw({y. w}) = oo jos {v;, w} ¢ E) Niin minimaalinen
virittava puu on verkko [V, ET] missd ET C E (eli aliverkko) joka on puu
Jja sellainen, etta Z{ijvk}eET w({vj, vk }) on mahdollisimman pieni.
Minimaalinen virittava puu voidaan konstruoida esimerkiksi seuraavalla
ahneella algoritmilla:
e Valitaan T; = [{v1},0] missd vi on V:n mielivaltainen alkio.
@ Jos Ty = [V, Em] on valittu ja Vp, # V niin valitaan v; € Vp, ja
vk € V' \ Vi, siten, ettd w({vj, vk}) on mahdollisimman pieni jolloin
Tmt1 = [Vm U{w}, Em U {{vj, vk} }], eli verkon T, solmuihin
lisdtadn solmu vy ja kaareihin solmujen v; ja v valinen kaari.
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& Minimaalinen virittava puu, ahne algoritmi Il (Kruskal)

Jos [V, E] on yhtendinen (suuntaamaton) verkko ja jokaiselle kaarelle {vj, vi} on
annettu paino w({Vj, vk}) Gaw({y, w}) = oo jos {v;, w} ¢ E) Niin minimaalinen
virittava puu voidaan konstruoida myods seuraavalla ahneella algoritmilla:

e Valitaan Ey = 0.

e Niin kauan kun verkko [V, En,] ei ole puu niin Ep, 1 = Ep, U {e}
missa e € E \ E,, valitaan siten, ettd w(e) on mahdollisimman pieni
Ja verkko [V, E,, U {e}] on metsa.
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%Dynaaminen optimointi ja verkot

Olkoon [V, E] yksinkertainen yhtendinen (suuntaamaton) verkko jossa jokaiselle
kaarelle {vj, v} on annettu paino w({vj, vi}) > 0 (a w({v;, w}) = o jos
(v, v} ¢ £). Jos tehtavand on I6ytas polku [vo, vi, .. ., vy| tietystd solmusta

n

vo johonkin toiseen solmuun vy siten, ettd » ;3 w({vj_1,v;}) on

mahdollisimman pieni voidaan menetelld seuraavalla tavalla:
o Maiarittele s(v) = min{zjj-(:1 w({vj—1,v}) : [vo,v1, ..., V] on polku
solmusta vy solmuun vy = v}.
@ Huomaa, ettd funktio s toteuttaa dynaamisen optimoinnin
periaatetta:

(s(v') + w({v',v}).

e Maarita optimaliset arvot s(v) seuraavalla tavalla:
Valitse Vo = {w} ja s(v) = 0.
Jos optimaaliset arvot s(v) on maaritetty kun v € V; niin laske V;:n
naapureille testiarvot t(v) = min,cv.(s(v') + w({v',v}), v € V\ V.
Valitse Vi1 = V; U{v} jas(v) =t(v)josve V\YV, ja
t(V) = minvle\/\\/j t(V/).

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0402 Diskreetin matematiikan perusteet 3. huhtikuuta 2014 38 /38

W= T8
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