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% % Joukot

o Joukko-opissa peruskasite on € eli a € A kun "alkio a kuuluu
Joukkoon A” ja a ¢ A kun "alkio a ei kuulu joukkoon A”.

e Merkintitapoja: A = {2,4,5,8} on joukko jonka alkiot ovat 2, 4, 5 ja
8 ja B ={4,5,...2014} on joukko, jonka alkiot ovat kaikki
kokonaisluvut j joille patee 4 < j < 2014. Usein merkitdan
A= {x € B: P(x)} jolloin A:n alkiot ovat ne joukon B alkiot joille
vaite P(x) on tosi.

e Tyhji joukko: ) = {} on tyhja joukko johon ei kuulu yhtiin alkiota,
eli x € O on aina epatosi.

© A= B kun x € A jos ja vain jos x € B, eli esimerkiksi
{1,2,2,3} = {3,2,1}.

o Ei-negatiiviset kokonaisluvut joukkoina: Jos () on luku 0 niin {0} on

luku 1, {0,{0}} on luku 2, {0,{0},{0,{0}}} on luku 3 jne.
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% % Joukko-opin perusmerkintdja
o Yhdiste tai unioni: x € AU B jos ja vain jos x € A tai x € B.
o Leikkaus: x € AN B jos ja vain jos x € Aja x € B.
o Joukkoerotus: x € A\ B jos ja vain jos x € A mutta x ¢ B.
o Osajoukko: A C B jos jokainen A:n alkio on myés B:n alkio.
o Yhtaldisyys: A= B jos AC B ja B C A.
e Komplementti: A= Q\ A jos A C Q ja on selvdd mika Q on.
@ Yhdiste tai unioni: x € Uje A, jos ja vain jos x € A; jollakin j € J.
o Leikkaus: x € Nje A; jos ja vain jos x € Aj kaikilla j € J.

% % Standardimerkintoja

e No={0,1,2,3,...} on luonnollisten lukujen (missd 0 on mukana)
Jjoukko.

o Z=H{.. —1,0,1,2,3,...} on kokonaislukujen joukko.
e Q={ g :p,q €7, q# 0} on rationaalilukujen joukko.

@ R on reaalilukujen joukko.
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% Propositiologiikka eli lausekalkyyli
Jos a ovat b lauseita tai vditteita, jotka voivat olla tosia tai epitosia mutta
el mitdan siltd valiltd niin

@ Lause a & b on tosi kun a on tosi ja b on tosi

@ Lause a| b on tosi kun a on tosi tai b on tosi (ja my6s kun
molemmat ovat tosia).

@ Lause la on tosi kun a ei ole tosi eli a on epétosi.

@ Lause a — b on tosi kun (1a) | b on tosi, eli kun b on tosi tai a on
epatosi.
e Lause a <> b kun (a — b) & (b — a) on tosi.

Matemaattisessa logiikassa kaytetddn yleisesti & :n sijasta A,
ja l:n sijasta —.

:n sijasta V

Implikaatio —

Logiikan lause a — b ei tdysin vastaa jokapdivdisen kielenkdytén ”jos a
niin b” koska se on tosi kun a on epatosi eika silld valttdmattd ole mitaan
tekemistd syy-seuraus syhteen kanssa.
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Predikaattilogiikka
@ Lause Vx P(x) on tosi kun P(x) on tosi kaikilla x.

@ Lause 3x P(x) on tosi kun on olemassa x siten, ettd P(x) on tosi.

Predikaattilogiikka on lausekalkyylin laajennus, jossa operaatioden eli
konnektiivien (\, &, |, — ja <) lisdksi kdytetddn universaali- ja eksistenssi
kvanttorit ¥/ ("kaikilla”) och 3 ("on olemassa”), ja lauseiden lisaksi
kdytetddn muuttujia x,y, ... ja predikaatteja P, Q, . ... Predikaateilla on
darellinen maara argumentteja, esim. P(x), Q(x,y), jne., ja predikaatti
joiden argumenttien lukuméaara on O on lause.

Predikaattien lisdksi voidaan kdyttda funktioita joiden arvot kuuluvat
samaan kdasiteltavain aihepiiriin ("domain of discourse”) kuin muuttujat.
Funktio, jolla ei ole muuttuja on vakio. Funkiot ja vakiot voidaan esittas
predikaattien avulla, mutta se on usein kbmpel6 vaihtoehto.
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@ Prioriteettijarjestys
Jos ei kdyteta sulkuja, joilla tietenkin on korkein prioriteetti, niin loogiset

konnektiivit evaluoidaan tavallisesti seuraavassa jarjestyksessa: Ensin !,
sitten V ja 3, sitten & ja | ja lopuksi — ja <.

YVxcAjadxe A

Lauseet Vx € A(P(x)) ja 3x € A(P(x)) ovat lyhenteitd lauseista
Vx (x € A— P(x)),
Ix (x € A& P(x)),

Ja tarkoittavat (tietenkin) ettd "kaikilla A:n alkiolla x patee P(x)" ja "on
olemassa A:n alkio x jolla P(x) patee”.
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% Negaatio !, konnektiivit & ja | sekd kvanttorit V ja 3
Kaikilla lauseilla a ja b patee

(a& b) <> 'a|!b,
l(a| b) <> 1a& b,

eli esimerkiksi !(a & b) on tosi tasmalleen silloin kun !a | b on tosi ja lause
l(a & b) <+ !a | !b on tautologia koska se on tosi rijppumatta a:n ja b:n
totuusarvoista.

Samoin kaikilla predikaateilla P patee

I(Vx(P(x))) + Ix('P(x)),
I(3x(P(x))) + Vx(1P(x)).
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Induktioperiaate

Jos P(n) on viite (joka kaikilla n > ng on joko tosi tai epatosi) siten, ettd
e P(ng) on tosi
@ P(k + 1) on tosi jos P(k) on tosi (eli P(k) — P(k + 1) on tosi) kun

k Z no

niin P(n) on tosi kaikilla n > ng.

Joskus on tarpeen ottaa induktio-oletukseksi véite, ettd P(j) on tosi kun

no < j < k sen sijaan ettd pelkistdan oletetaan, ettd P(k) on tosi.
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% % Karteesinen tulo

Kahden joukon X och Y karteesinen tulo X x Y on joukko johon kuuluvat
kaikki jirjestetyt parit (a,b) tai [a,b] missia€ X jabe Y, eli

XxY={[abl:aeXjabeY}.

On monta tapaa madritelld jirjestettyd paria [a, b] ja usein kaytetty tapa
on sanoa, etta [a, b] on joukko {{a},{a, b}}.

¢ % Relaatiot

Relaatio joukosta X joukkoon Y (tai relaatio joukossa X jos Y = X) on
karteesisen tulon X X Y osajoukko.
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% Verkko?

Verkko, eli graafi muodostuu joukosta solmuja ja joukosta niiden vailisia
kaaria (tai linkkejd), esim n&in:

g

Suunnatussa verkossa jokaisella kaarella on Idhtésolmu ja kohdesolmu kun
suuntaamattomassa verkossa ei tehda eroa ldhto- ja kohdesolmun vililla.

e Suunnattu verkko on jarjestetty pari [V, E| (V ="vertex”,
E ="edge"”) missd V' on joukko (tavallisesti darellinen ja ei-tyhjd) ja
E Cc V xV, eli E on relaatio joukossa V.

@ Suuntaamaton verkko on jarjestetty pari [V, E| missd V on joukko
(tavallisesti dérellinen ja ei-tyhjd) ja E C {{a,b} :a€ V,be V }.

Suuntaamaton verkko voidaan myés ajatella olevan suunnattu verkko
missd relaatio E on symmetrinen, eli [a,b] € E — [b,a] € E.
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% Erilaisia relaatioita joukossa X
Relaatio W joukossa X on
o refleksiivinen jos [x,x] € W kaikilla x € X.
e symmetrinen jos [x,y] € W — [y, x] € W kaikilla x jay € X.
e transitiivinen jos [x,y] € W & [y,z] € W — [x,z] € W kaikilla x, y
jaze X.
e antisymmetrinen jos [x,y] € W & x #y — [y, x] ¢ W eli
[x,y] e W& [y,x] € W — x =y kaikilla x jay € X.
@ asymmetrinen jos [x,y] € W — [y, x] ¢ W kaikilla x jay € X.
e totaalinen tai tdydellinen jos [x,y] € W | [y, x] € W kaikilla x ja
y e X.
o ekvivalenssirelaatio jos W on refleksiivinen, symmetrinen ja
transitiivinen.
o osittaisjdjestys jos W refleksiivinen, antisymmetrinen ja
transitiivinen.

Usein kirjoitetaan [x,y] € W:n sijasta xWy esim. x < y sen sijaan, etti

k Nitetts n
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@ % Funktiot
jos X ja Y ovat joukkoja niin funktio f : X — Y on relaatio joukosta X
joukkoon Y eli X x Y :n osajoukko siten, etta

@ jokaisella x € X on olemassa y € Y siten, ettd [x,y] € f.

@ jos [x,y1] € f ja [x,y2] € f niin y1 = y».
Tavallisesti funktio esitetdan siten, ettd [x,y| € f jos ja vain jos y = f(x)
(vaikka xf tms. voisi olla parempi merkintitapa jos luetaan vasemmalta oikealle).
Toisin sanoen, funktio f joukosta X joukkoon Y on "sddntd”, joka

Jokaisella x € X antaa vastaukseksi yksikasitteisen alkion y = f(x)
Jjoukossa Y.

@ Jos f : X — Y on funktio niin X on sen maarittely- eli lahtojoukko ja
Y on sen maalijoukko.
o YX = {f:f on funktio joukosta X joukkoon Y }.

@ Jos f: X — Y on funktio ja A C X niin fijy : A=Y on funktio f
rajoitettuna joukkoon A eli relaationa

fa=1{lyl:[x,y]€ef,x€ A}
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% Anonyymit funktiot

Voidaan puhua esim. luvusta 2 ilman sekaantumisen vaaraa, mutta jos
puhutaan lausekkeesta x + 3 ei ole valttamatta selvda tarkoitetaanko
funktiota, joka antaa tulokseksi argumenttinsa johon on lisatty 3 vai
tdman funktion arvo kun argumentti on x. Jos tarkoitetaan funktiota eika
sen arvoa niin voidaan kirjoittaa x — x + 3 tai @(x)x+2 tai
function(x){return x+3;} tai jotain muuta vastaavaa.

& % Injektiot, surjektiot och bijektiot

Funktio f : X — Y on
@ injektio jos f(x1) = f(x2) = x1 = xp kaikilla x1, xp € X.
@ surjektio jos kaikilla y € Y on olemassa x € X siten, ettd f(x) = y.
@ bijektio jos se on sekd injektio etta surjektio.

Ekvivalentti maaritelma on, ettd f : X — Y on injektio jos

x1 # xo — f(x1) # f(x2) kaikilla x1, xo € X ja f on surjektio jos
arvojoukko f(X) = { f(x) : x € X } on sama kuin maalijoukko Y eli
f((X)=Y.
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% Yhdistetyt funktiot ja kdanteisfunktiot
@ Josf: X =Y jag:Y — Z ovat kaksi funktiota niin
h=gof : X — Z on funktio h(x) = g(f(x)).
@ Josf: X—=Y,g:Y — Zjah:Z— W ovat funktioita niin
(hog)of = ho(gof) joten tima funktio voidaan myds kirjoittaa
muodossa hogo f.

@ Jos f : X — Y sellainen funktio, ettd on olemassa funktiog : ¥ — X
siten ettd (g o f)(x) = x ja (fog)(y) =y kaikillax € X jay €Y
niin f on kddntyva, g on f:n kddnteisfunktio ja ja useimmiten
kirjoitetaan g = f1.

@ Funktio f : X — Y on kdintyva jos ja vain jos se on bijektio.

@ Jos f: X — Y on kiintyva niin (f~1)~! = f eli kidanteisfunktio on
myds kaantyva ja sen kadnteisfunktio on f.

Huomaa ,ettei f ~* ole sama funktio kuin h(x) = f(x) ™! joka edyllyttss etts Y :n (fai ainakin arvojoukon) elementeills on

kaénteeisalkioita mika on esim. tilanne joukossa R \ {0} mutta ei joukossa Z.
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% Ordo eli Iso-O: f € O(g)

Jos g on funktio, joka on maaritelty kaikilla "riittdvan isoilla”
kokonaisluvuilla niin f € O(g) kertoo ettd myés f on maaritelty kaikilla
"riittavan isoilla” kokonaisluvuilla ja on olemassa vakioita C ja N siten,

etta
[f(n)] < Clg(n)], n=>n.

Taman merkinnan kaytté tarkoittaa myds sitd, ettei ole erityisen oleellista
mita vakiot C ja N oikeasti ovat tai miten pieniksi niitd voi valita.

Usein kirjoitetaan f € O(g):n sijasta f(n) = O(g(n)) mutta jos

O(n) + O(n?) € O(n?):n sijasta kirjoitetaan O(n) + O(n?) = O(n?) niin piti3
muistaa, ettei tastd seuraa O(n) = 0/

Téssa kasitellddn yksinkertaisuuden vuoksi vain (tietyilld) kokonaisluvuilla mériteltyja funktioita ja samoin tarkastellaan

4_ 3

ainoastaan mita tapahtuu kun — oo mutta se ei ole mitenkaan oleellista. Esimerkiksi pitee myés X3+X2 € O(x) kun x — 0.
x34x

y
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% Joukon mahtavuus eli alkioiden lukum3ira

Kahdella joukolla A ja B on sama lukumaara alkioita |A| och |B| eli
ne ovat yhta mahtavia, jos on olemassa bijektio A — B.

Joukolla A on vihemmdn tai yhtd monta alkiota kuin joukolla B, eli
|A| <|B|, jos on olemassa injektio A — B.

Joukolla A on vihemmén alkioita kuin joukolla B, eli |A| < |B
on olemassa injektio A — B mutta ei bijektiota A — B.

Jos A={0,1,2,...,n— 1} niin |A| = n.

Joukko A on &arellinen jos on olemassa kokonaisluku n siten, ettad

|A| = n.

Joukko A on numeroituva ja |A| = |N| ja ylinumeroituva jos |A| > |NJ|.

, jos

Huom!

Jotta ndma maaritelmat olisivat jarkevid pitdd osoittaa, ettd on olemassa
bijektio {0,1,2,...,n—1} —{0,1,2,...,m — 1} jos ja vain jos m = n ja
jos on olemassa injektioita A — B ja B — A niin I6ytyy myés bijektio
A— B.
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% % Summaperiaate, yksinkertaisin muoto
Jos A ja B ovat kaksi (darellistd) joukkoa siten, ettd AN B = niin

|AUB| = |A| + |B].

Tistd seuraa, ettd jos B C A niin |A\ B| = |A| — |B].

% @ Tuloperiaate, yksinkertaisin muoto
Jos A ja B ovat kaksi (darellistd) joukkoa niin

Ax B| = |A]-|B|

@ @ Lokero- eli kyyhkyslakkaperiaate
Jos m > 1 esinettd laitetaan n > 1 laatikkoon niin ainakin yhdessa
laatikossa on vahintaan [T-‘ esinetta!

Miksi? Jos laatikoissa olevien esineiden lukumdaardn maksimi on k niin
k-n>m joten k > I ja koska maaritelmdn mukaan [ on pienin

kokonaisluku joka on > ™ niin k > [T].
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% @ Seulaperiaate eli yleistetty summaperiaate
Jos Aj, j =1,2,... ovat aarellisia joukkoja niin

|A1 U Ag| = |Ax| + |Az| — [AL N A,
|A1 U As UA3| = |A1| aF |A2| aF |A3| = |A1 ﬂAzl = |A1 ﬂA3|
— |A2 ﬂA3| =F |A1 N As ﬂA3|,

Ual-3co 3 |4l

j=1 =1 1<j<jp<...<jr<k i=1
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@ % Tuloperiaate

Jos valinta- tai paatdsprosessissa on k vaihetta ja vaiheessa j on n;
vaihtoehtoa, riippumatta siitd mitd valintoja tai paatéksia on
aikaisemmissa vaiheissa tehty, ja jos kaikki valinnat johtavat erilaisiin
lopputuloksiin, niin kaikkien vaihtoehtojen lukumaaraksi tulee

n-ng-...-nNg.
Toisin sanoen, jos
C={(x,x0,..., %) :x1 €A1, X2 € Aoy -3 Xk € Akoxt,oooxes 1

missd |A1| = ny, jokaisella x; € Ay pétee |Ay x| = n2 ja yleisesti jos x; € Ay,
X2 € Ay, X3 € A3 x, JNE., niin patee |Aj . ... 51| = nj, 1 < j < k, niin silloin

|C|:n1-n2'...-nk.
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% ¥ Kertoma

Jos n on positiivinen kokonaisluku niin
n=1-2-...-(n—1)-n.
Lisdksi Q! = 1.

% % Binomikerroin
Jos n ja k ovat kokonaislukuja siten, ettd 0 < k < n niin

(D= mr=a;
jolloin () = ().

% % Multinomikerroin
Josnj >0 kunj=1,2,...,mjan=ny+ny+...0y, nin

( n ) n!
n,ny,...,Nm n!-nol-. .. ny!
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& % Jarjestetty otos
A on joukko jossa on n alkiota (eli |A| = n).

@ Jos valitaan k alkiota joukosta A ja muodostetaan niista jono
[x1,X2,...,xk] ja tehdddn tdma palauttamatta, eli samaa alkiota ei
valita monta kertaa jolloin x; # x;j kun i # j niin saadaan ns.
k-permutaatio. Naiden jonojen eli k-permutaatioiden lukumaéra on
tuloperiaatteen nojalla

n!
n-(n=1)-...-(n—k+1)= —
@ Jos valitaan k alkiota joukosta A ja muodostetaan niista jono
[x1,X2,...,xk] ja tehdddn tima palauttaen, eli voidaan valita sama

alkio monta kertaa jolloin ainoa vaatimus on, ettd x; € A kun
1 < j < k niin tuloperiaatteen nojalla ndiden jonojen lukumaars on
|AJK = nk.
Huomaa, ettd molemmissa tapauksissa on oleellista etta kyseessa on
jarjestetty otos eli silld, missa jarjestyksessa alkiot valitaan A:sta, on
merkitysta.
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% @ Otos palauttamatta kun jarjestysti ei oteta huomioon
A on joukko jossa on n alkiota (eli |A| = n).

@ Jos valitaan k alkiota joukosta A palauttamatta, eli samaa alkiota ei
valita monta kertaa eika valintajarjestysta oteta huomioon niin
saadaan A:n osajoukko jossa on k alkiota. Tallaisten osajoukkojen

lukumaara on
n
ok

Miksi? Jos kyseinen lukumaara on f(n, k) niin palauttamatta
otettujen jirjestettyjen otosten lukumdaira on f(n, k) - k! koska k
alkiota voidaan jarjestia jonoksi k! eri tavalla. Nain ollen
| oo
f(n k) -kl = ﬁ niin f(n, k) = (7).
@ Joukkoa A voidaan jakaa osajoukoiksi A;, j = 1,..., m siten, ettd
UjmzlAj =A, A,'ﬂAj =0 kun I';éj, Jja ‘Aj’ = n;j

( n >
n,no,...,Nm
eri tavalla.
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% @ Otos palauttaen kun jarjestysta ei oteta huomioon

Joukosta A, jossa on n alkiota, voidaan valita k alkiota palauttaen, eli
voidaan valita sama alkio monta kertaa,

k+n—-1\ (k+n-1
n—-1 ) k ’
eri tavalla jos valintajirjestysta ei oteta huomioon.

Miksi? Olkoon A = {x1,x2,...,x,}. Kun valitsemme k alkiota, palauttaen,
Joukosta A eika jarjestykselld ole merkitystad niin ainoa asia jolla on merkitystd on

montako kertaa valitsemme alkion x; missa j = 1,...,n. Jos alkio x; on valittu k;
kertaa niin Z}’Zl ki = k. Kaikki tallaiset jonot [ky, ko, ..., k] voidaan generoida
seuraavalla tavalla: Joukosta {1,2, ..., k + n— 1} valitaan osajoukko johon

kuuluu n — 1 lukua. Nama luvut olkoot 1 < p;1 < pp < ... <ppo1 < k+n—-1ja
lisdksi madritellddn po = 0 ja p, = k + n. Nyt luvuksi k; otetaan
ki=pj—pj—1—1,j=1,...,n. Jos esimerkiksi n = 4 ja k = 10 niin jono
[ki, ko, ks, ka] = [3,2,2,3] voidaan esittad ndin: s x| sk | *x | x eli
N e
K ko ks Ka
erotetaan x-jonot toisistaan |-merkeilld joita on n — 1 kappaletta ja joiden indeksit

Jonossa ovat p;, eli tdssa esimerkissd py = 4, po = 7 ja p3 = 10.
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@ % Allokointimallit eli vaihtoehtoinen ajattelutapa

On sijoitettava k palloa n:aan numeroituun laatikkoon.

@ Pallot numeroitu <> Valintajirjestyksella on merkityst3.

Pallot samanlaiset: <> Valintajirjestykselld ei ole merkitysta.

°
@ Jokaiseen laatikkoon korkeintaan yksi pallo <+ Valinta palauttamatta.
°

Jokaiseen laatikkoon mielivaltainen maara palloja <> Valinta

palauttaen.

Pallojen lukumaara laatikoissa
<1 ei rajoituksia

Pallot numeroitu

Samanlaiset pallot

n! X
(n— k)| "

W (50
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% Binomi- ja multinomikaavat

(x+y)" = Z C) Xy,

Jj=0
n __ n n Nm
Cat...+xm)"= - o)X X
e e = 1550102055 en=r o
nJZO

Miksi? Binomikaava on erikoistapaus multinomikaavasta koska
(") = (;.) ja multinomikaava pétee koska (x1 + ...+ xm)" voidaan

J J>n—j

kirjoittaa summana jossa on m" termid jotka ovat tyyppid y1-y2 ... Yn
missé jokainen y; € {x1,x2,...,xm}. Jokainen muotoa x* - ... - xjm termi
syntyy siita, ettd joukko {1,...,n} jaetaan osajoukkoihin A;, j=1,...,m

siten ettd i € Aj jos ja vain jos y; = x;j jolloin siis |Aj| = nj. Tallaisia

osituksia on tasmalleen (nl, n2,...,n,,,) kappaletta.
Tasta seuraa myds, etta ( . n;“’ nm) kertoo monellako tavalla voidaan
kirjoittaa jono [y1, Y2, ..., yn| siten ettd siind esiintyy n; kertaa alkio x;
kaikilla j =1,2,..., m.
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(@ Funktioiden lukum3arat
Oletetaan, ettd |A| = m och |B| = n.

o Funktioden A — B lukumaira on |BA| = n™.
Miksi? Funktio f : A — B on jarjestetty m-kokoinen otos palauttaen

Jjoukosta jossa on n alkiota.
@ Injektioiden A — B lukumaéri on
n!
n-(n=1)-...-(n—m+1)= ———
(n=1)(n=m+1) =
Miksi? Injektio A — B on jarjestetty m-kokoinen otos palauttamatta
joukosta jossa on n alkiota.

m < n.

n
e Surjektioiden A — B lukumd&ara on Z(—l)"*r <n> r'.
r
r=0
Miksi? Surjektioiden lukumaard on kaikkien funktioiden lukumaara

josta vahennetdan niiden funktioden lukumaara joiden arvojoukko on
B:n aito osajoukko ja tdma on laskettavissa seulaperiaatteen avulla

Jolloin lopulta saadaan ylli oleva kaava.
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