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& Jaollisuus

Luku b on jaollinen luvulla a eli b on a:n monikerta eli a jakaa luvun b jos
on olemassa kokonaisluku k siten, ettd b = ak, eli b € aZ. Tama
merkitdan usein a| b.

¥ % Modulofunktio mod

Jos n > 0 niin mod (m,n) =j jos0<j<njam=j+ kn missi k € Z,
(mutta mod (m,0) = m ja mod (m, n) = mod (m,—n) + n jos n <0). Jos m ja n
ovat positiivisia lukuja niin mod (m, n) on jakojaidnnds joka saadaan kun m
Jjaetaan n:lla mutta jos m < 0 niin tima jakojaannos ei ole positiivinen.

% % Kongruenssi modulo
Luku a on kongruentti luvun b kanssa modulo n jos a — b on jaollinen n:lld
Ja tima merkitiin a =, b tai a= b (mod n):
a=p,b << a=b (modn) <« n|(a—0>b)
< a=b+kn, ke€Z <+ mod(a,n)=mod(b,n)
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%% 7Z/nZ, kongruenssi- eli jadnndsluokat

Relaatio =,, on ekvivalenssirelaatio joukossa Z (x =p X, X =p y — ¥ =p X,
X=py AND Yy =, Z = X =, ) ja jakaa Z ekvivalenssiluokkiin joita
kutsutaan kongruenssi- tai jadnnésluokiksi, ja nama ovat joukot
{-..,—2n,—n,0,n,2n...}, {...,—2n+1,—n+1,1,n+1,2n+1...},
oo {.,—n—=1,-1,n—1,2n—1,...} joissa kaikki alkiot ovat
kongruentteja toistensa kanssa modulo n. Seuraavia merkint6ja kaytetdan:

[k],,déf{meZ:mEnk}:{meZ:mod(m,n):mod(k,n)},

Z/nZ % {[Kp: k=0,1,2,...,n—1}, josn> 0.

% Huom!

Koska mod (m1, n) = mod (ma, n) <> [m1], = [m2], niin usein valitaan
alkio mod (m, n) edustamaan jadnnésluokkaa [m), niin ettad voidaan esim.
puhua luvuista 0,1,2,...,5 joukon Z/6Z alkioina joukkojen

[0]6, [1]6, - - - , [B]6 sijasta. Joskus kirjoitetaan [k],:n sijasta k, ja Z/nZ:n
sijasta Zp,.
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% Yhteen-, vihennys- ja kertolasku Z/nZ:ssa

Voidaan osoittaa, etta jos
a=pa ja b=pb
niin
(a1 + b1) =n (a2 + bo)
(a1 — b1) =4 (a2 — b2)
(31 . bl) =n (32 . b2)
Néin ollen voidaan méadritelld laskuoperaatioita joukossa Z./nZ
seuraavasti:
[a]n + [b]n = [a + b]n,
[a]n — [b]n = [a — b]n,
[a]n : [b]n = [3 : b]na

Ja kaikki "normaalit” laskusdinnét (paitsi epdyhtaléihin liittyvat) patevat
edelleen. )
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(& Esimerkki

Piteeké 3 | 5742385242417 eli jakaako 3 luvun 5742385242417 7
Vastaus on kylld koska luvun numeroiden summa

547+4+2+3+84+5+2+4+2+4+41+7 on kolmella jaollinen.
Mutta miksi tima sdanté patee?

o Kymmenjarjestelmdassa luvulla x,xp,_1 ... x1xg tarkoitetaan lukua
m=x,-10" + x,_1 - 10" 1 + ... 4 x1 - 10 + xg - 10°.

o [107]5 = [10; = [1}5 = [V]s = [1]s.

o T&sts seuraa, ettad

[m]3 = [xn- 10" + xp_1 - 10" 1 + ...+ x1 - 10 + x9 - 10°]
= [xn]3 - [10"]3 + [xn_1]3 - [10" Y3 + ... + [x]3 - [10]3 + [x0]3 - [1]3
= [xn]3 + [Xn—1]3 + - - - + [x1]3 + [x0]3
= [Xn+Xn_1 +...+x1 +Xo]3.

v
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% % Suurin yhteinen tekija

@ Jos m ja n ovat kokonaislukuja jotka eivat molemmat ole O niin niiden
suurin yhteinen tekija on

syt(m,n) = max{d € Z : dim ja d|n}.
@ syt=suurin yhteinen tekija, gcd= greatest common divisor, ja tavallisesti
madritelldan syt (0,0) = 0.
@ Jos syt(m, n) =1 niin luvut m ja n ovat keskendin jaottomia.

@ Huomaa, ettd madritelmasta seuraa, ettd
syt (m, n) = syt (n, m) = syt (|ml, n]).
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W Kaanteisalkiot Z/nZ:ssa

@ Jos [m|, € Z/nZ ja on olemassa jaannésluokka [j|, € Z/nZ siten,
ettd [m]n - [j]n = [1]n, eli m-j =, 1 niin sanotaan, etti [m],:ll3 on
kaanteisalkio tai ettd [m|, on kdadntyva Z/nZ:ssa ja kidanteisalkio on
[l = [m]5*.

@ Jos [m]n:lla on kidanteisalkio voidaan jakaa [m),:lld koska se on
yhtapitdvaa sen kanssa, etta kerrotaan [j],:Il4.

@ Jos [j]» = [m];* niin on olemassa kokonaisluku k siten, ettd
m-j=1+k-n. Jos nyt dim ja d|n niin pitee d|(m-j — k- n) eli d|1
Joten d = 1. Ndin ollen syt (m, n) = 1. Voidaan osoittaa, ettd myés
kdanteinen tulos patee joten

[m]n:lld on kidanteisalkio Z/nZ:ssa <> syt(m,n) = 1.

% Huom

Jos p on alkuluku niin kaikilla Z./pZ:n alkioilla paitsi [0],:/ld on
kaanteisalkio.
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% Opiskelijanumero

Eraassi yliopistossa opiskelijanumerot sisdltdvat kuusi numeroa ja
tarkistuskirjaimen. Opiskelija kirjoitti numeronsa muodossa 53x576J missa
numero x jai niin suttuisaksi, ettei siitd saanut selvaa. Mikd x on?
Tarkistuskirjain J tarkoittaa, ettd kun J:ta edeltdvien numeroiden
muodostama luku jaetaan 23:lla niin jakojadnnds on 9. Voimme kirjoittaa
luvun 53x576 muodossa 530576 + x - 1000 ja silloin saamme annettujen
tietojen avulla

[9]o3 = [530576 + x - 1000]23 = [530 57623 + [x]23 - [1 000]o3
= [12]23 + [x]23 - [11]23,

koska mod (530576, 23) = 12 ja mod (1000,23) = 11. Tdasta seuraa, ettd
[X]23 . [11]23 = [—3]23 ja koska [11]2_31 = [21]23 koska
mod (21 - 11,23) = mod (231,23) = 1 joten

[x]23 = [-323- [11]53 = [—3]23-[21]23 = [~63]23 = [~63+3-23]53 = [6]23,
Jja voimme péatells, ettd x = 6 koska 0 < x < 9.
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% % Eukleideen algoritmi ja syt (m, n)
@ Oleta, etti m > n > 0.
e Valitse y = m jarp = n.

@ Laske qj ja rj siten, etta 0 < rj < rji_1 ja
fj-2 = gjfi-1+1j

kun j > 2 jari_1 > 0.
@ syt(m,n) = rk_q jos ry = 0.

@ Miksi Eukleideen algoritmi toimii?
Koska rj_o = qjrji—1 + rj niin syt (rj_o, rj_1) = syt (rj_1, rj) kun oletetaan,
ettd rj_1 > 0. Koska d|0 kaikilla d niin syt (rx_1,0) = rx_1 joten

syt(m,n) =syt(ro, 1) =...=syt(rk—1, rk) = syt (rk—1,0) = rx_1 jos
r = 0.
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@ % Eukleideen algoritmi

Kun laskemme syt (634, 36):n Eukleideen algoritmin avulla saamme
seuraavat tulokset:

634 =17 - 36 + 22

36 =1-224 14
22=1-14438
14=1-84+6
8=1-6+2
6=3-2+0

Joten syt (634,36) = 2.
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% Eukleideen algoritmi ja Z/nZ:n kaanteisalkiot
Jos Eukleideen algoritmissa on valittu ro = m, ri = n ja sitten laskettu q;
Jjarjkunj=2,... k kaavalla rj_ = qjrj_1 + rj kunnes r, = 0, jolloin
rk—1 = syt (m, n) niin voidaan laskea takaperin ldhtien yhtilostd
rk—3 = Qk_1rk—> + rk—1 joka voidaan kirjoittaa muotoon

syt(m,n) = rk_1 = rk—3 — Q—1rk—2 = ajrj + bjrjy1,

missa j = k — 3. Tahan sijoitetaan ri 1 = ri_1 — qjy1r; yhtalosta
rj—1 = qQj+1rj + rjiy1 jolloin ndhdaan, etta syt (m, n) = ajr; + bjrjy1 kaikilla
j=k—2,k—1,...,0, eli lopuksi

syt (m, n) = am + bn,

missd a = ag ja by.
Jos nyt syt(m, n) =1 niin

[a]n - [m]n = [1]n eli [a]n= [m];l,

[blm - [Alm = [1]m eli [b]m = [n];l-
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% Jaannosluokan kiinteisalkio

Jos haluamme laskea [23]g7 :n niin ensin laskemme syt (67,23):n eli

67 =2-23+4+21
23=1-21+4+2
21=10-2+1
2=2-140

Jotta voisimme esittada syt (67,23):n lukujen 67 ja 23 avulla laskemme
takaperin :

syt (67,23) =1=21-10-2=1-21-10-(23—-1-21)
=-10-23+11-21=-10-23+11-(67 —2-23)
=11-67—-32-23
Tastd seuraa, ettd (—32)-23 =1—11-67 joten (—32)-23 =1 (mod 67)

mika on yhtapitdvda sen kanssa, etti
[23]57 = [-32]67 = [~32 + 67]67 = [35]67-

v
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(& Jaollisuustulos

Jos m ja n ovat kokonaislukuja ja p on alkuluku siten, ettd m - n on p:lla
Jaollinen niin joko m tai n on p:lla jaollinen.

Miksi?

Oletamme, ettd m ei ole p:lla jaollinen. Silloin patee syt (p, m) = 1 koska
p on alkuluku. Eukleideen laajennetun algoritmin nojalla on olemassa
kokonaislukuja a ja b siten, etti a- p+ b-m = 1. Kerromme timan
yhtalén molemmat puolet n:lld ja saamme

n=n-l=n-a-p+b-m-n.

Koska m - n on p:lla jaollinen niin on olemassa kokonaisluku k siten, ettad
m-n= k- p. Tasta seuraa, ettid

n:nap_{_bkp:(na_’_bk)p7

josta seuraa, etta n on p:lla jaollinen.

v
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(& Montako laskutoimitusta tarvitaan kun syt (m, n) lasketaan
Eukleideen algoritmilla?
Oletamme, ettd m > n. Eukleideen algoritmissa valitsemme ro = m, n = n
ja sitten laskemme r; ja q; siten, ettd ri_p = q;ri_1 + r; kun i > 2 kunnes
rk = 0 ja silloin rk_1 = syt (m, n). Tahan tarvitaan K — 1 jakolaskua.
Meidan pitaa siis arvioida miten iso K voi olla ja tata varten valitsemme
X1 = 1, Xp = 2 ja

X2 = X1 + x5, j = L. (%)

Tiedimme, ettd rk_1 > x1 ja rk—p > Xp koska ri_p > rk_1. Jos nyt

oletamme, ettd rik_; > x; kun 1 < i < j niin saamme, koska qx_j11 > 1
etta

rK—(j+1) = GK—j+1K—j + rk—j+1 = rk—j + rk—j+1 = Xj + Xj—1 = Xj+1.

Induktioperiaatteesta seuraa nyt, etta rx_j > x; kaikilla j=1,..., K
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(& Montako laskutoimitusta tarvitaan kun syt (m, n) lasketaan
Eukleideen algoritmilla? jatk.

Voisimme ratkaista yhtalén (%) mutta on ehka yksinkertaisempaa osoittaa,

induktion avulla, ettd x; > (HT‘[ kun j > 1 (toteamalla, ettd

-1 2-1
<1+f) —2> <1+2\@> ja ettd

Jj+2-1
(1+2\/§) ) Ja tastd seuraa, ettd

K-1
1 5
m=m2w2<_?f> )

log(m)
K—1<|Og(gl+f>

eli tarvitaan O(log(max(m, n))) laskutoimitusta syt (m, n):n laskemiseksi

Eukleideen algoritmin avulla. Tastd seuraa myés, ettd [n]-1:n laskemiseksi
tarvitaan O(log(m)) laskutoimitusta.
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% Eulerin (-funktio

@(n) = alkioiden lukumaara joukossa
{meZ:0<m<n—1syt(mn)=1},

= niiden joukon Z./nZ alkioiden lukumaara, joilla on kaanteisalkio.

Huomaa ettd [0]1:/l on kddnteisalkio joukossa Z /17 joten ¢(1) = 1 mutta
[0],:11d ei tietenkddn (?) ole kdidnteisalkiota joukossa Z/nZ kun n > 1.
Matlab/octave:ssa taman funktion laskemiseksi voidaan kidyttas funktiota
@(n)sum(gcd(0:n-1,n)==1).

% Eulerin lause
Jos syt(a,n) =1 jan>1 niin

M =,1 eli mod(a®™ n)=1 eli [aw(”)}n = |[1l]
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@ Eulerin lause, todistus

Oletamme, etta [xa]n, - - -, [x,(n)] ovat Z/nZ:n alkiot joilla on kdanteisalkio
eli ovat kdantyvia. Koska syt (a,n) = 1 niin myés [a], on kddntyva ja
koska [t - [B]n on kdantyva jos [, ja [5]n ovat kdantyvid, niin [a]n - [x;]
on kaantyva kaikilla j. Jos nyt [a],7 - [xj]n = [a]n - [xk]n niin

bl = (3l - 2l - Dl = a5 - [3ln - [Xeln = [xeln Josta seuraa, et
alkiot [a]n - [x1]n; - - - [aln - [Xp(n)]n ovat samat kuin alkiot [xi]n, . . ., [Xy(n)]
mutta mahdollisesti eri jarjestyksessa. Mutta tulot ovat samat, eli

7N bile = NED ([l - Pxiln) = NED [xi]n.

Koska kaikki alkiot [x;], ovat kdantyvid niin voimme supistaa pois kaikki

[x;]n:t ja lopputulos on, etta [a]2\™ = [1], eli mod (a#(", n) = 1.
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% Jos p ja g ovat alkulukuja ja p # g niin p(p-q) =(p—1)-(q—1)
Miksi? Koska p ja q ovat alkulukuja niin joukko
{keZ:0<k<p-q,syt(k,p-q)#1} on
{0}U{¢g,2-q,...(p—1)-qtU{p,2 p,...(g—1)- p} ja tissi joukossa on
14+ (p—1)+4(g—1) alkiota. Koska joukossa {0,1,2,...,p-q—1} onp-q
alkiota niin p(p-q) =p-q— (1+(p—1)+(¢—1)) =(p—1)- (¢ 1)

v

@ Fermat'n pieni lause
Jos p on alkuluku ja syt (a,p) =1 niin

P l=,1 eli mod(a* 1 p)=1 eli [ap_l]p = (1],
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¥ ¥ RSA-algoritmi

RSA-algoritmissa kaytetdan julkista avainta (n, k) viestin kryptaamiseen eli
salaamiseen ja yksityistd avainta (n,d) kryptatun viestin purkamiseen:

@ Kryptaaminen: Viesti a, joka on luku 0:n ja n — 1:n valiltd kryptataan
lshetettaviksi viestiksi b = mod (a*, n).
@ Vastaanotettu viesti b puretaan alkuperaiseksi viestiksi
a = mod (b9, n).
Menetelma perustuu siihen, ettd julkisen avaimen avulla on (pitaa olla)
ylivoimaisen vaikeata maarittda yksityista avainta jolloin kuka tahansa voi
lahettda viestin, joka on salattu vastaanottajan julkisella avaimella mutta
ainoastaan vastaanottaja, joka tuntee oman yksityisen avaimensa pystyy
purkamaan salatun viestin.
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% % Miten RSA-algoritmin avaimet on valittava?

@ Valitaan n = pq missa p ja q ovat kaksi "erittdin isoa” alkulukua
siten, ettd luvun n jakaminen alkulukutekijbiksi on ylivoimaisen
vaikeata (eli esim. myds |p — q|:n on oltava "iso").

@ k on "riittavdn iso” luku siten ettd syt (k,m) = 1 missd
m=(p-1)-(qg-1).

o Eukleideen algoritmin avulla voidaan laskea d siten, ettd [d], = [k],!
Jja tahan tarvitaan tieto siitd mitd p ja q ovat.

& Miksi RSA-algoritmi toimii?
Oleta yksinkertaisuuden vuoksi, ettd syt (a, n) = 1.
p(n)=¢p-a)=(p-1)-(g-1)=m
Eulerin lauseen mukaan [a™], = [1],.
Koska [d]m = [k];,t niink-d=1+r-m ja

[67] = o] = [a"*"m], = [alo - 1™, = [ala - (1]} = [aln
josta seuraa, ettd mod (b9, n) = mod (a, n) = a.
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¥ RSA-algoritmi

Jos RSA-algoritmilla ja julkisella avaimella (55,23) haluamme salata
viestin 9 niin meidan pitda laskea mod (923,55). Laskujen nopeuttamiseksi
toteamme ensin, ettd 23 =16+ 4 +2 +1 = 2% + 22 + 21 4 20 joten

923 = 916.9%.92.9 = (((92)2)?)2- (9%)? - 92 - 9 ja saamme

mod (92, 55) = mod (81, 55) = 26,

mod (93,55) = mod (26 - 9,55) = mod (234, 55) = 14

mod (9%, 55) = mod (262, 55) = mod (676, 55) = 16,

mod (97,55) = mod (16 - 14, 55) = mod (224, 55) =

mod (98,55) = mod (162, 55) = mod (256, 55) = 36,

mod (91, 55) = mod (362, 55) = mod ((—19)?,55) = mod (361, 55) = 31,
mod (92%,55) = mod (31 - 4,55) = mod (124, 55) = 14,

joten mod (923,55) = 14.

v
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¥ RSA-algoritmi, jatk.

Jotta voisimme purkaa lahetettya viestid 14 meidan taytyy tietda mika
yksityinen avain on ja koska 55 =5-11 ja (5 —1) - (11 — 1) = 40 niin
meidan taytyy laskea [23],5 ja saamme vastaukseksi [7]ao koska

mod (23 - 7,40) = mod (161,40) = 1. Yksityinen avain on siis (55, 7).
Purkamista varten toteamme, ettd 7 =4+ 2 +1 =22+ 21 4+ 20 joten
147 = 14* . 14% . 14 ja saamme

mod (142, 55) = mod (196, 55) = 31,

mod (143, 55) = mod (14? - 14, 55)
= mod (31 - 14,55) = mod (434, 55) = 49,

mod (14*,55) = mod (312, 55) = mod (961, 55) = 26,

mod (147,55) = mod (14* - 14® - 14,55) = mod (26 - 49, 55)
= mod (26 - (—6),55) = mod (—156,55) = 9,

joten mod (147,55) = 9.

v
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@ Miksi RSA-algortimi toimii jos syt (a, n) # 17?

Qo

Koska oletamme, ettd 0 < a < n niin syt (a, n) # 1 ainoastaan jos
p|a tai g|a. Oletamme seuraavaksi, etti p|a joten a = p/ - ¢ missd
syt(c,n) = 1.

Nyt [60 = [((P - €)*)7]n = [(P¥)}h - [(c¥)9]n ja koska syt (c,n) =1
niin [(c)9], = [c]n ja meidin taytyy vield osoittaa, ettd

[(P¥)9], = [P]n koska silloin [b9], = [p}h - [c]n = [P - c]n = [a] -
Koska q on alkuluku ja p # q niin syt (p, q) =1 ja néin ollen
Fermat'n lauseesta seuraa, ettd [p9=1], = [1],.

Silloin myss [pla=(P=1r] . = [1], eli pla=(P=1r = 1 + sq ja kun
kerromme molemmat puolet p:lld saamme

pH @D = p 4 spg = p + sn. Koska [d]m = [K] ;! niin
k-d=14+mr=1+ (p—1)(g— 1)r ja ndin ollen

[(p¥)9], = [p*Ha=DP=1r] = [p], ja algoritmi toimii siis myds tassa
tapauksessa!
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% RSA-algoritmi ja allekirjoitukset

Jos A haluaa ldhettda viestin a B:lle ja B haluaa tulla vakuuttuneeksi siita,
etta viesti todella on peréisin A:lta niin he voivat toimia seuraavalla
tavalla:

A laskee tiivisteen eli hajautusarvon h(a) viestista a.

@ A salaa viestin a B:n julkisella avaimella (ng, kg) salatuksi viestiksi
b = mod (a*8, ng).

A salaa tiivisteen h(a) omalla yksityisella avaimellaan (na, da)
allekirjotukseksi s = mod (h(a)#, na).

A ldhettdad b:n ja s:n B:lle.

B purkaa b:n yksityiselld avaimellaan (ng, dg) ja saa tulokseksi a:n.

@ B laskee tiivisteen h(a):n ja purkaa s:n A:n julkisella avaimella
(na, ka) ja jos tulos on sama kuin h(a) niin hdn tulee vakuuttuneeksi
siita, ettd viesti a todella on perdisin A:lta koska kukaan muu ei pysty
salaamaan h(a):ta A:n yksityiselld avaimella (na, da).

Koska [k]m = [d];,} niin viesti joka on salattu yksityiselld avaimella
voidaan purkaa julkisella avaimella.
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% Viritysongelma

Jos meilld on 6 palloa, monellako tavalla voimme vérittda 2 niistd vihreiksi
ja muut valkoisiksi?

o Jos pallot ovat identtiset on vain yksi tapa, 2 varitetaan vihreiksi ja 4
valkoisiksi.

o Jos pallot on numeroitu niin on (3) = 15 tapaa valita ne, jotka

varitetaan vihreiksi ja loput valkoisiksi.

o Jos pallot ovat sddnnéllisen 6-kulmion kulmissa ja tatd 6-kulmiota voi
kiertdd ja kdantaa niin on 3 vaihtoehtoa:

SgeRs:

Mutta miten ratkaistaan monimutkaisemmat tamantyyppiset
ongelmat?

Huomaa, ettei "varitystd” pidd ymmartda kirjaimellisesti. Ylld olevat kuvat voivat

myé6s esittidd ksyleenin (CgHyg) isomeerejd missd kaksi bentseenimolekyylin
vetyatomia on korvattu metyyliryhmilla.
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% Ryhmat
Ryhmé on pari [G, e] missi G on joukko ja ® on bindarinen operaatio
G:ss3 eli funktio G x G — G, jolla on seuraavat ominaisuudet:

@ Sulkeutuneisuus: ae b € G jos a ja b € G. (Seuraus oletuksesta, etti e : G x G = G on
funktio.)

@ Assosiatiivisuus: (ae b)ec =ae(bec) josa, bjaceG.

@ Neutraalialkio: On olemassa alkio e € G siten, etti cea=aee = a
josaeG.

e Kiinteisalkio: Jos a € G, niin on olemassa alkio a= € G (ioka osoittautuu

Jksikasiteeiseks) Siten, etti aea l = a lea=e.

%Huom!
@ Usein sanotaan "G on ryhma"” jos on selvda, mika ryhmaoperaatio on.
o Merkinnidn a e b (tai e(a, b)) sijasta kirjoitetaan usein ab.
Neutraalialkiota merkitain myés 1:113 tai I:1l3. Lisaksi a° = e,
am=aeae...eajaa ™= (a1)" kun m > 0.
m
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% Esimerkkeja ryhmista [G, o]

o G =7 ja e =+ jolloin neutraalialkio on 0 ja n:n kaanteisalkio on —n.

o G =(0,00) (eli]0,00[) ja e = - eli tavallinen kertolasku jolloin
neutraalialkio on 1 ja x:n kdanteisalkio on x~1 eli )l(

o G=7/7Z\ {[0]7} ja e on jadnndsluokkien kertolasku.

o G={A:Aonnx n-matriisi jadet(A) # 0} ja ® on matriisien
kertolasku. Neutraalialkio on yksikkématriisi ja kdanteisalkio on
kdadnteismatriisi. Tama ryhma ei ole kommutatiivinen kun n > 2.

o G ={f:f on bijektio: X — X } ja e = o eli funktioiden
yhdistaminen. Tdm3 ei ole kommutatiivinen ryhma jos |X| > 3.
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(& Kommutatiiviset eli Abelin ryhmit

Jos [G, e] on ryhm3 siten, ettd ae b = b e a kaikilla a ja b € G niin ryhma
on kommutatiivinen eli Abelin ryhma. Tassa tapauksessa
ryhmdoperaatiota merkitaan usein +:lla, neutraalikalkiota 0:/la ja a:n
kdénteisalkiota —a:lla.

%% Aliryhma3
Jos G (eli [G,e]) on ryhm3 niin joukon G ei-tyhji osajoukko H on G:n
aliryhm3 jos seuraavat ehdot patevat ja silloin H (eli [H, ® 1, y]) on myés
ryhma:

@ Josajabe H niinaebe H.

e Josac H niinateH.
Jos H on darellinen joukko niin jalkimmdainen ehto seuraa edellisesta koska

a™ € H kaikillam > 1 ja |H| < oo niin on olemassa luvut m > k > 1 siten, etti

am :akjolloinamfk = e jasilloina = e = a=le Hjosm=k+1 ja al=gmk-lg H josm > k + 1.
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% Homomorfismit ja isomorfismit

Oletetaan, etti [Gy, e1] ja [Go, 2] ovat kaksi ryhm&a ja ¢ on funktio :
G1 = G2.

@ 1) on homomorfismi jos 1)(a e b) = 1)(a) e2 (b) kaikilla a ja b € Gy.
@ v on isomorfismi jos se on homomorfismi ja bijektio (jolloin myéds
¥~ on homomorfismi).

% Sykliset ryhmit

® Ryhma G on syklinen jos on olemassa a € G siten, ettd
G={4d :je€Z}. Silloin sanotaan, ettd G on a:n generoima syklinen
ryhm3 ja merkitdan G = (a).

@ Jos G on ryhmi ja a € G niin (a) = {4 :j € Z} on a:n generoima
G:n syklinen aliryhma.

o Kaikki sykliset ryhmdt, joissa on m alkiota ovat isomorfiset ja tillaista
ryhmaa merkitdan C,,:lla.
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@ Sivuluokat
Olkoon G ryhma, H sen aliryhmd ja a € G.

@ Joukko aH = {ab: b € H} on H:n vasen sivuluokka, joka sisiltiad
a:n.

e Joukko Ha={ba: be H} on H:n oikea sivuluokka, joka sisiltda
a:n.

Sivuluokilla on seuraavia ominaisuuksia (tdssd ainoastaan vasemmat
sivuluokat):

o |aH| = |H| kaikilla a € G.

@ Jos a ja b € G niin joko aH = bH tai aH N bH = ).

@ UzegaH = G.

e Jos aja b€ G jaaH = bH niin pitee b='a c H.

o |G| =|H| -|{aH : a€ G}| ja nain ollen luku |H| jakaa luvun |G]|.
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(@ Esimerkki: Isomorfismi

Jos 1(x) = log(x) niin 1) :]0, co[— R on isomorfismi kun laskutoimitus
Joukossa Gy =0, 0o on kertolasku ja laskutoimitus joukossa G; =R on
yhteenlasku, eli [G1,e1] = [(0,00), ] ja [G2, 2] = [R, +].

(& Esimerkki: Syklinen ryhm3

Ryhmé [Z/17Z \ {[0]17}, -] on syklinen ryhméa koska jos esimerkiksi
a= (317 niin {d:j=1,2,...,16} = Z/177Z\ {[0]17}. Jadnnésluokka
[13]17 taas generoi syklisen aliryhman [{[1]17, [13]17, [16]17, [4]17}, -]-

(& Esimerkki: Sivuluokka

Jos G =R?={(x,y) : x,y € R} ja laskutoimitus on yhteenlasku
(x1,y1) + (x2,%2) = (x1 + x2, y1 + y2) niin { (t,2-t) : t € R} on ryhman
[G,+] aliryhmi ja sen sivuluokat ovat joukot { (u+t,v+2-t):teR}
missa (u,v) € G eli suoran y = 2x suuntaisten suorien pistejoukot.
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& Homomorfismit, normaalit aliryhmit ja tekijaryhmat
Olkoon G ryhma.

@ Jos G’ on ryhma, jonka neutraalialkio on €' ja1 : G — G’ on
homomorfismi niin H={a € G :¢(a) =¢€'} (¢:n ydin) on G:n
aliryhma.

e G:n aliryhma H on muotoa { a € G : ¢(a) = €'} jollakin
homomorfismilla G — G’ jos ja vain jos aH = Ha kaikilla a € G (tai
yhtépitivasti, aba~t € H kaikilla a € G ja b € H). Tissa tapauksessa
sanotaan, ettd H on G:n normaali aliryhmi.

e Jos H on G:n normaali aliryhmé niin sivuluokat (vasen sama kuin
oikea) muodostavat tekijaryhman, jota merkitdan G/H:lla ja jonka
ryhmaoperaatio on (aH)(bH) = (ab)H, neutraalialkio H ja
kianteisalkio (aH)™! = a=1H. Funktio ¢ : G — G/H jonka
médritelma on v (a) = aH on homomorfismi, jonka ydin on H.
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@ Jadnnosluokat tekijaryhmini

Josn>1niinnZ ={n-j:j€Z} onryhman [Z,+] aliryhmi ja koska
yhteenlasku on kommutatiivinen laskutoimitus (=+b=b+2) niin nZ. on
normaali aliryhma. Aliryvhman nZ sivuluokat ovat jadnnésluokat modulo n
Ja ne muodostavat tekijaryhman Z/nZ missa laskutoimitus on
yhteenlasku.

¥ ¥ Permutaatiot
Joukon A permutaatio on bijektio A — A.

® Kaikki joukon A permutaatiot muodostavat ryhman kun
ryhméoperaatio on funktioiden yhdistiminen. Kaikki m-alkioisten
Jjoukkojen kaikkien permutaatioiden muodostamat ryhmat ovat
isomorfiset ja tillaista ryhmaa merkitaan Sp,:ll3.

e Jokainen ryhma [G, e] on isomorfinen jonkin joukon permutaatioiden
aliryhman kanssa koska joukoksi voidaan valita G ja isomorfismiksi
voidaan valita w(a)(b) = 90 5 munn 55 o cares @i die ol hyédyllists kasitelld ryhmas

tdllaisena permutaatioryhmana.
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% % Permutaatiot, radat, syklimerkinnat
Olkoon A Garellinen ei-tyhja joukko.

@ Jos o on A:n permutaatio niin c::n radat ovat joukot { o/(a) :j € 7}
eli ekvivalenssiluokat kun ekvivalenssirelaationa on x ~ y jos ja vain
Jos y = od(x) jollain j € 7Z.

e Sykli on A:n permutaatio « jolle patee o(x;) = Xj11,

J=1,2,... k=1 jaa(xk) = x1 missd xi,xz,...,x¢ € A ja a(x) = x
kaikilla x € A\ {x1, ..., xk}. Syklimerkinn6illa kirjoitetaan
a= (x1 X2 ... Xk). Tallaisen syklin o pituus on k ja sanotaan,

ettd a on k-sykli. Syklin o radat ovat {x1,xa,...,xk} ja joukot {x}
kaikilla x € A\ {x1,..., Xk}

o Jos o on permutaatio niin jokaista sen rataa vastaa sykli ja o voidaan
esittad naiden syklien tulona (eli yhdistettyna funktiona).
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% % Permutaatiot ja syklinotaatio
Funktio o on joukon A ={1,2,3,4,5,6,7} permutaatio
(1234567

““\241357%6)

missa siis tima merkintitapa tarkoittaa, ettd esim. o(1) = 2 ja a(4) = 3.

Nyt ndemme, ettd 1 +— 2 — 4+ 3+— 1 (eli a(1) =2, a(2) = 4 jne.) ja

tistd saamme syklin (1 2 4 3) joka siis on permutaatio (31 jolle patee

B1(1) =2, B1(2) = 4, B1(4) = 3, f1(3) =1 ja B(x) = x kaikilla

x € {5,6,7}. Koska a(5) = 5 saamme syklin 3, = (5) jolle siis B2(x) = x

kaikilla x € A. Lopuksi ndemme, ettd 6 — 7 +— 6 joten saamme syklin
B3 = (6 7). Syklinotaatiolla voimme nyt kirjoittaa

a=ppB=(1 2 4 3)(6 7),

koska B2 on identiteettifunktio. Mutta on myds muita esitystapoja syklien
tuloina, esim. a« = (7 6) (4 3 1 2).

Joukot A1 = {1,2,4,3}, A» = {5} ja A3 = {6,7} ovat permutaation o
radat.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0401 Diskreetin matematiikan perusteet 20. lokakuuta 2016 35 /90




& Parilliset ja parittomat permutaatiot

Jokainen sykli, jonka pituus on k > 2 voidaan kirjoittaa k — 1:n
2-syklin tulona koska

(xl X2 ... xk) = (x1 xk) (x1 Xk—l) . (x1 X3) (x1 x2).
Jokainen sykli voidaan kirjoittaa tulona sykleistd joiden pituudet ovat
2 (tai 1).

Jos permutaatio o on kirjoitettu sekd r:n ettd r':n 2-syklin tulona niin
(=1)" = (=1)" ja permutaation merkki on sign (o) = (—1)".

Jos a on sykli, jonka pituus on k niin sign (o) = (—1)k+1.

Jos a on n-alkioisen joukon permutaatio ja c:lla on m rataa niin
sign () = (=1)"™.

Permutaation o on parillinen jos sign (o) = 1 ja muuten pariton.

Jos « ja B ovat saman joukon permutaatioita niin
sign (af) = sign (a)sign (B).

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0401 Diskreetin matematiikan perusteet 20. lokakuuta 2016 36 / 90



% % Sykli-indeksi

@ Jos a on joukon X permutaatio niin a:n sykli-indeksi on monomi
Cax(t, ... ty) =ty -t - th

missa j, on a:n k-pituisten ratojen lukumaara.

@ Jos G on ryhmd joukon X permutaatiota niin G:n sykli-indeksi on

CG7x(t1,...,t,, ’G|anx tl,...,tn).

aeG
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@ Esimerkki: Sykli-indeksi

Olkoon G ryhma, joka muodostuu kaikista alla olevan verkon solmujen
permutaatiosta f siten, ettd jos solmujen a ja b vélilld on kaari, niin myés
solmujen f(a) ja f(b) valilld on kaari.

Koska solmuilla 3 ja 4 on 3 naapuria niin joko f(3) = 3 ja f(4) =4 tai
f(3) =4 ja f(4) = 3. Solmut 1 ja 2 kuvautuvat solmun f(3) naapureille ja
samoin solmut 5 ja 6 kuvautuvat solmun f(4) naapureille.

Néin ollen kyseiset permutaatiot ovat: (1), (12), (56), (12)(5 6),
(34)(15)(26), (34)(16)(25), (34)(1526) ja(34)(1625).
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% Esimerkki: Sykli-indeksi

Seuraavaksi on laskettava niiden permutaatioiden ratojen pituudet:

(1) : 6 rataa, joissa on 1 alkio.
(12),(56): 4 rataa, joissa on 1 alkio,
1 rata, jossa on 2 alkiota.
(12)(56) : 2 rataa, joissa on 1 alkio,
2 rataa, joissa on 2 alkiota.
(34)(15)(26),(34)(16)(25): 3 rataa, joissa on 2 alkiota.
(34)(1526),(34)(1625): 1 rata, jossa on 2 alkiota,

1 rata, jossa on 4 alkiota.

Nain ollen sykli-indeksi tulee olemaan

1
Cox(ti, b, t3, 1) = g(tf + 282 4 2ty + 285 + 2t2t4>

V.
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% Ryhman toiminta

Jos G ei[6,s] on ryhma ja X on joukko niin G:n toiminta joukossa X on
homomorfismi G:Itd X:n permutaatioiden ryhmalle.

Jos yhdistetty funktio maaritelldin (normaalilla) tavalla

(f o g)(x) = f(g(x)) niin saadaan vasen toiminta ja jos maariceiiian x(f o g) = (xf)g
niin saadaan oikea toiminta. S€N Sijaan ettd kirjoitettaisiin 1(a)(x) missa 1) on
homomorfismi, a € G ja x € X kirjoitetaan useimmiten ax ja sanotaan
ettd G toimii joukossa X. Vasemmalle toiminnalle
homomorfismiominaisuudeksi tulee (ab)x = a(bx), a,b € G, x € X.

© Huom

Jos G on ryhma X:n permutaatioita niin identiteettifunktio on
homomorfismi eikd toiminta-kasitettd tarvita.

Jos G on ryhma niin se toimii itsessaan esim. siten, ettd ¢ (a)(x) = ax
(vasen toiminta), {)(a)(x) = axa~! (vasen toiminta), 1(a)(x) = xa (oikea
toiminta) tai 1(a)(x) = a~!xa (oikea toiminta).
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%Ryhman toiminta ja " varitykset”

Oletetaan, ettd ryhma G toimii joukossa X. Joukon X vdritys on funktio
w: X — K missd K on joukko "vireja”. Ryhma G toimii kaikkien
varitysten joukossa KX siten, ettd (aw)(x) = w(a~'x), a€ G, x € X.
Tama on vasen toiminta koska

(a(bw))(y) = (bw)(a~y) = w(b™a~ly) = w((ab)"ty) = ((ab)w)(y)-
Jos Q C KX on X:n viritysten osajoukko niin G toimii joukossa Q mikali
GQ = Q.

Ryhman G toiminta véritysjoukolla Q0 mdaarittelee ekvivalenssirelaation
Q:lla siten, ettd w ~ n jos ja vain jos w = an jollakin a € G ja silloin naitd
vérityksiad pidetdan samoina. Niin ollen G:n toiminnan suhteen "erilaisten”
varitysten lukumaara on sama kuin ekvivalenssiluokkien lukumaara.
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& Pdlyan "viritys”-lause
Olkoon G ryhma joukon X permutaatioita ja olkoon K = {vi,va,..., v}
Jjoukko "vireja”, joilla X:n alkioita varitetaan. Silloin termin

Nk i
VitV

kerroin polynomissa

Cox(vi+. . v vi+ v v
on niiden X:n varitysten lukumdara, joissa varid v; kaytetadn tasmalleen i;
kertaa (eli |[{ x : w(x) = vj }| = ij) ja jotka eivat ole ekvivalentteja G:n
toiminnassa.

Jos kdytetdan r varida mutta muita rajoituksia ei ole niin (g x(r,r,...,r)
on niiden X:n varitysten lukumdaara, jotka eivat ole ekvivalentteja G:n
toiminnassa.
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% 4-kulmion symmetriat

Olkoon X = {0,1,2,3}. Koska joukossa X on 4 alkiota
niin on olemassa 4! = 24 joukon X permutaatiota.
Mutta jos X:n alkiot ovat vasemmalla olevan
a a verkon solmut ja jos vaadimme permutaatiolta «, etta

Jjos x ja y ovat naapureita, eli niiden valilli on kaari,
niin myés a(x) ja a(y) ovat naapureita (eli vaadimme,
ettd o on verkko-isomorfismi) niin tilanne muuttuu.
Téassa tapauksessa 0 voi kuvautua mille tahansa solmulle 0, 1, 2 tai 3.
Mutta a(1):n on oltava «(0):n naapuri josta seuraa, ettd
a(1l) = mod (a(0) + 1,4) tai mod (a(0) — 1,4). Koska «(2) ei saa olla
a(0):n naapuri niin a(2) = mod (a(0) + 2,4) ja samoin
a(3) = mod (a(1) + 2, 4).
Meilli on siis seuraavat permutaatiot syklinotaatiolla: (0)(1)(2)(3),
(0)(13)(2), (0123), (01)(23), (02)(13), (02)(1)(3), (0321) ja
(0 3)(1 2) joista 4 ovat rotaatioita ja 4 peilauksia.
Naiden permutaatioiden muodostama ryhma on ns. diedriryhma ja sita
merkitddn Dy:lld (tai Dg:lla).
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% 4-kulmion symmetriat, jatk.

Seuraavaksi kdytimme Pdlyan lausetta laskemaan monellako tavalla
voimme varittdd solmut niin, ettd yksi on musta, yksi valkoinen ja kaksi
punaista. Lisdksi pidimme kaksi varitystd samanlaisina jos rotaatiolla
Ja/tai peilauksella saadaan toinen toisesta. T&ta varten meidan pitaa ensin
laskea ryhman Dy sykli-indeksi joka saadaan permutaatioiden .
sykli-indeksien keskiarvona ja permutaation sykli-indeksi on tJ1 tJ1 .t jos
permutaatiolla on ji rataa, joiden pituus on k, k =1,2,...,n. Tassa
tapauksessa sykli-indeksiksi tulee

1
meULQJ@m):§Qﬂ+ﬁb+m+4§+£+¢ﬁz+m+é)

Erilaisten varitysten lukumaérd on nyt termin mvp? kerroin polynomissa
Cp,x(m+v+p, m? 4+ v2+p? m3+v3+ p3, m* + v* + p*) eli polynomissa

1 1 3 1
g (mvp) 4 2 (mbvp)2(mP+v2p%) 2 (mP+v24p?) 2 2 (v pt
ja se on

1 4!

s T 1T 2t0+0=2
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% Pdlyan lause ja ristinolla

Meilld on 3 x 3-ruudukko ja olemme kirjoittaneet 2:een ruutuun x:n, 2:een
o:n ja 5 ruutua ovat tyhjind. Tima on tehtavissi (2 2 5) = 756:/la eri
tavalla jos paperi pidetddn paikallaan. Mutta jos voimme kiertdd paperia
kulman 0, 5,  tai 3” verran keskipisteen ympari niin ndiden vaihtoehtojen
lukum&ara pienenee Ja Jjotta voisimme systemaattisella tavalla selvittda
montako vaihtoehtoa meilld silloin on niin meiddn pitda ensin selvittaa
miten 5 kulman rotaation generoima ryhma toimii ruudukolla ja erityisesti
mika on tdman toiminnan sykli-indeksi. Eli meiddn pitad maarittia
erilaisten ratojen pituudet. Tulokset ovat seuraavanlaiset:
Identiteettifunktiolla (rotaatio 0) on 9 rataa, joihin kaikkiin kuuluu 1 ruutu.
Kierrolla kulman g verran on 2 rataa, joilla molemmilla on 4 ruutua
(toinen sisiltdd kulmaruudut, toinen niiden valilld olevat ruudut) ja 1 rata
Johon kuuluu 1 ruutu (ruutu keskelld). Sama patee jos kierretdan kulman
37” verran.

Jos kiertokulma on w niin saamme 4 rataa, joilla molemmilla on 2 ruutua
(vastakkaiset kulmat ja vastakkaiset ruudut niiden valilli) seka 1 rata

johon kuuluu 1 ruutu.
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@ Pdlyan lause ja ristinolla, jatk.
Sykli-indeksiksi saamme nain ollen

1
CG,X(th to,..., tg) = 2 (tlg S 2t1tZ + tltg) .

Jotta voisimme laskea ei-ekvivalenttien "varitysten” lukumaarda
korvaamme muuttujan t; lausekkeella x) + o/ + t/ ja silloin termin x
kerroin on ei-ekvivalenttien "varitysten” lukumaara kun meilld 2 kappaletta
X, 2 kappaletta o, ja 5 kappaletta t. Termin x?>0°t> kerroin lausekkeessa
(x+o+1t)on (272’5), lausekkeesta 2(x + o + t)(x* + o* + t*)? ei tule
yhtadn x?>0°t>-termii ja termin x?0*t> kerroin lausekkeessa

(x + 0+ t)(x® + 0% + t2)? on termin x?0*t* kerroin lausekkeessa

(x? 4 0% + t?)? eli (17‘1‘,2). Vaihtoehtojen lukumdaaraksi tulee siis

1 9 4 1
2 <<2,2,5> +0+ <1’1’2)> = (756 +12) =192
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% Radat ja kiinnittajialiryhmit
Oletetaan, ettd ryhma G toimii joukossa X (vasemmalta).
@ Jos x € X niin sen rata G:n toiminnassa on joukko
Gx={ax:ae G} CX.
@ Jos x € X niin sen rata alkion a € G toiminnassa on joukko
(a)x = {afx :J €L} C X. ((a) on a:n generoima syklinen ryhms.)

@ Jos x € X niin sen kiinnittajaaliryhma G:n toiminnassa on joukko
Gx={a€ G:ax=x}, joka on G:n aliryhma.

e Jokaisella x € X patee |Gx| - |Gx| = |G|.

% Huom!

Jos G toimii joukossa X niin voidaan maaritelld ekvivalenssirelaatio ~
Jjoukossa X siten, etti x ~ y jos ja vain jos x = ay jollakin a € G. Radat
ovat silloin ekvivalenssiluokat ja usein voi olla hyédyllista pitdd saman
ekvivalenssiluokan alkioita samoina.
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@ Esimerkki: Gy, Gx ja X,

Olkoon X = {1,2,3,4} ja G seuraava joukon X permutaatioryhma:
G =1{(1),(12),(34),(12)(34)}. Jos nyt a on permutaatio (12) ja x on

alkio 3 niin kiinnittdjaaliryhma Gy on
Gx={aeG:ax=x}={(1),(12)},
rata Gx on
Gx = {3,3,4,4} = {3,4},
Jja kiintopistejoukko X, on
Xo={xeX:ax=x}=1{3,4}.

Té&ssa tapauksessa tulos |G| = |Gx| - |G| ei sano muuta kuin, ettd
4=2.2.
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@ Permutaation generoima syklinen ryhma
Olkoon av = 313> ... Bk joukon X permutaatio, missa sykleilld 3;,
J=1,...k ei ole yhteisid alkoita ja missa syklin j3; pituus on b; ja olkoon
G permutaation o generoima syklinen ryhma. Silloin

] jr on identiteetti funktio jos ja vain jos bj|r.

o «:n generoiman syklisen ryhméan alkioiden lukum&éra |G| on lukujen

bi, by, ..., bk pienin yhteinen jaettava koska |G| on pienin positiivinen
luku q siten, ettd a9 on identiteettifunktio (eli sama kuin a®).
o Jos Bj = (x1x2 ... xp;) jal < i< b niin Bl'xi = aMx; = x; kun

0 < m < |G| jos ja vain jos bj| m, josta seuraa, ettd
kiinnittajdaliryhma G, on

! j
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@ Miksi |G| - |Gx| = |G]?

Oletamme, ettd G on darellinen ryhma. Jos H on G:n aliryhmd niin

|H| - m = |G| missi m on H:n (esim. vasempien) sivuluokkien lukumaira
(koska kaikissa sivuluokissa on yhtd monta alkiota kuin H:ssa ja niiden
unioni on G). Koska Gy on G:n aliryhm3 niin valitsemme H = Gy ja
konstruoimme bijektion 1 aliryhman G, sivuluokkien joukosta rataan Gx
Jolloin osoitamme, ettd m = |Gx| josta seuraa, etti |G| = |G| - | Gx|.
Maarittelemme 1p(aGy) = ax. Jos a1 Gx = ax Gy niin patee aglal € Gy
joten az_lalx = x eli ayx = apx joten v on hyvin mairitelty.

Jos ayjx = apx niin patee aglalx = x joten a;lal € Gy, josta seuraa, etta
a1 Gy = axGy eli v on injektio.

Jos y € Gx niin on olemassa a € G siten, ettd y = ax ja silloin

y = 1(aGy) josta seuraa, ettd 1) on surjektio.
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(& Ratojen lukumi3ird ryhmin toiminnassa (Burnsiden lemma)

Oletetaan, etta (darellinen) ryhma G toimii joukossa X. Jokaiselle a € G
madritellddn kiintopistejoukko X, siten, etta

Xs={xeX:ax=x}.

(Tété joukkoa merkitién joskus myds X?:lla tai F(a):lla.) SII/OIn ratOjen lukumaara ryhman G
toiminnassa joukossa X on
o X
Gl | Xal.

aeG

@ Ratojen lukumi3iara ryhman toiminnassa virityksilla
Erityisesti, jos ryhma G toimii joukon X varityksill, niin G:n toiminnan
suhteen erilaisten vdritysten lukumaéra eli ratojen lukumaara on
@l =S|
acG

missd Q, = {w € Q: aw = w } on niiden viritysten joukko, jotka ovat
invariantteja, eli kiintopisteitd, a:n toiminnassa.
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L) - - - IR IEL) - . . 1
©@ Miksi ratojen lukumaira ryhmin toiminnassa on 3l Y accl Xal

Olkoon E = {[a,x] € G x X : ax = x }. Summeerausjarjestystd
vaihtamalla saamme

|E\:Z’{XEX:ax:x}):Z’

aeG xeX

.jOten Za€G|X3‘ = ZXEX‘ GX’
Merkitsemme ratojen joukkoa X /G:lld ja ne ovat ekvivalenssiluokkia kun
ekvivalenssirelaatio ~ on x ~ y jos ja vain jos x = ay jollain a € G. Eri

radoilla ei ole yhteisia alkioita ja ratojen unioni on X eli X = Urcx/cR

Koska |G| = \|GG:<‘| Ja Gx on rata, johon alkio x kuuluu niin saamme
vditteemme seuraavan laskun avulla:

SI=Sl6l= 3 Slel= 3 S8

|Gx|
acG xeX ReX/G xeER ReX/G xeR
=6l > Z Gl Y. |R‘Zl—IGI > 1=1GIX/G|.
ReX/GxeR ReX/G x€ER ReX/G
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@ Mitka varitykset ovat invariantteja ryhmaalkion a toiminnassa?
Oletetaan, ettd G on ryhma joukon X permutaatioita, a € G ja X:n radat

a:n toiminnassa ovat R 1, Ra2, ..., Ram,.

Jos w on X:n viritys (eli funktio: X — K missd K on joukko vireja) niin
aw = w Jjos ja vain jos w on vakio jokaisella radalla R,;, j = 1,..., m,.
@ Miksi?

Koska aw = w niin patee dw = w kaikilla j € 7. Jos nyt x ja y kuuluvat
samaan rataan a:n toiminnassa niin on olemassa luku j siten, etti @x =y
eli a7y = x. Alkion a € G toiminnan mairitelman ((aw)(x) = w(a~1x))
nojalla ja koska dw = w saamme

w(y) = (Fw)(y) = w(ay) = w(x).

Jos taas w on vakio jokaisella radalla niin w(x) = w(a~1x) kaikilla x € X.
Tasta seuraa, ettd w(x) = (aw)(x) kaikilla x, eli w = aw.
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% Esimerkki: Permutaation toiminta virityksill3

Alla olevan verkon solmut on véritetty varitykselld wy missd wo(1) = p,
wo(2) = v, wo(3) = p, wo(4) = v, wo(5) = v ja wo(6) = p:

Jos a on solmujen permutaatio, niin a:n toiminta varitykselld wgy on
méaritelmin mukaan awo(y) = wo(a=1(y)). Jos esimerkiksi
a=(34)(1526) niina~! =(34)(1625) jolloin

a (1) =6,a1(2)=5,a1(3) =4,a }(4)=3,a1(5) =1,a1(6) =2,

ja ndin ollen viritykset awg, a’wg ja a3wg ndyttavat seuraavanlaisilta:

20 g8l o g
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% Esimerkki: Permutaation toiminta virityksilld, jatk.

Jos otamme huomioon muutkin ryhmaan G kuuluvat permutaatiot, jotka
sailyttavat naapurit naapureina saamme 4 vdritysta lisda, jotka ovat
ekvivalentteja alkuperaisen wg:n kanssa.

Téassa tapauksessa ei ole kovin hankalaa I6ytaa kaikki ne 5 varitysta, jotka
eivat ole ekvivalentteja ja joissa on 3 punaista ja 3 valkoista solmua mutta
seuraavaksi maaritidmme taman lukumaaran toisella tavalla:

Burnsiden lemman nojalla ratojen lukumaird ryhmian G toiminnassa
Joukossa X on ﬁ Yol Xa| missd Xy ={we X :aw=w}. Tissi
tapauksessa X on verkon solmujen véritykset w, jotka varittivat kolme
solmua punaiseksi ja kolme valkoiseksi.

Jos nyt a on permutaatio (3 4)(15 2 6) niin X, = () koska ehdosta aw = w
seuraa, ettd w saa saman arvon radan {3,4} solmuilla ja saman arvon
radan {1,5,2,6} solmuilla ja tdma on mahdotonta jos vaaditaan, ettd
solmuista kolme ovat punaisia ja kolme valkoisia. Tadman permutaation
sykli-indeksi on tats ja jos tr:n paikalle sijoitetaan p® + v? ja ty:n paikalle
p* + t* saadaan polynomi (p® + v2)(p* + t*) ja téssi polynomissa ei ole
yhtdan p3v3-termia eli pv3:n kerroin on 0.
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% Esimerkki: Permutaation toiminta virityksilld, jatk.

Jos sen sijaan tarkastelemme permutaatiota a®> = (1 2)(6 5) niin silloin
esimerkiksi seuraavat varitykset kuuluvat joukkoon X,. koska vaatimus on
nyt, etta ratojen {1,2}, {5,6}, {3} ja {4} alkiot saavat saman varin:

Niiden véritysten lisiksi kiintopistejoukkoon X? kuuluu 2 muuta varitysts
jolloin | X,2| = 4. Permutaation a® sykli-indeksi on tt3 joten tissakin
tapauksessa |X,2| tulee olemaan termin p3v3 kerroin polynomissa
(p+V)2(p2—|-v2)2 — V6+2PV5+3P2 V4+4p3 v3—|—3p4 v2+2p5v+p6.
Ryhman G sykli-indeksi on

Cov(t, to, ta) = %(tf’ + 23 + 2t} ty + 2t3 + 2t2t4) ja termin p3v3

kerroin polynomissa (g v(p + v, p? +v2 p* 4+ v*) on

1/ 6 41 41 40
2.242. ‘1 1) +2.042.0) == =5.
8<3!-3!+ * <3!-1! REETIET >+ 0+ 0> g "

v
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% % Verkot

e Suunnattu verkko on pari [V, E] missd V' on joukko, jonka alkiot ovat
verkon solmut ja E on joukon V x V osajoukko, jonka alkiot ovat
solmujen viliset (suunnatut) kaaret eli linkit.

@ Suuntaamaton verkko (tai vain verkko) on pari [V, E] missi V on
Joukko, jonka alkiot ovat verkon solmut ja E C {{a,b}:a,be V}
on verkon solmujen viélisten kaarien joukko.

e Suuntamaton verkko [V, E] on yksinkertainen jos {v,v} = {v} ¢ E
kaikilla v € V ja suunnatun verkon tapauksessa jos [v,v] ¢ E kaikilla
vev.

@ Jos verkon kahden solmun vililla on kaari niin ne ovat toistensa
naapureita ja kyseisen kaaren paatesolmut.

Useimmiten V :n alkioiden lukum&ara on positiivinen mutta darellinen.

%Huom!

Néissa verkoissa on siis kahden solmun vililld korkeintaan yksi kaari ja
verkko on yksinkertainen jos mikadn solmu ei ole oma naapurinsa.
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@ Verkko paitdsprosessin kuvaajana

Meilld on neljd kolikkoa, joista tiedimme ettd yksi on vaarennetty, niin
ettd sen paino poikkeaa muiden painosta mutta emme tiedd onko se
painavampi vai kevyempi kuin muut. Meilld on varsivaaka, jonka avulla
voimme maarittdd onko kahdella kolikolla (tai kolikkoparilla, jne.) sama
paino vai ei. Seuraava verkko, joka on puu, kuvaa menetelman jolla voi
paatelld mika kolikoista k;, j = 1,2,3,4, on vdarennetty:

Téssd verkon kaareilla on maéritelty funktio, jonka maalijoukko on {=,#}.

v
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% % Mairitelmia

Verkon [V, E] polku (solmusta vy solmuun v,) on jono [vp, vi, ..., vy
missa vie€ V, j=0,1,...,n ja jokaisella j =1,...,n on olemassa
kaari solmujen vj_1 ja v; valilla, (eli {vj_1,v;} € E tai[vj_1,vj] € E).
Polun [vp, vi, ..., vy] pituus on n.

Verkon [V, E] sykli (tai kierros) on sen polku [vo, vi, ..., v,| missd
Vn = V.

Polku [vo, v1, ..., vy] on yksinkertainen jos v; # vy, 0 < j < k < n.
Sykli [vo, v1, . .., vn] on yksinkertainen jos [vp, vi,...,vh_1] on

yksinkertainen ja suuntaamattomassa verkossa n # 2.

Verkon [V, E] Eulerin polku (tai sykli) on sen polku (tai sykli)

[V07 Viyeony Vn]: jOSSB U}’Zl{\/j,]_, VJ} = E./a {ijlv Vj} # {kala Vk}
kun 1 SJ < k S n (Ule["j—lv"j] =Ejalvi_1,v] # [vk—1, vl kun1 < j < k < n) ell se
kay lapi verkon kaikki kaaret tasmalleen kerran.

Verkon [V, E] Hamiltonin polku (tai sykli) on sen yksinkertainen
polku (tai sykli) [vo, vi,...,vp], jossa {vo,...,vn} = V eli se kidy lapi
kaikki verkon solmut (syklitapauksessa paitsi vo = v,) tasmalleen kerran.
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% Esimerkki

Alla oleva verkko ei ole yksinkertainen (mutta yhtendinen, eli jokaisesta
solmusta on polku jokaiseen toiseen solmuun).

11

|
7 ;12

9

Punaisella on piirretty yksinkertainen sykli [1,2,6,8,10,7,4,1] ja vihreilld

polku [3,5,9,11,12,9], joka ei ole yksinkertainen. Solmujono

[1,2,3,4,5,6] ei sen sijaan ole polku koska esimerkiksi {3,4} ei ole kaari.
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% % Maaritelmia, jatk.

Verkko on yhtendinen jos jokaisesta solmusta on polku jokaiseen
toiseen solmuun.

Verkko on puu jos se on yksinkertainen ja jokaisesta solmusta on
tdsmalleen yksi yksinkertainen polku jokaiseen toiseen solmuun.

Verkko on metsa jos se on yksinkertainen ja jokaisesta solmusta on
korkeintaan yksi yksinkertainen polku jokaiseen toiseen solmuun.

Verkko [V, E| on kaksijakoinen osilla X ja Y jos V =XUY,
XNY=0jaEC{{x,y}:xeX,y€ Y} wiecxxvy).

Verkon [V, E] pariutus on kaarien osajoukko M C E siten, ettd
kahdella eri M:n kaarilla ei ole yhteisid paitesolmuja, eli jos

€ = {Vl, v{} ja € = {V2, Vé} niin e1 N & 75 @ <> €1 = €2 (jos|vi,v{] €M ja
v2, V3] € M niin {1, v{} 0 {v2, 4} # 0 > [v1, v{] = [va, v3]).

Yksinkertaisen verkon [V, E] solmujen véritys on funktiow : V — K
siten, ettd w(v;) # w(vk) jos {vj, vk} € E (.l ). Verkon
kromaattinen /uku on pienin solmujen véritykseen tarvittava véirien
lukumaara.
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& Esimerkkeja

Alla oleva verkko on puu ja punaiset kaaret muodostavat pariutuksen eikd
tdhan pariutukseen voida lisatd yhtdan kaarta niin, ettd se pysyy
pariutuksena.

Alla oleva verkko on kaksijakoinen jolloin sen kromaattinen luku on 2:

v
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@ Suuntaamaton verkko on kaksijakoinen jos ja vain jos sen
kromaattinen luku on korkeintaan 2

Jos kromaattinen luku on Q niin verkossa ei ole yhtdan solmua ja jos se on
1 niin verkossa ei ole yhtaan kaarta joten ndistd tapauksista ei tarvitse
valittia.

Jos verkko [X U Y, E] on kaksijakoinen niin voimme vérittaa joukon X
solmut vérilld a ja joukon Y solmut vérilld b, josta seuraa, ettd
kromaattinen luku on korkeintaan 2.

Jos kromaattinen luku on 2, jaw : V — {a, b} on solmujen varitys
kahdella vérilld niin voimme valita X ={v eV :w(v)=a} ja
Y={veV:w(v)=>b}. Ehdosta {x,y} € E — w(x) # w(y) seuraa,
nyt, ettd jos {x,y} € E eli jos solmujen x ja y vililld on kaari, niin joko
xeXjayeYtaixeY jaye X josta seuraa, ettd verkko on
kaksijakoinen (koska {x,y} = {y, x}).
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@ Milloin yhteniisessi, yksinkertaisessa ja suuntaamattomassa
verkossa on Eulerin polku?

Yhtendaisessa, yksinkertaisessa ja suuntaamattomassa verkossa on Eulerin
polku jos (ja vain jos) verkossa on 0 tai 2 solmua, joilla on pariton maaré
naapureita.

Miksi?

o Jos verkossa on kaksi solmua, joilla on pariton maard naapureita
valitaan toinen niistd polun ensimmaiseksi solmuksi vy, muuten
valitsemme polun ensimmaisen solmun mielivaltaisesti. Sitten
konstruoimme polun siten, etta jos polku [vy, ..., vk] missi k > 0 on
Jo konstruoitu niin mikali on olemassa solmu vy siten, ettd
{Vi, Vikx1 } € E mutta {vi, viky1 } & {{vj-1,vj} : 1 <j < k } niin uusi
polku on vy, ..., Vk, vkt1] ja muuten konstruktio on valmis.

o Talla tavalla saamme alla olevassa verkossa polun [2,3,6,8,7,5,8]:
———0—©

|
o ()
&——0—€ )
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@ Milloin yhteniisess3, yksinkertaisessa ja suuntamattomassa
verkossa on Eulerin polku? Jatk.

o Koska polussa esiintyvat kaaret ovat erilaiset niin polun solmujen
naapureita voimme laskea seuraavasti: Jos solmu on polussa
ensimmadaisend tai viimeisena niin lissdmme naapureiden lukumasraan
1 ja joka kerta kun solmu esiintyy muuten polussa lisidmme
naapureiden lukumaardin 2. Tastd seuraa, ettd jos ensimmdaisella
solmulla on pariton maara naapureita niin ndin on myds viimeiselld
solmulla ja muuten polku on sykli. (Tastd seuraa myds "ja vain jos”
osa vditteestd.)

o Jos kaarien joukosta poistamme ne kaaret, joiden lapi olemme jo
kdyneet polussa, niin jiljelld on verkko, joiden kaikilla solmuilla on
parillinen maird naapureita. Ja jos jaljella on kaareja voimme ndist3,
samalla tavalla kuin edelld, muodostaa syklin, jossa kiymme saman
kaaren lapi korkeintaan kerran.
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© Milloin yhteniisess3, yksinkertaisessa ja suuntamattomassa
verkossa on Eulerin polku? Jatk.
o Edellisessa esimerkissd saamme talld tavalla syklin [2,1,3,5,6,4,2]:

o Y

P Ve SN
o

2 4 @ 8

o Tallaisen syklin voimme yhdistda jo aikaisesmmin muodostettuun
polkuun niin, ettd saamme polun, joka edelleen tayttid ehdon, ettid
kdymme jokaisen kaaren lapi korkeintaan kerran. Esimerkissi saamme

polun [2,1,3,5,6,4,2,3,6,8,7,5,8].
o Niin voimme jatkaa kunnes kaareja ei enda ole jiljelld ja silloin meilld
on Eulerin polku.
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% Naapurimatriisi

Jos [V, E] on verkko, jossa on m solmua V' = {v1,...vm} niin sen
naapurimatriisi on m x m-matriisi

1, {vi,w}t€E, (yuwes),

Aj, k) =
(J ) 07 {VjaVk}¢E; (v, vl & E)-

Jos n > 1 niin (A")(j, k) on n-pituisten polkujen lukumaérd solmusta v;
solmuun vy.

% Huom

Jos verkon kaareille annetaan numeroarvoja eli maaritelldan funktio
w : E — R, esimerkiksi kuvaamaan solmujen vilisia "etaisyyksid” niin
kannattaa vaihtaa A:n maaritelmaksi A(j, k) = w({vj, vk }) jos

{vj, v} € E ja esimerkiksi +00 muuten.
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% Naapurimatriisi
Verkon
@ @ PR
] 3 5 1 0100
7/ naapurimatriision A= |1 1 0 1 1
0 01 01
0 0110
Nyt
2 1 1 11 2 35 2 2
1 2111 3 25 2 2
A=111411 ja A*=|55 4 5 5],
11121 2 25 2 3
1111 2 2 25 3 2
Jja matriisin A3 alkio (A3)(1,2) = 3 kertoo, ettd solmusta 1 on kolme
polkua solmuun 2, joiden pituus on 3 eli [1,3,1,2], [1,2,1,2] ja [1,2,3,2].
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¥ Isomorfiset verkot
Verkot [V, E] ja [V', E'] ovat isomorfiset jos on olemassa bijektio

'lp V= V/ Siten, etta {w(a), w(b)} € E/ < {a, b} E E ( ja suunnatussa tapauksessa
[b(a), w(b)] € E' « [a,8] € E) eli "naapurit kuvautuvat naapureille”.

& Kaksijakoiset verkot ja pariutukset
Olkoon [X U'Y, E] kaksijakoinen verkko (jonka osat ovat X ja Y'). Silloin
@ on olemassa pariutus M siten, ettd jokainen x € X on jonkin M:n
kaaren paatepiste eli M on ns. kaksijakoisen verkon tadydellinen
pariutus
jos ja vain jos
@ jokaisella A C X pdtee, ettd A:n alkioiden lukumaira |A| on pienempi
tai yhtasuuri kuin A:n alkioiden naapureiden lukumaara eli
A< HyeY : {x,y} €Emxnee,xc A}
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% lsomorfiset verkot
Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

Molemmissa verkoissa on 4 solmua, joilla on 3 naapuria ja 2 joilla on 2

naapuria, joten tistd emme voi paatella etteivat verkot olisivat isomorfiset.
Sensijaan vasemmanpuoleisessa verkossa ei ole yhtddn syklid, jonka pituus
olisi 3 mutta sellaisia on oikeanpuoleisessa verkossa. Tasta seuraa, etteivat

verkot voi olla isomorfiset.

v

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) 20. lokakuuta 2016

70 / 90



¥ Isomorfiset verkot, jatk.

Ovatko alla olevat verkot isomorfiset?

Molemmissa verkoissa on kaksi solmua, joilla on kolme naapuria, eli solmut
2 ja 4 ja solmut c ja e. Jos verkot ovat isomorfiset niin isomorfismi voisi
olla sellainen, ettd 1(2) = c ja 1(4) = e (tai painvastoin). Koska solmu 1
on sekd solmun 2 ja solmun 4 naapuri ja samoin solmu d on sekd solmun
c ettd solmun e naapuri taytyy olla 1(1) = d. Jaljelld olevista solmuista
solmu 3 on solmun 2 muttei solmun 4 naapuri ja solmu b on solmun c
muttei solmun e naapuri, joten 1)(3) = b jolloin tdytyy olla ¥)(5) = a. N&in
madritelty funktio 1) on isomorfismi ja verkot ovat isomorfiset.
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(& Esimerkki

Montako suuntaamatonta verkkoa I6ytyy, joissa on 3 solmua ja 4 kaarta?

o Jos vaadimme, ettd verkko on yksinkertainen niin ei 16ydy yhtaan
koska yksinkertaisessa verkossa, jossa on 3 solmua on korkeintaan 3
kaarta.

o Naapurimatriisissa on 3 rivid ja saraketta ja koska verkko on
suuntaamaton niin tdma matriisi on symmetrinen, eli tiedimme mika
se on jos tunnemme alkiot rivilld i ja sarakkeella j kun1 < < j < 3.
Koska verkossa on 4 kaarta niin 4 naista 6:sta alkiosta ovat 1 ja muut
0. Niin ollen vaihtoehtojen lukumaara on (2) = 15.

Mutta osa ndistd verkoista ovat tietenkin isomorfisia keskendan.

o Jos kysymys on ei-isomorfisten verkkojen lukumaarasta, niin voimme
tehda kaikista vaihtoehdoista luettelon. Ensiksi toteamme kuten
edelld etta ainakin yksi solmu on oma naapurinsa joten meilld on on
vaihtoehdot ettad 1, 2 tai 3 solmua ovat oma naapurinsa.
Ensimmdisessa vaihtoehdossa eri solmujen valilld on oltava 3 kaarta,
toisessa 2 kaarta ja viimeisessa 1 kaari.
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& Esimerkki, jatk.

o Jos 1 tai 3 solmua ovat oma naapurinsa niin molemmissa tapauksissa
meilld on vain yksi vaihtoehto ja ne ovat

VASENA

o Jos 2 solmua ovat oma naapurinsa niin meilld on kaksi ei-isomorfista
verkkoa ja ne ovat

L AN

o Ndin ollen on olemassa 4 ei-isomorfista verkkoa, joissa on 3 solmua ja
4 kaarta.
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& Esimerkki, jatk.

Entd miten tima kysymys ratkaistaan Pdlyan lauseen avulla?

o Jos solmujen joukko on {1,2,3} niin timan joukon permutaatiot ovat
(1), (12),(13),(23),(123)ja(132).

o Jotta voimme ndhdi miten solmujen permutaatiot toimivat verkoilla
esitimme verkot naapurimatriiseind missd emme valitd lavistdjan

a b c
alapuolella olevista alkioista: d e|. Lisdksi ndemme, etta
f

verkko jossa on 4 kaarta on tallaisen matriisin "varitys” ykkésilla ja
nollilla siten, ettd neljastd alkiosta tehddan 1 ja kahdesta O.
o Vaatimus, ettd naapurit pysyvat naapureina antaa homomorfismin

solmujen permutaatioista joukon {a, b, c,d, e, f} permutaatioden
ryhmdaan ja tdma homomorfismi on seuraava:
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(© Esimerkki, jatk.

¥((1)) = (a), ¥((12)) = (a d)(ce),
¥((13)) = (af)(be)), $((23) = (d f)(b c),

¥((123))=(adr)(bec), ¥((132))=(afd)(bce).
o Tastd saamme sykli-indeksiksi

1
6(t§+3-tf-t§+2-t§).

o Pdlyan lauseen mukaan termin y*n? kerroin lauseekkeessa
Sy + ) +3(y + n)?(y? + n?)? + 2(y® + n®)?) on ei-isomorfisten
verkkojen, joissa on 3 solmua ja 4 kaarta, lukumaird ja tdma kerroin
on

() () (0)+6)- () )

= 2(1543(2+ 1)) =

v
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% % Ahne viritysalgoritmi

Helppo, mutta ei vilttimatta optimaalinen tapa solmujen varityksen
l6ytamiseksi on seuraava ahne algoritmi:

@ Aseta solmut johonkin jarjestykseen: [vi, va, ..., vy].
@ Aseta varit johonkin jarjestykseen: [c1, co, ..., C].
e Viritd ensimmainen solmu ensimmaiselld varilld, eli w(vi) = cy.

@ Jos solmut v1,. .., vy on véritetty niin varitd solmu vy
ensimmadiselld kaytettivissd olevalla varilld siten, ettd ehto ettei
naapureita varitetd samalla varilld toteutuu, eli w(vi+1) = ¢j missa
J=min{i>1:{vp,vks1} € Eano p < k - w(vp) # ¢ }.
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% Ahne viritys

Tehtdvdana on maarittas jokin alla olevan verkon solmujen varitys:
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@ Ahne viritys, jatk.

Ahneen vdritysalgoritmin mukaisesti toimimme seuraavalla tavalla:
Jarjestimme solmut ja vérit jollain tavalla ja kiymme lapi solmut
jarjestyksessa ja annamme jokaiselle solmulle ensimmaisen mahdollisen
vdrin joka siis ei ole sama kuin sen jollekin naapurille jo annettu vari.

Jos vdrit ovat a, b, c, ... ja otamme solmut jirjestyksessa 1,2,3,4,...,16
niin varitykseksi tulee:

Solmu| 1234 |5|6|7|8|9|10| 11| 12| 13| 14| 15| 16
Viari | alala|b|b|b|lc|lc|b| c| b | a| c| al| b| a

Jos sen sijaan otamme solmut jarjestyksessd 9,10, ...,15,16,1,2,7,8 niin
vdritykseksi tulee

Solmu| 9|10 | 11| 12| 13|14 | 15|16 | 1|2 |3|4|5|6|7|8
Viari | a| b | a | b| a | b| a| b |blal|bla|b|alb

Naéin ollen pienin mahdollinen vérien lukuméaéra eli verkon kromaattinen
luku on 2 koska se ei voi olla 1 jos verkossa on ainakin yksi kaari.

—
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% Dynaaminen optimointi ja verkot

Olkoon [V, E] yksinkertainen ja yhtendinen (suuntaamaton) verkko jossa
Jjokaiselle kaarelle {v;j, vi} on annettu paino w({vj, vk}) > 0 (aw({y., v} = =
jos {v;, v} ¢ £). Jos tehtdvana on I6ytda polku [vo, vi,. .., vy tietystd solmusta
vo johonkin toiseen solmuun v, siten, ettd 3 7_; w({vj-1,v;}) on
mahdollisimman pieni voidaan menetelld seuraavalla tavalla:

o Maiirittele s(v) = min{zjl-(:1 w({vj-1,vj}) : [wo, v, ..., vk] on polku
solmusta vy solmuun vy = v}.
@ Huomaa, etta funktio s toteuttaa dynaamisen optimoinnin
periaatetta: s(v) = rpir\}(s(v’) +w({V,v}).
vie

e Mairita optimaliset arvot s(v) seuraavalla tavalla:
o Valitse Vo = {w} ja s(w) = 0.
o Jos optimaaliset arvot s(v) on maaritetty kun v € V; niin laske V;:n
naapureille testiarvot t(v) = min, ey, (s(v') + w({v/,v}), ve V\ V,.
o Valitse Vi1 = ViU {v} jas(v) =t(v) josve V\Vja
t(v) = min, ey, t(V').
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© Miksi dynaaminen optimointi toimii kun haemme
"minimietaisyyksia” ?
o Maiarittelemme funktion s kaavalla
: k
s(v) = min{>_;_; w({vj_1, vJ-}. . [vo, va, ..., vk] on polku solmusta vy
solmuun v = v} kun v # vp ja s(vp) = 0.
o Valitsemme Vo = {w}, V_1 =0 ja miarittelemme testiarvot
to(v) = oo kaikilla v € V \ {w}. Jos j > 0 ja tunnemme funktion s
arvot joukon V; solmuissa ja testifunktion
ti(v) = minyey,_ (s(v') + w({V', v}) arvot kaikissa muissa solmuissa
niin meidan pitaa laskea uusi testifunktio ja lisita joukkoon V;
seuraava piste.
o Koska maarittelemme tj1(v) = min,cy (s(v') + w({V', v}),
v e V\V;, niin tii1(v) = tj(v) jos v ei ole viimeksi lisatyn solmun v;
naapuri joten meidan taytyy ainoastaan laskea
toa(v) = min{(v), s(vj) + w({vj, v})} kun v € V\ Vj on vien
naapuri. Sitten valitsemme solmun vj 1 joukosta V' \ V; siten ettd
tit1(vi41) = minyev\v; tira(v).

v
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Miksi dynaaminen optimointi toimii kun haemme
"minimietaisyyksia" 7 jatk.
o Nyt joko s(vj+1) = tj+1(vj4+1) ja induktioaskel toimii tai
s(vj+1) < tj+1(vj+1) ja meidan pitda osoittaa, ettd jalkimmainen
vaihtoehto johtaa ristiriitaan.
o Jos s(vjt1) < tjy1(vjy1) niin on olemassa polku [Vo, V1, ..., Vi| siten
I - . k - -
ettd Vo = vo, Vi = Vi1 ja Doy w({Vi-1, i}) < tjra(vj1)-
o Silloin on olemassa suurin indeksi iy < k siten, ettd V;, € V; jolloin siis
Vip+1 € V'\'V; ja funktion tj11 mdaaritelmastd ja oletuksesta w(e) > 0
seuraa, ettad

s(Vip) + w({Vip, Vigr1}) = tir1(Vigr1) = tiya(viy)

k io+1
>y w({ T, 0}) 2 > w({ T, 0}) > s(%) + w({, Gp1})
i=1 i=1

Jjoka on ristiriita. Nain ollen s(vj+1) = tj11(vj+1), voimme valita
Viy1 = V; U{vj11} ja induktio toimii.
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(& Miten hankalaa on " minimietiisyyksien” |6ytaminen verkossa?
o Oletamme, ettd G = [V, E] on yhtendinen verkko, jossa jokaiselle
kaarelle e € E on annettu paino w(e) > 0 (ja w({vj, vk}) = oo jos
{vj, v} ¢ E) ja tehtavana on I6ytda polku [vo, vi, ..., vik] kahden
annetun solmun v, ja vy, valilld siten, etta Zjlle w({vj_1,v;})on
mahdollisimman pieni.

o Jos |V| = n ja kaikkien solmujen vililli on kaari niin on olemassa

21’7:2 ((7;:?))!! > (n— 2)! eri vaihtoehtoa mutta yleensa vaihtoehtojen
lukumaéara on kuitenkin paljon pienempi.

o Jos kdytdmme dynaamista optimointia ja olemme laskeneet
optimiarvon j:ssa pisteessa niin meidan pitda laskea korkeintaan n — j
uutta testiarvoa kayttden korkeintaan n — j yhteenlaskua ja yhtd
monta vertailua ja sitten valita pienin mika vaatii korkeintaan
n —j — 1 vertailua.

o Nain ollen meidan pitda laskea korkeintaan ZJ’-’;ll(n —j)=4n(n-1)
yhteenlaskua ja tehda Zj";ll(n —j+n—j—1)=(n—1)? vertailua.
Yhteenlaskujen ja vertailujen lukumairat ovat siis joukossa O(n?).
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% Minimaalinen virittava puu, ahne algoritmi | (Prim)

Jos [V, E]| on yhtendinen (suuntsamaton) verkko ja jokaiselle kaarelle {vj, vi} on
annettu paino w({Vvj, vi}) Ga w{y. w}) = o jos {v;. w} ¢ £) niin minimaalinen
virittdva puu on verkko [V, ET| missi Ex C E (eli aliverkko) joka on puu
Ja sellainen, etta Z{v,—,vk}eET w({vj, v }) on mahdollisimman pieni.
Minimaalinen virittdva puu voidaan konstruoida esimerkiksi seuraavalla
ahneella algoritmilla:
o Valitse Ty = [{v1}, 0] missd v1 on V:n mielivaltainen alkio.
@ Jos Ty = [V, Em] on valittu ja Vi, # V niin valitse v; € Vi, ja
vk € V' \ V, siten, ettd w({vj, v }) on mahdollisimman pieni jolloin
Tm+1 = [V U {w}, Em U {{vj, v }}], eli verkon T, solmuihin
lisataan solmu vy ja kaareihin solmujen v; ja v vdlinen kaari.

G. Gripenberg (Aalto-yliopisto) MS-A0401 Diskreetin matematiikan perusteet 20. lokakuuta 2016 83 /90



@ Minimaalinen virittavd puu ja Primin ahne algoritmi

o [V, E] yhtendinen verkko, jossa jokaiselle kaarelle {vj, v} on annettu
paino w({vj, vk }) ja T. = [V, E\] on puu siten, etta
w(T.) = > .ce. w(e) on mahdollisimman pieni.

o Primin ahneella algoritmilla konstruoimme puut T; = [V}, Ej],
j=1,...,n (missi |Vi| =1, |V|=nja EL =0).

o Jos E, = E, niin tdm3 algoritmi on optimaalinen ja jos E, # E, niin
on olemassa suurin luku m, 1 < m < n siten, ettd E,, C E,. Olkoon
{x,y} € Emt1 \ Em missd x € Vi, jay € Vi1 \ Vi jolloin siis
{x,y} ¢ E..

o On olemassa polku verkossa T, solmusta x solmuun y (koska T, on
puu). Tdhidn polkuun sisiltyy kaari {a, b} siten, etti a € V,, ja
b e V\ V,. Jos nyt vaihdamme T.,:n kaaren {a, b} kaareksi {x,y}
niin uusi verkko T.. on myds puu.
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© Minimaalinen virittiva puu ja Primin ahne algoritmi, jatk.

o Lisdksi algoritmin mukainen {x,y}:n valinta takaa etta
w(T.w) < w(T,) Tastd seuraa, ettd meilld on optimaalinen puu
[V, E..] siten, ettd Ep,1 C E.. josta, tarvittaessa toistamalla tatd
paéttelyd, seuraa, ettd T, on optimaalinen virittdva puu.
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(& Minimaalinen virittava puu, ahne algoritmi Il (Kruskal)
Jos [V, E] on yhtendinen (suntaamaton) verkko ja jokaiselle kaarelle {vj, vic} on
annettu paino w({Vvj, vi}) Ga w{y, w}) = o jos {v;. w} ¢ E) Niin minimaalinen
virittavad puu voidaan konstruoida myés seuraavalla ahneella algoritmilla:
o Valitse E; = (.
o Niin kauan kun verkko [V, Ep] ei ole puu niin valitse e € E \ Ep,
siten, ettd w(e) on mahdollisimman pieni ja verkko [V, Ep,11], missd
Emi1 = EmU{e}, on metsi.
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@ Minimaalinen virittava puu ja Kruskalin ahne algoritmi

o Olkoon [V, E] on yhtendinen verkko, jossa jokaiselle kaarelle {v;, vy}
on annettu paino w({vj, vc}) ja T, = [V, E.] on puu siten, ettd
w(T,) = ZEGE* w(e) on mahdollisimman pieni.

o Kruskalin ahneella algoritmilla konstruoimme metsat F; = [V, Ej],
j=1,...,n. Jos F, ei ole puu niin on olemassa solmut a ja b niin
ettei niiden vililld ole polku verkossa F,,. Mutta verkossa [V, E] on
olemassa polku [vp, vi, ..., vk| missi vy = a ja vy = b. Olkoon j
pienin luku, siten, ettd solmujen vj_1 ja v; valilld ei ole polku verkossa
Fn eiké erityisesti {vj_1,v;} € Ep. (Jos sellainen pari ei I6ydy niin
solmujen a ja b valilld on polku.) Nyt voimme lisitd kaaren {v;_1, vj}
Joukkoon E, siten, etta [V, E, U {{vj_1,v;}} edelleen on metsi koska
muuten solmujen vj_1 ja v; valilla olisi jo kaari verkossa F,. Nain ollen
algoritmi antaa varmasti tulokseksi puun.

v
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@ Minimaalinen virittava puu ja Kruskalin ahne algoritmi, jatk.

o Jos E, = E, niin tdm4 algoritmi on optimaalinen ja jos E, # E, niin
on olemassa suurin luku m, 1 < m < n siten, ettd E,, C E, ja jos
{x,¥} € Emt1 \ Em niin {x,y} ¢ E..

o Puussa T, on olemassa polku solmusta x solmuun y. Koska F, on
puu ja {x,y} ¢ E. niin tdhan polkuun sisiltyy kaari {a, b} siten, ettd
{a,b} ¢ E,. Jos E.. = EU{x,y} \ {a, b} niin [V, E..] on myds puu
Ja koska T, oli optimaalinen niin pdtee w({x, y}) > w({a, b}). Koska
otimme kaaren {x,y} mukaan joukkoon E, .1 , vaikka {a, b} olisi
ollut mahdollinen valinta koska E,, U {{a, b}} C E, josta seuraa, etti
myo6s [V, Epn, U {{a, b}}] on metsa, niin tdytyy olla
w({x,y}) = w({a, b}) eli Tux ja Em+1 C E.x on myds optimaalinen
puu. Toistamalla tarvittaessa tatd paattelyd voimme todeta, ettd F,
on optimaalinen puu.
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@ Milloin kaksijakoisessa verkossa on tiydellinen pariutus?

Oletamme, ettd G = [X U Y, E] on kaksijakoinen verkko ja
HA)={y e Y:3x(x€ Aawo {x,y} € E) } kun A C X (jolloin siis
H(A) on A:n solmujen naapureiden joukko).
o Jos M on verkon taydellinen pariutus verkossa niin |A| < |H(A)|
kaikilla A C X koska x € Ay € H(A) missia {x,y} € M on
injektio pariutuksen maaritelman nojalla.

o Seuraavaksi osoitamme, etta jos |A| < |H(A)| kaikilla A C X niin on
olemassa verkon taydellinen pariutus. Ndin on varmasti jos | X| =1 ja
oletamme nyt, ettd viite patee myds kun1 < |X| < k ja k > 1.

o Jos |X| = k + 1 niin valitsemme solmun a € X ja mikali mahdollista
valitsemme osajoukon X C X \ {a} siten, ettd |[H(X)| = |X| > 0.
Néin ollen meilld on kaksi tapausta riippuen siitd 16ytyyké tallainen
joukko vai onko niin, ettd |H(X)| > |X|+ 1 kaikilla X C X \ {a} joilla
X #0.

o Jos pystymme osoittamaan, ettdi molemmissa tapauksissa 16ytyy
tdydellinen pariutus, niin vdite seuraa induktioperiaatteen nojalla.
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@ Milloin kaksijakoisessa verkossa on taydellinen pariutus? jatk.

o Jos |H(X)| = |X| >0 jaX c X\ {a} niin induktio-oletuksen nojalla
on olemassa taydellinen pariutus My verkossa Gy = [X U H(X), E]
missi E = {{x,y} € E: x € X}. Mutta oletus "|A| < |H(A)| kaikilla
AC X" patee my6s verkossa
G = [(X\R)U(Y \H(X)), { {x,v} € E:x € X\ K,y € Y\H(R)}]
koska jos tama ehto ei ole voimassa jollakin joukolla A € X \ X niin
se ei voi olla voimassa verkossa G joukolla AU X koska |H(X)| = |X|.
Induktio-oletuksesta seuraa taas, ettd verkossa Gp on tiydellinen
pariutus Mo ja My U My on taydellinen pariutus verkossa G.

o Oletamme seuraavaksi, ettd |H(X)| > |X| + 1 kaikilla X € X \ {a}
joilla X # 0. Koska 1 = |{a}| < |H({a})| niin Iéytyy b € Y siten, etti
{a, b} € E ja voimme valita My = {{a, b}}. Ehto "|A| < |H(A)|
kaikilla A C X" on voimassa verkossa
G2 = [(X\{a)U(Y\{b}), E\({ {2, v} 1y € Y JU{{x. b} : x € X })]
koska korkeintaan yksi naapuri on poistettu. Induktio-oletuksen
nojalla verkossa Gy on tiydellinen pariutus M» ja My U M> on taas
tdydellinen pariutus verkossa G.

4
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