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& Miksi joukko-oppi ei ole niin yksinkertaista kuin miltd nayttaa?

Edellad on esitetty ns. naiivi joukko-oppi missd esimerkiksi pidetadn selvana,
ettd luonnolliset luvut muodostavat joukon ja niin kauan kun
tarkasteltavissa joukoissa on vain darellisen monta alkiota tai kasitelldan
luonnollisten lukujen joukkoa, ongelmia ei juuri esiinny. Mutta klassinen
esimerkki, joka osoittaa ettd myds ns. aksiomaattinen joukko-oppi on
tarpeen, on ns. Russellin paradoksi: M&aritelldan

A={x:x¢x}.

Jos A € A niin x ¢ x ei pade kun x on A ja A:n maaritelman mukaan

A ¢ A ja olemme saaneet aikaan ristiriidan. Jos sen sijaan A ¢ A niin ehto
X ¢ x on voimassa kun x on A joten A € A ja taas tuloksena on ristiriita.
Vastaavanlaisia ongelmia syntyy jos sanomme "tima lause on epétosi” tai
jos puhumme "parturista, joka leikkaa hiukset kaikilta niilta, jotka eivat
itse leikkaa hiuksiaan”.
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@ Joukko-oppi ja logiikka
@ Todistukset logiikassa
@ Predikaattilogiikka
@ Induktioperiaate

© Relaatiot ja funktiot
@ Funktiot
@ [s0-O

© Kombinatoriikka ym.
@ Summa-, tulo ja lokeroperiaate
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@ Joukot ja implikaatiot: Esimerkkej3

Olkoon A={1,2,3,4}, B={0,3,4} ja
C = { x : x on kokonaisluku > 2}. Mitka seuraavista vditteistd ovat
tosia?

(a) xe ANC — x € B kaikilla x?

(b) ACB— CCA?

(c) On olemassa y € C siten, ettei pide y € B — y € A?

Vastaus:

(a) Koska AN C =1{2,3,4} niin pitee 2 € AN C mutta koska 2 ¢ B
niin tima vaite ei pade (ja vaite sanoo, etti AN C C B).

(b) Koska 2 € A mutta 2 ¢ B niin ei pdde A C B ja néin ollen implikaatio
AC B — C C A on tosi.

(c) Viéitey € B— y € A ei pdde jos ja vain josy € B jay ¢ A eli
y € B\ A= {0} ja 0 ¢ C joten viite on epatosi.
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(& Paattelysaannot ja todistukset logiikassa

(© Paattelysdannot ja todistukset logiikassa Olkoot p ja q kaksi lausetta. Nyt todistamme, ettid q on tosi jos

Todistus on lista lauseista joissa jokainen lause on joko aksiomi (eli p ano (ot p) on tosi, eli jos oletetaan ristiriitainen vdite voidaan todistaa
oletetaan olevan tosi) tai johdettu aikaisemmistd lauseista mita vaan. Paattelysaantdind kdytamme tassa
paattelysdantdjen avulla. Esimerkiksi ns. modus ponens eli (2a) xory

x NOT X

X —y y

y (b) x anp y

on tirked paattelysaanté ja perustuu siihen, ettd (x ano (x — y)) — y on
tautologia, eli aina tosi riippumatta x:n ja y:n totuusarvoista. Tama ) %
(kuten muutkin paattelysdinnét) kaytetdan siten, ettd jos todistuslistassa —

. . . e X OR Y
on jo lauseet a ja a — b niin listaan lisitaan lause b.
’ (d) X AND Y
Y AND X
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(& Esimerkki suorasta ja episuorasta todistuksesta
(a) Viite: Jos 0 < a < 1 niin a°® < a.
Suora todistus:

1—a>0 koska a < 1.
Todistus ndyttdd nyt seuraavanlaiselta: a-(1—a)>0 koskaa>0ja(l—a)>0.

(1) p ano (notp):  Oletus a’> < a koska a- (1 —a)=a—a>> 0 jolloin a=a— a°+ a* > a°.
2) p: (1) ja (b) missi x = p jay = ot p (b) Viite: Jos 0 < a < 1 niin \/a > a.
)

. . . Epésuora todistus:
I ponep (A (9SS p iy =6 Vastaoletus: \/a < a.

(
(
(4) (votp) ano p: (1) ja (d) missd x = p ja y = not p a=\/a < a® koska \/a ja a > 0 ja funktio x > x? on kasvava valills
(
(

@ Paattelysaannot ja todistukset logiikassa, jatk.

5) notp: (4) ja (b) missi x =notpjay=p [0, 00).

a-(l—a)=a—a? <0 koska a < a°.

a<0 koskal—a>0 kun a <1 ja kun jaamme positiiviselld luvulla
epdyhtilé pysyy muuttumattomana.

a < 0 on ristiriidassa oletuksen a > 0 kanssa joten vastaoletus ei pida
paikkansa.

6) q: (3), (5)ja (a) missi x=pjay=aq.
Néin lause g on tullut todistetuksi.

Huomaa, ettei tllaisissa todistuksissa ole olemassa yksi ainoa oikea lukumd&ara vilivaiheita tai vélivaiheiden perusteluita! Tavoite

on, ettd todistuksesta tulee vakuuttava ja ymmadrrettédva ja se taas riippuu lukijastakin.
o
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& Esimerkki: Potenssijoukko

Olkoon P(X) joukon X osajoukkojen joukko, eli A € P(X) jos ja vain jos
A C X. Jos nyt X ja Y ovat kaksi joukkoa niin onko toinen joukoista
P(X)\P(Y) jaP(X\Y) toisen osajoukko?

o Koska tyhja joukko on jokaisen joukon osajoukko niin ) € P(X \ Y).
Samoin () € P(Y) joten O ¢ P(X)\ P(Y). Tésti seuraa, ettei
koskaan pade P(X \ Y) C P(X)\ P(Y) (eli aina patee
P(XA\Y) ZP(X)\P(Y)).

o Jos X =Y niin P(X) ="P(Y) joten
PX)\P(Y)=0C P(X\Y)={0} koska tyhja joukko on jokaisen
Jjoukon osajoukko.

o Mutta jos esimerkiksi X = {0,1} ja Y = {0} niin
PX)\P(Y) = {{0,1},{1}} mutta X ¢ P(X\ Y) = {{1},0} joten
tassa tapauksessa P(X)\ P(Y) Z P(X\Y)

o Lopputulos on siis ettei koskaan pade P(X \ Y
mutta riippuu joukoista X ja Y pateeks P(X)
vai el.

(& Esimerkki: Jarjestetyn parin koordinaatit

Parin [x,y] (tai (x,y) erityisesti jos kyseessd on xy-tason piste)
ensimmdainen koordinaatti on (tietenkin) x ja toinen on y. Jos parin
madaritelmaksi otetaan [a, bl = {{a}, {a, b}} niin voimme maaritella
predikaatit E(p, x) ja T(p,y), jotka sanovat, ettd x on p:n ensimmainen
koordinaatti ja y on p:n toinen koordinaatti seuraavalla tavalla:

E(p,x) =Vz((z € p) = (x € 2))
(tai lyhyemmin Nz € p(x € z)) ja
T(p,y) =3z((z € p) anp (y € z)) anp
YuVv ((u S p) AND (v € p) AND NOT(U == V) — NOT (y S u) OR NOT (y S v)),

missd u == v on predikaatti, joka sanoo, ettd u on sama joukko kuin v.
Lyhyemmin tdman voimme esittdd muodossa

T(p,y)=3zep(y€2)
ano Vu € pVv € p(not(u==Vv) = (y ¢ u) or (y & v)).

4
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% % Induktio: Esimerkki
Osoitamme induktion avulla, ettd

n

Zi=1+2+3+...+n=
i=1

n(n+1)

> 1.
5 , n=z2

n(n+1)

2
mika pitdad paikkansa. Oletamme seuraavaksi, ettd
_ k(k+1)

2

Viite P(n) on siis Y. ;i =
1(1+1)

sama kuin 1 = ==
P(k) on tosi ja k > 1. Koska P(k) pétee, niin Zf-‘zli
seuraa, ettad

Ja ng = 1. Nain ollen vaite P(ng) on

mista

k+1

Zi:Zi—i—(kﬁ—l):M—i—(kJrl)
i=1 i=1
~(k+1) (g 1) _ (k+1)2(k+2) _ (k+1)((k2+1)+1)’

Joka taas merkitsee sitd, ettd P(k + 1) on tosi. Induktioperiaatteen nojalla
toteamme, ettd P(n) patee kaikilla n > 1.
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) Relaatioiden esitystapoja

o Jos X ={1,2,3} niin W = {[1,2],[2,3],[3,1],[3, 3]} on relaatio
X :ssd ja tata relaatiota voi esittdd verkkona

taulukkona tai matriisina

= O O
O O =
= R O

o Jos X =R ja W on relaatio "aidosti pienempi kuin” niin
W ={[x,y] : x, y € R, x <y} jaxy-tason osajoukkona se niyttid
seuraavanlaiselta:

v
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(& Esimerkki: Osittaisjarjestys

Olkoon X jokin (ei-tyhji) joukko ja P(X) sen kaikkien osajoukkojen
muodostama joukko (eli ns. potenssijoukko). Joukossa P(X) meilld on
relaatio C: A C B jos ja vain jos A on B:n osajoukko. Tama relaatio on

osittaisjdrjestys koska se on (& Esimerkki: Ekvivalenssiluokat

o refleksiivinen: A C A, Joukossa X = {[m,n]: m,n € Z,n # 0} voimme mé&dritelld
o antisymmetrinen: Jos A C B ja A # B niin on olemassa x € B siten ekvivalenssirelaation ~ siten, ettd [my, ni] ~ [ma, n2] jos ja vain jos
ettd x ¢ A jolloin B Z A, my - np = my - n;. Nama ekvivalenssiluokat "ovat” rationaaliluvut koska
o transitiivinen: Jos A C B ja B C C niin jokainen A:n alkio on B:n T — ™2 tismailleen silloin kun my - Ny = my-ny.
alkio ja koska jokainen B:n alkio on C:n alkio niin jokainen A:n alkio m 2 y

on C:n alkio, eli A C C.

Lisiksi tadlld relaatiolla on muitakin ominaisuuksia kuten, ettd jos A,

B € P(X) niin joukoille A ja B I6ytyy pienin ylaraja, eli joukko C siten,
etti AC C, B C C (eli C on yliraja) ja jos AC D ja B C D niin C C D
(eli C on pienin ylaraja). Selvistikin C = AU B. Vastaavasti I6ytyy myés
suurin ala-raja, joka (tietenkin) on AN B.

4
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@ % Injektiot ja surjektiot

@ Listat, lukujonot ja karteesiset tulot funktioina
o Lista [a, b, c,d] on funktio f, jonka maarittelyjoukko on {1,2,3,4}
(tai {0,1,2,3}) siten, ettd f(1) = a, f(2) = b, f(3) =c ja f(4) =
o Lukujono (a,)32, = (a0, a1, a2, .. .) on funktio a, jonka
médrittelyjoukko on Ny siten, ettd a(n) = a,, kaikilla n € Np.
o Jos X; on joukko jokaisella j € J missa J on (toinen) joukko niin

Y karteesinen tulo [ | jes Xj on joukko, johon kuuluu tasmalleen kaikki
funktiot f : J — (U, X; siten, ettd f(j) € X; kaikilla j € J.

@
@
©
@
®
X

Funktio f : X — Y on injektio ("jokaiseen Y :n alkioon tulee korkeintaan
yksi suunnattu kaari”) mutta se ei ole surjektio koska X :sti ei I6ydy
yhtdan alkiota x, siten, ettd f(x) = d.

Funktio g : X — Y on surjektio ("jokaiseen Y :n alkioon tulee vahintaan
yksi suunnattu kaari”) mutta se ei ole injektio koska g(3) = g(5) ja 3 # 5.
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& Esimerkki: Funktio, alkukuva, ym.

o Olkoon f funktio: {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} siten, ettd f(1) = 2,
f(2) = 4, f(3) = 2, f(4) =1 ja f(5) =4. Matlab/Octavessa voimme esittdad timéan
funktion vektorina £=[2,4,2,4,4].

o Jos A={1,2,5} niin f(A) = f7(A)={f(x) : xe A} ={2,4} &
voimme laskea taman komennolla £([1,2,5]) joka antaa tulokseksi [2,4,4] joka on tulkittava joukkona {2,4} .

o Jos B =1{1,2,3} niin B:n alkukuva
f(_(B) = {X o f(X) e B} = {1, 3} Jja voimme laskea timén komennolla £ind (f==1 | f==2 |

£==3) tai komennolla £ind (sum(f==[1,2,3]’,1)).

o Huomaa, etta riippumatta siitd miten valitsemme joukon B niin aina
patee esimerkiksi £ (B) # {1} (eli tissa tapauksessa < ei ole
surjektio: P({1,2,3,4,5}) — P({1,2,3,4,5}) koska jos 2 ¢ B niin
1 ¢ f(B) ja jos2 € B niin {1,3} C f<(B).
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(& Rekursiivinen funktio: Esimerkkinid Fibibonaccin luvut
Maarittelemme funktion F seuraavasti:

F(n)={1’ josn=1tain=2,

F(n—1)+ F(n—2), josn> 2.

Voidaan osoittaa, ettd

1 ((1+v5\" [1-v5)\"
fo- 5 ((577) -(27))

eli F=0(n) (((1+sqrt(5))/2) "n-((1-sqrt(5))/2) "n) /sqrt(5).
Toinen vaihtoehto on laskea funktion arvot suoraan maaritelmasta esim.
seuraavalla rekursiivisella funktiolla
function f=F(n)

if n==1 || n==2, f=1;

else f=F(n-1)+F(n-2); end
endfunction

V.
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(& Esimerkki: Alkukuva ja injektiivisyys

Jos f : X — Y on surjektio niin < : P(Y) — P(X) on injektio missd
fE(B)y={xeX:f(x)eB}.

Miksi?

o Jos By # By niin on olemassa y € By siten, ettd y ¢ B, tai on
olemassa y € B, siten, etti y ¢ B;. Oletamme nyt, etti y € B;
mutta 'y ¢ Bo.

o Koska f on surjektio niin on olemassa x € X siten, ettd f(x) =y.

o Tastd seuraa, ettd x € £ (By) mutta x ¢ < (Bz) joten olemme
osoittaneet, ettd jos By # By niin f<(B1) # f<(Bz) eli < on
injektio.
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& Rekursiivinen funktio: Esimerkkina Fibonaccin luvut. jatk.

Jos haluamme laskea esim luvut F(1), F(2), F(3),..., F(15) voimme ensin
laskea F=[1,1]; ja sitten laskea

for j=3:15, F(j)= F(j-1)+F(j-2); end

Mutta silloin esim. F(20) ei ole lainkaan maaritelty.

Vaihtoehtoisesti voimme muodostaa vektorit X, = [Xn(1), X5(2)] missa
Xn(1) = F(n—1) ja X,(2) = F(n) jolloin X; = [1,1] ja

Xy = [F(n— 1), F(n)] = [F(n— 1), F(n— 1) + F(n — 2)] =

[Xn-1(2), Xn—1(2) + Xh—1(1)]. Néin ollen voimme myés kirjoittaa

Xn = G(Xn-1) missa G(Y) =1[Y(2), Y(2) + Y(1)]. Nyt voimme laskea
vektorit X, seuraavalla tavalla:

X(1,:)=[0,1]; X(2,:)=[1,1]; G=(Y) [Y(2),Y(2)+Y(1)];

for n=3:15, X(n,:)=G(X(n-1,:)); end

Jolloin X (15, :) on [F(14), F(15)].

Jos haluamme vain laskea luvut F(14) ja F(15) voimme menetelld
seuraavasti jolloin tuloksena X on [F(14), F(15)]:

X=[1,1]; G=e(Y) [Y(2),Y(2)+Y(1)];

for n=3:15, X=G(X);end
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@ Monen muuttujan funktiot? ¥ Esimerkki: Iso-O

Edelld on kasitelty ainoastaan yhden muuttujan funktioita. Samalla tavalla o Jos f € O(n?) ja g e O(n®) niin f - g € O(n®) koska |f(n)| < Crn?
voidaan maéritelldi monen muuttujan funktioita, mutta se ei ole aivn kun n > Ny ja |g(n)| < Cgn® kun n > N, joten
valttdmaténta koska ndiden funktioiden kohdalla on olemassa erilaisia |f(n)g(n)] < CrCen®t3 kun n > max(Ny, Ng). Vastaava tulos ei pide

ldhestymistapoja ja seuraavassa esitetdan miten tietty kahden muttujan

Jakolaskun kohdalla koska O(g) antaa vain yldrajan, ei alarajaa.
funktio voidaan méaritelld ja sen arvoja laskea eri tavoilla:

o Jos f(n) = n? ja g(n) = n® niin f € O(n?), g € O(n3) ja 5 on

o Kahden muuttujan funktiona: f(x,y) = sin(x +3 - y) (tietenkin?) pienin luku p siten, ettd f - g € O(nP).

Jja Matlab/Octavessa esim. £=@(x,y)sin(x+3*y)

o Mutta jos 2 on pienin luku siten, ettd f € O(nPf) ja 3 on pienin
Jolloin funktion arvo pisteessa (1,2) on £(1,2). J P pr (™) J P

luku pg siten, ettd g € O(nP¢) niin siitd ei valttamatts seuraa, ettd 5
olisi pienin luku p siten, ettd f - g € O(nP) koska voimme esimerkiksi
valita

o Yhden vektorimuuttujan funktiona: f([x, y]) = sin(x +3 - y)
tai esim. £=0(X)sin(X(1)+3*X(2))
Jolloin funktion arvo pisteessa (1,2) on £([1,2]).

o Yhden (eli ensimmdisen) muuttujan funktioarvoisena funktiona: f(n) = {”27 n on pariton a g(n) = {07 n on pariton
X (y—=sin(x+3-y) 0, n on parillinen, n3, n on parillinen
tai esim. £=0(x)@(y)sin(x+3*y)

Jolloin funktion arvo pisteessd (1,2) on £ (1) (2) (& toimi Matiabissa). jolloin f(n)g(n) = 0 kaikilla n ja f - g € O(n) kaikilla p € Z. )
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& Montako vertailua tarvitaan, jotta |Sytdisimme luvun, jonka @@ Montako vertailua tarvitaan, jotta |dytdisimme luvun, jonka
suuruusjarjestysnumero on p jos joukossa on n lukua? suuruusjarjestysnumero on p jos joukossa on n lukua?, jatk.
Jos p =1 (pienin luku) tai p = n (suurin luku) niin n — 1 vertailua riittai o Joukkojen alkioiden lukumaarien perusteella tiedimme missa joukossa
mutta mika on tilanne yleisessa tapauksessa? hakemamme luku on eitei se ole mediaanien mediaani ja Mika sen jarjestysnumero
Seuraavaksi osoitamme, ettd jos 1 < p < n niin tarvittavien vertailujen siind on joten haemme sen osajoukosta: C llon + CO(1) vertailua.
lukum&ara kuuluu joukkoon O(n), eli on olemassa vakio C siten, ettd o Olemme kéyttineet
vertailujen lukumaars on korkeintaan Cn emmeka valitd kovinkaan paljon 1 7 9
siitd mikd tdma vakio on: O(n) + gCn+ C+0O(n)+ EC’H_ Co(1) = TOCIH_ CO(1)+ O(n)
o Oletamme etta tarvitaan korkeintaan Ck vertailua kun joukossa on 9
k < n lukua. 10"+ (€ + o,
o Jaamme luvut osajoukkoihin joissa on 5 lukua: Ei vertailuja. vertailua missd co on vakio.
RPN : : — : o Jos n < 20cy voimme jarjestdd luvut kdyttden n> < (20cy)n vertailua
o Maaritimme néiden osajoukkojen mediaanit: O(n) vertailua. = 2V SR Y = 0
e o . . osiasiassa nlog,(n) vertailua riittss) Ja Siten I6ytd4 hakemamme luku joten jos
o Maaritamme mediaanien mediaani: C(%n + 1) vertailua. . el e vl ) v / .

valitsemme C > 20¢q jolloin ¢y < %C niin kun n > 20¢q eli ¢g < %n
toteamme etta

9 9 1 1
<7 — —_— =
1OCn—l-(C—i—n)coi10Cn—i-20Cn—i-20Cn Cn

©

Jaamme luvut kahteen joukkoon, riippuen siitd ovatko ne suurempia
tai pienempiad kuin mediaanien mediaani: O(n) vertailua.
o Kumpikin néistd joukoista sisidltdad korkeintaan
(1- % . % 3)n+ 0(1) = llon + O(1) lukua! Ja induktiopaattely toimii. )
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©|z| ja Q)
o |[No| = |Z| koska f : Ng — Z missd f(0) =0, f(2k —1) = k ja
f(2k) = —k kun k > 1 on bijektio.
o |Np| = |Q| koska voimme konstruoida bijektion seuraavalla tavalla:
0—1—o2 257 325

//‘//‘
=3 =4 s

-1
1 T 1
y// .
2 2
ava
_f_3—_4—_5
2 2 2 2
4
1/2§£§
3 3 3 3 3

Jos hyppadmme niiden lukujen yli, jotka jo ovat listalla, niin saamme
seuraavan bijektion: f(0) =0, f(1) =1, f(2) =2, f(3) = -1,
f(4)=1, f(5) = -2, f(6) =3, f(?) =4, f(8)=-3, f(9)=—3
(e/ka z= 1) f(10) = %, f(11) = 3 (eiki 52 = —1), £(12) = —4, jne
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& Pari epayhtiloa
Olkoot A, B ja C kolme joukkoa.

o Koska ANBNC C AN B niin |AN BN C| <|AN B|. Samoin patee
IJANBNC|<|BNCljalAnBNC|<]ANC|.
o Koska (ANB)U(ANC)=AN(BUC) C A niin

Al > [(ANB)U(ANC)|=|ANB|+|ANC|—|ANnBNANC],
josta seuraa, etta
JANBNC|>|AnNB|+|ANC|— |A]
Vaihtamalla A, B ja C keskendin saadaan myds epdyhtalot

IJANBNC|>|ANB|+|BNC|—|B| ja
|JANBNC|>|ANnC|+|BnNnC|—|C|.
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@ Esimerkki: Lokeroperiaate
Olkoon S joukon {1,2,...,2-n—1,2- n} osajoukko siten, ettd
|S| = n+ 1. Silloin joukkoon S kuuluu kaksi eri lukua a ja b siten, ettd
Joko a jakaa b:n tai b jakaa a:n (eli a|b tai b|a).
Miksi?
o Voimme esittdd S:n luvut muodossa 2% - q; missa k; > 0,
1<q;j<2-n, gjonpariton, j =1,2,...,n+1 ja lisaksi
[ki, qi] # [kj, qj] kun i # j.

o Parittomat luvut q;, j = 1,...,n+ 1 kuuluvat joukkoon
{1,2,...,2-n—1,2-n}.
o Joukossa {1,2,...,2-n—1,2-n} on n paritonta lukua

1,3,5,...,2-n—1.

o Lokeroperiaatteen nojalla on olemassa luvut i # j siten, ettd q; = qj
Jjolloin ki # k; koska [ki, qi] # [kj, q;].

o Voimme valita a =2k . q; ja b= 2% - q; jolloin vaite patee koska joko
ki < k; jolloin a| b tai kj < k; jolloin b|a

vy
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% Esimerkki: Otokset

Tentissi valvojat jakavat 150 tehtdvapaperia 160:/le tenttijalle. Monellako
tavalla tdma on mahdollista?

Té&ssa oletetaan, etta tehtivapaperit ovat identtiset mutta tenttijit eivat
ole.

Ensimmadinen, jarkeva, vaihtoehto on etti jokaiselle tenttijalle annetaan
korkeintaan yksi paperi. Silloin on kysymys siitd monellako tavalla voimme
160 henkilén joukosta valita ne 150, jotka saavat paperin. Tassd on kyse
valinnasta palauttamatta kun jarjestykselld ei ole merkitysta, joten

vaihtoehtoja on 160 = 160
Y 150) ~ \ 10 )

Toinen, vdhemman jarkevd, vaihtoehto on, ettei aseteta mitdan rajoituksia
sille montako paperia sama henkilé voi saada. Silloin valvojat valitsevat
150 kertaa tenttijan, jolle paperi annetaan, joukosta, jossa on 160 alkiota,
"palauttaen” eika valintajarjestyksella ole merkitystd. Vaihtoehtojen

lukumdaariksi tulee silloin 150+ 160 =1y _ Lg'
160 — 1 159! - 150!
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@ Surjektioiden A — B lukumiara kun |[A| = mja |B| =n

Olkoon B = {by, bs,...,b,}, F = B” kaikkien funktioiden A — B joukko
ja F; = (B\ {b;})" C F kaikkien funktioiden A :— B\ {b;} joukko eli
niiden F:n alkioiden f joukko joille patee, ettd f(x) # b; kaikilla x € A.
Surjektioiden joukko on siten F \ Ui Fj Nyt FnF, 0.0 Fjoon
joukko (B \ {bj,, bj,, ... b; }) johon kuuluvat kaikki funktiot A — B jotka
eivat saa arvoja b, ..., bj,. Jos1 < j1 < ... < j- < n niin

|Fi, NFj, N ...NFj| = (n—r)™ Koska on (") eri tapaa valita indeksit

1 <j1 <...<Jjr < n niin seulaperiaatteesta seuraa, etti surjektioiden

A — B lukumaéra on

o~ (;}—nf“ (- r)m> =3y (D=
n—r=k z": <:> (1) kg,

k=0
Huomaa, ettd kun m < n ei ole surjektioita A — B joten silloin
Srco (D)(=1)"=kk™ =0, mika ehki ei ole aivan ilmeist3.

v
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% Esimerkki

Montako erilaista sellaista viiden pelikortin rivid (normaalista 52 kortin
pakasta) on olemassa, jossa esiintyy tismalleen kaksi kuningatarta?

o Valitsemme ensin ne kaksi paikkaa, joihin kuningattaret tulevat.

Vaihtoehtoja on <2) = 10.

o Sitten valitsemme kuningattaret ndihin paikkoihin ja nyt
vaihtoehtojen lukumdaara on 4 - 3 = 12 koska on otettava huomioon
missa jarjestyksessa ne tulevat.

o Lopuksi valitsemme muut kolme korttia 48:n kortin joukosta jolloin
vaihtoehtojen lukumaariksi tulee 48 - 47 - 46 = 103776

o Tuloperiaatteen nojalla erilaisten rivien lukumaariksi tulee

10-12-103776 = 12453120.
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@@ Miksi Y7 o ()(=1)""*k™ =0 kun m < n?

k

n
n
Binomikaavan nojalla pitee (e' —1)" = Z < >ekt(—1)”_k, joten jos
k=0

f(t) = (et —1)" niin

Fm(t) = Z (Z) e (=1)" k™ ja FmM(0) = Z (Z)(—l)”kk’”.

k=0 k=0

Seuraavaksi osoitamme, etta f(K)(t) = (et —1)"kp,(ef) kun 0 < k < n
missa py on polynomi. Tama patee selvastikin kun k = 0 jolloin pp(x) =1
ja jos f(t) = (et — 1) kpy(et) ja k < n niin

FUR(E) = (n— K)(ef — 1)"*Telpi(et) + (e — 1) gl (e)et
= (e = )" Tpypa(e),

missa prt1(x) = (n — k)xpi(x) + (x — 1)xp(x) on myés polynomi.
Nyt voimme todeta, etta jos m < n niin f(™M(0) = (e° — 1)""p,(0) = 0
ja vdéite seuraa.

4
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& Montako vertailua tarvitaan jirjestamisalgoritmissa?

Jos meilld on n erisuurta luka ja haluamme jarjestid ne
suuruusjarjestykseen niin on olemassa algoritmi, joka pahimmassakin
tapauksessa tekee korkeintaan nlog,(n) vertailua (esimerkiksi niin, etts ensin jactaan fuvut
kahteen joukkoon, nimi laitetaan jarjestykseen tills algoritmilla ja sitten joukot yhdistetdan niin ettd jérjestys siilyy).
Mutta onko olemassa algoritmi, joka kayttaa oleellisesti vihemman, (esim.
O(nlog(log(n)))) vertailuja, pahimmassakin tapauksessa?
Koska voimme jarjestdd n lukua n! eri tavalla jarjestimisalgoritmin pitaa
pystyd tuottamaan n! eri vastausta. Koska jokaisen vertailun tuloksena on
korkeintaan kaksi vaihtoehtoa niin tuloperiaatteen takia algoritmi, joka
tekee korkeintaan m vertailua tuottaa korkeintaan 2™ eri vastausta eli jos
se toimii, niin pitdd olla 2™ > n! eli m > loga(n!). Koska

n n

logo(n!) = logy(1-2+...-n) = logy(j) = Y logy())
i =13

n n n n n
2 5 logy <§> = 5 loga(n) — 7 logo(3) = 3 log(n),

kun n > 33 joten oleellisesti parempi tulos kuin nlog,(n) ei ole

mahdollinen. )
T




& Monellako tavalla voidaan jakaa joukko, johon kuuluu n alkiota, © Monellako tavalla voidaan jakaa joukko, johon kuuluu n alkiota

k:hon ei-tyhjaan osajoukkoon? k:hon ei-tyhjaan osajoukkoon? Jatk.

Toisella tavalla: Monellako tavalla voimme laittaa n numeroitua palloa 1L o

k:hon identtiseen laatikkoon, siten, ettd jokaiseen laatikkoon tulee ainakin o S(n, k) = P Z <J> (-1)*~j"

yksi pallo? N ) ) . o
Olkoon tima lukumaari S(n, k), ns. Stirlingin (2. lajin) luku. Mitd Miksi? Voimme numeroida k osajoukkoa k! eri tavalla ja jako ei-tyhjiin

numeroituihin osajoukkoihin maéarittelee surjektion (koska osajoukot
ovat ei-tyhjid) alkuperiisestd joukosta numeroitujen osajoukkojen
muodostamaan joukkoon eli Sur(n, k) = k1S(n, k) missa Sur(n, k) on

voimme sanoa ndistad luvuista?

o Selvastikin (7) S(n,1) = S(n,n) =1 ja S(n, k) =0 jos k > n.

o S(n,k)=S(n—1,k—1)+ kS(n—1,k) kun2 < k <n—1. surjektioiden lukumaara joukosta, jossa on n alkiota joukkoon, jossa
Miksi? Olkoon x kyseisen joukon tietty alkio. Silloin meilld on kaksi on k alkiota. Sur-funktiolle johdetun kaavan avulla saamme vaiteen.
toisiaan poissulkevaa tapausta: n—1

o {x} on yksi osajoukoista (johon siis ei kuulu muita alkioita):Muut n — 1 o S(n,n—1)= L Z (n N 1) (_1)k_fj” = <n>
alkiota on jaettava k — l:een ei-tyhjaan osajoukkoon ja vaihtoehtojen (n—1)! =0 2

lukuméard on S(n— 1,k — 1).

o {x} ei ole yksi osajoukoista: Jaetaan ensin muut n — 1 alkiota k:hon
osajoukkoon (S(n — 1, k) vaihtoehtoa) jonka jilkeen x sijoitetaan
Johonkin néistad osajoukoista (k vaihtoehtoa) jolloin kaikkien
vaihtoehtojen lukumaarad on kS(n — 1, k).

Miksi? Kun osajoukkoja on n — 1 kappaletta niin yhteen joukkoon
tulee kaksi alkiota ja vaihtoehdot eroavat toisistaan ainoastaan siind,
mitkd kaksi alkiota laitetaan samaan osajoukkoon ja joukosta, jossa
on n alkiota voidaan valita osajoukko, johon kuuluu kaksi alkiota

ny . H
‘ (2).l/a eri tavalla.
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