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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskimia tai taulukoita ei saa kayttdd tdssd kokeessa!
Vastauksissasi saa numeroiden lisiksi olla potensseja, -, /, +, —, !, (ja ) mutta ei esimerkiksi

binomikertoimia.

1. Osoita induktion avulla (vaikka se olisikin mahdollista jollain muullakin tavalla), ettd luku
227 _ 1 on luvulla 3 jaollinen kun n. > 1.

Ratkaisu: Kun n = 1 niin 22" — 1 = 22 — 1 = 3, joka on luvulla 3 jaollinen. Oletamme
seuraavaksi, ettd 22* — 1 on luvulla 3 jaollinen missd & > 1. Tistd seuraa, ettd on olemassa
kokonailsuku j siten, etti 22¥ — 1 = 3 - j eli 22¢ = 3 - j + 1. Silloin
2HRHD) ] =942 1 —92k 92 1 —(3.j4+1)-4-1=12-j+4—-1
=12-j4+43=(4-j+1)-3,

josta seuraa, ettd my6s 22(**1) — 1 on luvulla 3 jaollinen. Induktioperiaatteen nojalla pitee nyt,
ettd viite pitee kaikillan > 1.

2. Oleta, ettd n > 2 on kokonaisluku.

9.
(a) Osoita binomikertoimen méédritelmin avulla, ettid < 2” =2 ;L +n2,
(b) Joukosta, jossa on 2 - n alkiota voidaan valita osajoukko, johon kuuluu 2 alkiota,

2-n
2
kayttdmattd (a)-kohdan tulosta (jolloin siis (a)-kohta tulee todistetuksi toisella tavalla).

:1la eri tavalla. Selitd minkélaisella paittelylld vastaukseksi tulee 2 - (Z) + n?

Ratkaisu: (a) Madritelman mukaan

(2-n) _ 2@l o —2 o,

2 2

ja

(n—1
2-(Z)+n22~%+n2:nQ—n+n2:2-n2—n,

joten viite pitee.
(b) Jos joukosta, jossa on 2 - n alkiota, pitdd valita 2 alkiota voimme ensin jakaa joukon kah-
deksi joukoksi A ja B siten, ettd |A| = |B| = n. Joukosta A voimme valita 2 alkiota (Z) 1la

eri tavalla ja samoin joukosta B. Lisdksi voimme valita yhden alkion joukosta A ja yhden jou-
kosta B jolloin vaihtoehtojen lukumaéiriksi tulee n - n. Koska ndmé vaihtoehdot ovat toisiaan

poissulkevia eikd muita ole niin vastaukseksi tulee 2 - ( ) +n?.




3. Miiritd lukujen 60 ja 46 suurin yhteinen tekijd Eukleideen algoritmilla.

Ratkaisu: Eukleideen algoritmin avulla saamme

60 = 1-46 + 14,
46 =3 - 14 + 4,
14=3-4+2,
2=1-2+0,

ja téstd paittelemme, ettd suurin yhteinen tekijd on 2.

(a) Selitd médritelmédin nojautuen miksi oletuksista f € O(n) ja g € O(n?) seuraa, etti
[+ g € O(n?) ja miksi ei seuraa, etti % € O(n).

(b) Ryhmi |G, o] on joukon X permutaatioiden aliryhmi. Mistd ndhddin, ettei funktio

1
[t ta, t3,t4) = g(til't%+2‘t%'t§+t%'tz't3+t2't4),

ole ryhmin G sykli-indeksi (g x?

(c) Ryhmin G sykli-indeksi toiminnassaan joukossa X on (¢ x (t1,t2) = };(t? +3-ty- t%)
Monellako, ryhmién G toiminnan suhteen ei-ekvivalentilla tavalla voidaan joukon X
alkioita vdrittad jos kdytettdvissd on 3 virid?

Ratkaisu: (a) Jos f € O(n) niin on olemassa vakiot C'y ja Ny siten, ettd | f(n)| < Cf - n kun
n > N;. Samoin, jos ¢ € O(n?) niin on olemassa vakiot C;; ja N, siten, ettid [g(n)| < C, - n?
kun n > N,. Lisiksi pitee n® < n* kun n > 1 joten oletuksista seuraa, ettd

]f(n)~g(n)|§C'f-cg-n-n2§6'f~Cg~n4,

kun n > max(Ny, Ny, 1). Mégritelmén mukaan pitee siis f - g € O(n).

Toisaalta, jos esimerkiksi f(n) = 1ja g(n) = n®> kunn € Zniin f € O(n) jag € O(n?)
?Eni ‘ = n? ¢ O(n) koska n? > Cn kun n > C kaikilla C' > 0.

n

(b) f(1,1,1,1) = £(1+2+ 1+ 1) = 2 kun tuloksen pitéisi olla 1. Lisiksi termin ¢{ - t3 nojalla
joukon X alkioiden lukumédrd on 1 -4 + 2 -2 = 8 kun se taas termin 2 - ¢, - t3 nojalla on
1-2+ 2+ 3= T7jatermin ¢, - t4 nojalla @ 4+ 4 = 6.
(c) Pdlyan lauseen nojalla vaihtoehtojen lukumééréd on

mutta

1 1 324
Cax(3,3) = 1(35 +3-3-3%) = 1(243+ 81) = - 81.




5. Maidrité alla olevan verkon [V, E] minimaalinen virittdvd puu kédyttamélld algoritmia, joka
takaa optimaalisen tuloksen (mutta sinun ei tarvitse osoittaa, ettd algoritmi antaa optimaali-
sen tuloksen). Selitd miten ole menetellyt esimerkiksi kirjoittamalla missd jarjestyksessd olet
lisdnnyt solmuja ja/tai kaareja.

Kaarien painot ovat siis w({A, B}) = 2, w({B,C}) = 11, w({C, D}) = 8, w({D, E}) = 10,
w{E,F}) = 9, w{A,D}) = 5, w{A,F}) = 7, w{B,E}) = 3, w{B,F}) = 6 ja
w({D, F}) = 4.

Ratkaisu: Jos kdytimme Primin ahnetta algoritmia niin aloitamme mielivaltaisella solmulla ja
sitten lisidmme joka vaiheessa kaaren, jonka paino on mahdollisimman pieni, siten, ettd meilld
on edelleen puu. Jos ensimmaiiseksi solmuksi valitsemme A:n niin vélivaiheet ovat seuraavat
puut:

{A},0],

{A, B}, {{A, B},

{A, B, E}, {{4, B}, {B, E}}],

{A, B, D, E}, {{A, B}, {B, E},{A, D}}],

{A, B, D, E, F}, {{A, B}, {B, E},{A, D}, {D, F}}],
{A,B,C,D,E, F},{{A, B}, {B, E},{A, D}, {B, F'},{D, C}}],



ja puu ndyttdd seuraavanlaiselta (kaaret lisdtty aakkosjarjetyskessd ja solmut jarjestyksessd A,
B, E, D, FjaC):

Kruskalin algoritmilla saamme saman virittdvin puun mutta kaaret lisidmme seuraavassa
jarjestyksessi:
{A, B} B, E}, {D, F},{A, D}, {C, D}.




