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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskimia tai taulukoita ei saa kdyttdd tissd kokeessa!

1. U ja V Kkiyttavit RSA-algoritmia keskindisessd viestinndssdin. U:n julkinen avain on
(ny, ky) ja yksityinen avain (ny,dy). Vin julkinen avain on (ny, ky) ja yksityinen avain
(ny, dy) jamolemmat pitdvit tietenkin yksityiset avaimensa salassa muilta. Lisiksi he kéyttavit
allekirjoituksia varten hajautusfunktiota h. Jos nyt U saa V:Itd viestin, joka salattuna on z ja
lisdksi allekirjoituksen, joka on s, niin mitd U:n pitdd laskea, jotta hdn voisi olla varma siiti,
ettd V on viestin ldhettdja?

Ratkaisu: U purkaa salauksen yksityiselld avaimellaan ja laskee y = mod (2%, ny ). Tdmén
jilkeen hén laskee alkuperisen viestin y hajautusarvon h(y) jonka jilkeen hin purkaa allekir-
joituksen salauksen V:n julkisella avaimella eli hiin laskee 2 = mod (s*V, ny/). Jos nyt z = h(y)
niin U voi luottaa siihen, ettd V' on viestin ldhettdja.

2. Alla olevan kuvion rotaatioilla ja peilauksilla saadaan permutaatiot p; = (1), py =
(16)(25)(34),ps = (12)(56)japs = (15)(26)(34).
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(a) Mitd pitdisi osoittaa, jotta tulisi todistetuksi, ettid ylld mainitut permutaatiot muodostavat
ryhmén? (Sinun ei tarvitse suorittaa néitd laskuja!)

(b) Miiritd timén ryhmin sykli-indeksi.

(c) Médritd Pélyan lauseen avulla monellako, ryhmiin toiminnnan suhteen ei-ekvivalentilla,
tavalla kuvion ruudut voidaan virittdd kahdella vérilla.

Ratkaisu: (a) Koska tietyn joukon alkioiden kaikki permutaatiot muodostavat ryhmén on siis
osoitettava, ettd permutaatiot {p;, p2, ps, p4} muodotavat aliryhmén (kun laskutoimituksena on
funktioiden yhdistdaminen). Koska kyseinen joukko on direllinen niin tidssd tapauksessa riittda
tarkistaa, ettd jos ¢ ja j € {1,2,3,4} niin I6ytyy k£ € {1,2,3,4} siten, ettd p; o p; = pj. (Jos
emme halua kéyttdd hyviksi sitd tosiasiaa, ettd joukko on dérellinen niin meidén pitdd todeta,
ettd jokaisella j € {1,2,3,4} pitee p; ' = p;.)



(b) Permutaatioiden ratojen pituudet ovat

pp ;6 rataa, joissa on 1 alkio
po ;3 rataa, joissa on 2 alkiota
ps3 ;2 rataa, joissa on 1 alkio, 2 rataa, joissa on 2 alkiota

py4 : 3 rataa, joissa on 2 alkiota

Niin ollen sykli-indeksi on
L 6 3, 4242
Cax(ti,t2) = Z(tl + 2t + 15t5).
(c) Pélyan luseen nojalla saamme
L 6 3 4 1
(ex(2,2) = 1(2 +2-2°42%) = Z<64+16+16) =24

erilaista véritystd jos kdytimme 2:ta vérid.

(a) Osoita, ettd jos kahdella yksinkertaisella ja suuntaamattomalla verkolla ei ole sama kro-
maattinen luku niin ne eivit ole isomorfiset.
(b) Maiéritd lukujen 38 ja 48 suurin yhteinen tekijd Eukleideen algoritmin avulla.

Ratkaisu: (a) Teemme vastaoletuksen, ettd verkot [Vi, E4] ja [Va, Es] ovat isomorfiset vaikka
niiden kromaattiset luvut %, ja ko ovat erisuuret. Oletamme esimerkiksi ettd k1 > ko ja ettd
¥ : Vi — V, on bijektio siten, ettd {a,b} € E; jos ja vain jos {1(a),®(b)} € FEs. Jos nyt
w: Vo — {v1,..., vk} on verkon [Va, Es] solmujen viritys niinw o ¢ : Vi — {v1,..., v, }
on verkon [V4, F| solmujen viritys koska jos {a,b} € E niin {¢)(a),1(b)} € E, ja koska w
on verkon [V3, F5| solmujen viritys niin w(v(a)) # w(y(b)) eli (w o ¥)(a) # (w o ¥)(b) ja
olemme 16ytineet verkon [V3, F1| vérityksen jossa on ko vérid miké on ristiriidassa sen kanssa,
ettd verkon [V}, ] kromaattinen luku on k; > k.

(b) Eukleideen algoritmin avulla saamme

48 = 1-38 + 10,
30=3-10+8,
10=1-8+2,
8=4-240,

josta niemme, ettd suurion yhteinen tekiji on 2.




(a) Piirrd kuvat kaikista yksinkertaisista suuntaamattomista ei-isomorfisista verkoista, jois-
sa on 4 solmua ja jotka ovat metsii (eli jokaisesta solmusta on korkeintaan yksi yksin-
kertainen polku jokaiseen toiseen solmuun).

(b) Maidritd alla olevassa verkossa Hamilton-polku tai selitd mistd ndhddédn ettei sellaista
16ydy.

Ratkaisu: (a) Ei-isomorfiset metsit, joissa on 4 solmua ovat
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(b) Téssd verkossa ei ole Hamiltonin polku (joka siis kulkisi tdsmélleen kerran jokaisen solmun
kautta) koska jos sellainen olisi niin ensimmaéinen solmu olisi joko C' (jolloin viimeinen olisi )
tai £/ (jolloin viimeinen olisi C'). Silloin polku olisi [C, B, X, Y, D, E| (tai [E, D, X,Y, B, C])
missd X on joko A tai F'jaY vastaavasti F' tai A. Mutta timad ei ole mahdollista koska solmujen
Aja F vililld ei ole kaari.




