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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskimia tai taulukoita ei saa kdyttdd tdssd kokeessa!

1. Olkoon f(z,y) = 3z — x> — 3xy?. Mitki pisteistd (1,0), (0,1), (1,1) ja (—1,0) ovat
funktion f derivaatan (eli gradientin) nollakohtia ja mitké ndistd ovat paikallisia maksimipisteita
ja mitki paikallisia minimipisteitd. Perustele!

Ratkaisu: Koska
folz,y) = 3 — 32" = 32,
fy(may) = _6$y7

niin toteamme, ettd f,(1,0) = f,(1,0) = f,(0,1) = f,(0,1) = f.(=1,0) = f,(—=1,0) =0
kun taas f,(1,1) # 0 joten (1, 0) (0,1) ja (—1,0) ovat derivaatan nollakohtia kun taas (1, 1)
sitd el ole.
Toinen derivaatta on
" | =6z —6y
joten
" o _6 0 17 _ O _6 e o 6 O
Koska ldvistdjdmatriisin ominaisarvot ovat alkiot ldvistdjdlld niin matriisin f”(1,0) ominai-
sarvot ovat negatiiviset ja matriisin f”(—1,0) ominaisarvot ovat positiiviset josta seuraa, ettd
(1, 0) on paikallinen maksimipiste ja (—1, 0) on paikallinen minimipiste. Mutta det(f”(0,1)) =
—36 < 0, josta seuraa ettd ominaisarvot ovat erimerkkiset koska determinantti on ominaisarvo-
jen tulo ja ndin ollen (0, 1) on satulapiste eiké paikallinen dériarvopiste.

2. Miiritd funktion f(z,y) = %+ 2y suurin arvo kun 2 + (y — 1)? = 1 kéiyttden Lagrangen
kerrointa. Selitd lyhyesti miten voidaan péételld, ettd suurin arvo todella 16ytyy téllé tavalla!
Ratkaisu: Muodostamme Lagrangen funktion
F(z,y,\) = 2> + 2y + A2 + (y — 1) = 1)

ja midritimme tdmén funktion derivaatan nollakohdat:

0=F, =2x+ 2\,

0=F,=4y+2\(y — 1),

0=F =2+ (y—1)72—1.
Ensimmdisestd yhtilostd seuraa + = 0 tai A = —1. Jos = 0 niin kolmannesta yhtélosta
seuraa, ettd y = 2 tai y = 0 ja toisesta seuraa silloin, etti A = —4 tai A = 0 (A\:n arvo on

tdassd tapauksessa epdoleellinen mutta on periaatteessa tirkeiti todeta, ettd yhtidlosysteemilld on
ratkaisu.) Jos A = —1 niin toisesta yhtdlosté seuraa, ettd y = —1 jolloin kolmannella yhtilolla



ei ole ratkaisua. Mahdolliset ddriarvopisteet ovat siis (0,2) ja (0,0) ja koska f(0,2) = 8 ja
f(0,0) = 0, niin toteamme, ettd suurin arvo on 8.

Rajoitusehto g(z,y) = 2* + (y — 1) — 1 = 0 mairittelee ympyrin, joka on rajoitettu
ja suljettu joukko jolla jatkuva funktio f saavuttaa suurimman ja pienimmén arvonsa. Kaikki
esiintyvit funktiot ovat jatkuvasti derivoituvia ja rajoitusehtofunktion ¢ gradientti ei ole 0 kun
g(x,y) = 0 joten #idriarvopisteissd Lagrangen funktion gradientti hidvidé eli hakemalla kaikki
nidma pisteet I16yddmme my0s pisteen missd suurin arvo saavutetaan.

(a) Tutkija T oli tehnyt mittauksia ja saanut havainnot (z;,y;), 7 = 1,2, ..., 27. Hin olettaa
teorioihin perustuen, ettd y; ~ c1€% + ¢y + cze” ™/ ja hin pdittad madrittdd vakiot ¢, co
ja cg siten, ettd 2311 (cle%‘ 4+ co + c3e™ — yj)2 on mahdollisimman pieni. Hin aikoo
laskea kertoimien ¢y, ¢, ja c3 arvot kiyttden kaavaa C' = (ATA)"1ATY. Miki on tissid
tapauksessa matriisi A?

(b) Olkoon D kolmio, jonka kulmapisteet ovat (1, —1), (1, 3) ja (=3, 3). Médriti integroi-
misrajat kun tasointegraali [’  f(z,y) dA kirjoitetaan iteroituina integraaleina:

//Df(rc,y)dflz[ (/??f(w,y)dx> dy
ja //Df(x,wdAz/?? (/??f(x,y)dy> dr.

Ratkaisu: (a) Matriisi A on 27 x 3 matriisi jonka alkiot ovat

Piirra kuvio!

e, k=1,
A(j, k) =< 1, =2,
e %, k=3.

eli
e 1 e ™
e 1 e ™

e$27 1 e_x27

(b) Alue D néyttdd suurin piirtein seuraavanlaiselta:




Koska kolmion hypotenuusa on suoralla y = —z eli z = —y niin

//Df(x,y)dAzfj (/_;f(x,y)dx) day
//Df(:v,y)dA=/13 (/if(x,y)dy) dr.

4. Laske integraali [[, 4dydA missi D = { (z,y) : 2° +4y* <9, 2 > 0, y > 0} seuraavalla
muuttujien vaihdolla: = = 2r cos(f), y = rsin(6).

Ratkaisu: Koska x > 0 ja y > 0 joukossa D niin 0 < § < % jakoska x* + 4y* = 472 cos()* +
4r?sin(f)? = 4r* niin ehdosta 22 + 4y? < 9 seuraar® < ¥ eli 0 < r < 3. Lisiksi pitee

ja

0 .
Em(r, ) = 2cos(6), %m(r, ) = —2rsin(0),
0 . 0

Ey(r, 0) = sin(6), %y(r, 0) = rcos(f),

josta seuraa, etti

20 =t ([t ety |) = rlooto ) =2

jolloin dx dy = 2r dr df. Niin ollen

3

//DydA:/Og (/j4rsin(9)2rdr> 49 = </Ogsin(0)d0) (/jgr dr
= </Og(—008(9))> (/0327"3) =(0—(=1)) (2%7_0) _9
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