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MS-A0207 Differentiaali- ja integraalilaskenta 2 (Chem)
1. vilikoe 26.1.2016

Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskimia tai taulukoita ei saa kdyttdd tissd kokeessa!

(a) Missd xy-tason pisteissd funktio
2

flz,y) =S v +y
0, r<0taiy <0,

, x>0jay >0,

on jatkuva? Perustele lyhyesti!
(b) Olkoon f(s,t) = g(s*t + s,t*> — s) eli f on funktion g(x,y) ja funktion h(s,t) =

2
Stfjj yhdistetty funktio. Oleta, etti f,(—1,1) = 3 ja fi(—1,1) = —1. Madriti

funktion ¢ gradientti eli derivaatta pisteessi (0, 2).

Ratkaisu: (a) Kaikissa pisteissd missd z > 0 ja y > 0 funktio f on selvistikin jatkuva koska
nimittdjd x + y > 0. Samoin kun x < 0 tai y < 0 niin f on jatkuva koska vakiofunktio 0 on
jatkuva. Jos > 0 jay > O niin

2
y
Flo )l < - <y,

ja tdmi epiyhtilo pitee myos kaikissa muissa pisteissd koska sielld f(z,y) = 0. Koska
lim, ,0|y| = O niin todetaan kuristusperiaatteen nojalla, ettd

lim f(l',y):OZf($0,O),

(,y)=(20,0)

kaikilla x eli funktio on myos jatkuva x-akselilla. Mutta jos ¢y > 0 niin selvistikin

lim x,y) =1vyo >0,
(:Jc,y)é%o,yo)f( Y) =1

kun taas mairitelméasti seuraa heti, etta
lim  f(z,y) =0,

(le,y)—>(0,y())
<0
joten funktio on jatkuva kaikissa pisteissd paitsi pisteissé (0, y) missd y > 0.
(b) Ketjusddnnén mukaan
fo(5,t) = go (st + 5,t* — 5)(2st + 1) + g, (s°t + 5,1° — 5)(—1),
ja
fi(s,t) = gu(s*t + 5,1 — 5)s* + g, (s*t + 5,1 — 5)2t.

Kun sijoitamme s = —1 ja ¢t = 1 niihin yhtiloihin saamme yhtdlosysteemin

_91(07 2) - gy<07 2) - 37
9:(0,2) + Zgy((), 2) = —1,



josta saamme ratkaisuksi g, (0, 2) = 2ja g,(0,2) = —5 ja derivaatta eli gradientti on —5i+2j =
5 2.

(a) Médritd funktion f(z,y,2) = = + yz + 2? suunnattu derivaatta pisteessi (1, —1, —1)
suuntaan i — 2j + 2k.

(b) Méiritd vakio c siten, ettd u(z,y) = f(z* + cy?) on osittaisdifferentiaaliyhtélon
yug(z,y) + 22u, (2, y) = 0 ratkaisu kun f on mika tahansa jatkuvasti derivoituva funk-
tio.

Ratkaisu: (a) Funktion derivaatta eli gradientti on f' = Vf =i+ zj + (y + 22)k ja pisteessd
(1,—1,—1) tdmai gradientti on i — j — 3k. Suunnattu derivaatta on niin ollen

Diagjiaf(1,—1,-1) = (i—j—3k) - (i — 2j + 2k) =257 2K

1
— (1426 = 1.
( )\/1 +4+4
(b) Jos u(z,y) = f(z* + cy?) niin u,(z,y) = f'(2* + cy®)2z ja u,(z,y) = f' (2% + cy®)2cy
joten

yu (7, y) + 2vu,(z,y) = f/(2* + cy®)2zy + f(2* + cy®)dery = f/(2* + cy®)2zy(1 + 2¢).
Nidin ollen yu,(x,y) + 2zu,(z,y) = 0 riippumatta siitd mikd funktio f on jos (ja vain jos)

=_1
c=—3.

3. Suure A lasketaan kaavasta A = B2 +3BC kun B ~ —2ja C' ~ 3. Miten iso voi virhe C'n
arvossa itseisarvoltaan korkeintaan olla jos tiedetiiin, ettd virhe B:n arvossa on itseisarvoltaan
korkeintaan 0.006 ja vaaditaan, ettd lineaarinen approksimointi antaa A:n virheen itseisarvolle
yldrajaksi 0.06?

Ratkaisu: Merkitizn f(B,C) = B? + 3BC. Lineaarisella approksimoinnilla saamme
AA= f(B+AB,C+ AC) — f(B,C) = fp(B,C)AB + fc(B,C)AC.
Koska fp(B,C) = 2B + 3C ja fc(B,C) = 3B niin saamme
|AA| < 2B + 3C||AB| + [3B||AB| =~ 5|AB| 4+ 6|AC| < 5-0.006 + 6|AC.

Jos nyt vaadimme, ettd 5 - 0.006 + 6|AC| < 0.06 niin silloin pitee |[AA| < 0.06 niin kuin
pitddkin. Tama vaatimus toteutuu mikili 6|AC| < 0.06 — 5 - 0.006 = 0.06 — 0.03 = 0.03 eli
IAC| < 0.005.

4. Esitd miten Newtonin menetelmélld voidaan approksimatiivisesti ratkaista yhtidlosysteemi

ry? = 2zy + 2,
z? = Y+ 2.
Laske yksi iteraatiokierros alkuarvoilla xy = —1, yo = 1 tai selitd milld Matlab/Octaven ko-

mennoilla voisit laskea monta iteraatiokierrosta.



Ratkaisu: Mairittelemme

jolloin

Nyt on meidén on laskettava

1

RN =N R =]

Jos jatkamme niin saamme

jakun xy = { ] saamme

. — [—2 _ [-1.875 _ [—-1.77580845771144
27| 2 A I W 7 | 1.14365671641791
. — [—1.4565425178698725 _ [-1.654228474061686 ] _ [-1.76277021226461
| 0.0195853660197867 6= | 0.697392107120984 | ™7~ | 1.09557751231530
e [—0.457391353578998 ] . — [—0.212803613583630] N [ 0.270434510368320
® | —3.494807114374520 | P [ —2.014537784601791] T T | —2.160384260042447
= [ 0.266527224850446 | o — [0.263568222191502 | [ 0.263574121235135
17| 1.928078505293638) 12T [ -1.930540547947547] 1B T | -1.930528682649925
o [ 0.263574121298157 | [ 0.263574121298157 |
47| -1.930528682581904| 1 T | ~1.930528682581904

Matlab/Octavea varten méadrittelemme ensin funktion f:

f=Q(x) [x(1l)*x(2) "2-2+x (1) *x(2)-2;x(1) "2-x(2)-2]
sitten derivaatan

fp=@(x) [x(2) "2-2+x(2) ,2%x (1) *x(2) =2xx (1) ; 2xx (1), -1]
ja alkuarvon

x=[-1;1]

jonka jidlkeen voimme toistaa komennon

x=x-fp (x) \f (x)

riittdvdan monta kertaa.




