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Kirjoita jokaiseen koepaperiin nimesi, opiskelijanumerosi ym. tiedot !
Laskimia tai taulukoita ei saa kayttdd tdssd kokeessa!

Kirjoita selvisti jokaiseen paperiin minké kokeen suoritat.
Tentin tehtdvit ovat 1, 4, 5, 7 ja 8.

Uusintavilikokeiden tehtivit ovat:

1. vk: 1-4,

2. vk: 5-8.

. . zy?
(a) Osoita, ettd  lim =0
(z,y)—=(0,0) T* + Y
(b) Loytyyko funktio f(z,y, z) jonka osittaisderivaatat z:n ja z:n suhteen ovat 2zy + 2 + 4>

ja y? 4 227 Perustele!

Ratkaisu: (a) Jos y # 0 niin

x>

< lely?
xt + y?

=T s

|z,

mffi; =0 < |z|. Nyt lim, y)—0,0)|2] = limg—0|z| = 0ja
kuristusperiaatteen nojalla seuraa, ettd lim, ,)—(0,0) J—fyg = 0.

(b) Jos fo(x,y,2) = 22y + 2z +y* niin f,.(7,y,2) = 1jajos f. = y> + 2z niin f.,.(2,y,2) = 2
jolloin f,, # f., mikd on mahdotonta koska kaikki osittaisderivaatat ovat tdsséd tapauksessa
jatkuvia. Niin ollen téllaista funktiota ei 10ydy.

koska z* + y? > 9% jajos y = 0 niin

(a) Osoita, ettd funktio u(z,y) = In(z? + y?) toteuttaa differentiaalyhtldn w,, + u,, = 0

joukossa { (z,y) € R : (2,y) # (0,0) }.
(b) Funktio u(t, ) toteuttaa osittaisdifferentiaaliyhtélon u, = 2u,,. Mairitd positiivinen
vakio c siten, ettd funktio v(s, y) = u(2s, cy) toteuttaa osittaisdifferentiaaliyhtdlon v, =

Vyy-



Ratkaisu: (a)

us(e9) =

uy(T,y) = IQQ—fyZ
o (11, ) = 2(1:2;2_ 123)/2_)24332’
uyy(T,y) = Q(ngz— 12;2;24927

josta seuraa, etti
2(2* +y°) — 4a® + 2x(2® + %) —dy? AP +yP) —4a® — 4y
(22 + y?)? a (22 4 12)?2 Bl

uzz($7 y)"‘“yy (Ia y) - O

(b) Ketjusddnnon nojalla pitee

vs(s,y) = 2us(2s,cy)  ja  vy(s,y) = Fug(2s,cy).
Koska u;(t, ) = 2u,,(t, x) niin pitee myos u;(2s, cy) = 2u.,(2s, cy) eli
1

2 . 4
ivs(s,y) = C—vay(s,y) eli wvy(s,y) = gvyy(s,y).

Téstd ndemme, etté jos valitsemme ¢ = 2 niin pétee v; = vy,.

3. Funktiosta f tiedetddn, ettd f(2,3) = 1.57, f(2.1,2.9) = 1.55 ja f(1.9,2.8) = 1.56.
Méiritd derivaatan avulla luvun f(2.2,3.1) approksimaatio.

Ratkaisu: Koska f(x + Az, y + Ay) — f(z,y) = f.(z,y)Az + f,(z,y)Ay niin saamme
1.55 — 157 = f(2+0.1,3 = 0.1) — f(2,3) =~ £.(2,3) - 0.1 + £,(2,3) - (—0.1),
156 — 1.57 = f(2—0.1,3 — 0.2) — f(2,3) ~ f.(2,3) - (—=0.1) + £,(2,3) - (—0.2),
eli
02~ £,(2,3) — £,(2,3),
—0.1~ —f,(2,3) — 2£,(2,3).
Tastd seuraa f,,(2,3) ~ 0.1ja f,(2,3) ~ —0.1 jolloin
F(22,31) & £(2,3) + f2(2,3) - 0.2+ £,(2,3) - 0.1 ~ 1.57 — 0.1- 0.2+ 0.1- 0.1 = 1.56.

4. Esitd miten Newtonin menetelmailld voidaan approksimatiivisesti ratkaista yhtilosysteemi
?=y+1,
v =+ 2.

Laske yksi iteraatiokierros alkuarvoilla zy = 1, yy = 1 tai selitd milld Matlab/Octaven komen-
noilla voisit laskea monta iteraatiokierrosta.

Ratkaisu: Kirjoitamme
22—y —1 x
f(X)_|:y2_x_27 X = y )



joten

Nyt meidén pitdi laskea

ja samme

Jos jatkamme saamme
< — 1.8202 o 1.7153 < — 1.7107 < — 1.7106
2702.0496| 0 P [1.9311 0 Tt T [1.9263| 7 T T 119263
Matlab/Octavea varten miirittelemme ensin funktion f:
f=0(x) [x (1) "2-x(2)-1;x(2) "2-x(1)-2]
sitten derivaatan
fp=0(x) [2xx(1),-1;-1, 2xx(2)]
ja alkuarvon
x=[1;1]
jonka jidlkeen voimme toistaa komennon

x=x—fp (x) \f (x)
riittdvan monta kertaa.

5. Yhtilosysteemi
Yt —uy — v = —1,
z4ut -2y —v=—1,

mEdrittdd y:n ja z:n muuttujien v ja v funktioina siten ettd y(1,1) = 1ja z(1,1) = 1. Laske
zy(1,1).

Ratkaisu: Derivoimalla molemmat yhtidlot muuttujan v suhteen saamme
4y (u, v)*z(u, v) Y, (u, v) + 2y (u, v)*2(u, v) 2, (u, v)
— uy, (u,v) — z(u,v)* — 3vz(u,v)*z,(u,v) = 0,
2p(u, v) — 2y, (u,v) — 1 = 0.
Koska y(1,1) = 1ja z(1,1) = 1 niin saamme sijoittamalla v = v = 1 yhtélosysteemin
3y, (1,1) — z,(1,1) =1,
—24u(1,1) + 2,(1,1) = 1.

Laskemalla yhteen saamme y, (1, 1) = 2 ja sijoittamalla timin tuloksen toiseen yhtdloon saam-
me z,(1,1) = 5.




6. Kahden muuttujan funktiosta f : R? — R tiedetin, etti se on derivoituva kaikissa pis-
teissd, derivaatan ainoat nollakohdat ovat (3, 2) ja (1, 3) ja funktion arvoista on laskettu seuraa-
vat:

£(0,0) =0, f(4,0) =6, f(4,4) =5,
f(2,0) =9, f3,2) =7, f(1,3) =1L
Miti voit timin tiedon perusteella sanoa funktion suurimmasta arvosta joukossa €2 = { (z,y) :

0<z<4, 0<y<az}?Mitisinun pitiisi tehd4 jotta voisit méirittdd funktion pienimmin
arvon joukossa €2?

Ratkaisu: Piste (1, 3) ei ole joukossa {2 mutta kaikki muut pisteet, joissa funktion arvo on las-
kettu, kuuluvat joukkoon €). Niin ollen voimme vetdd johtopditoksen, ettd funktion suurin arvo
on vihintédén 9.

Funktion pienimméin arvon médrittimiseksi meidin pitdd laskea funktion arvo niissi reu-
nan 0Jf2 pisteissd missid pienin arvo mahdollisesti saavutetaan, eli tdssd tapauksessa funktioiden
f(2,0),0 <z <4, f(4,9),0 <y <4jaf(x,x),0 <z < 4 derivaattojen nollakohdat.

7. Miiritd funktion x + 2y suurin arvo kun 22 + 2y? = 9 kéyttdmalld Lagrangen kerrointa.
Ratkaisu: Olkoon

L(z,y,\) =z + 2y + M2 + 25> — 9).
Ehdosta L' = 0 saamme yhtidlosysteemin

14+2zA=0
24+4yA=0
2+ 22 —9=0.

Kahdesta ensimmadisestd yhtidlostd seuraa, ettd zA = yA ja siten x = y (koska jos A = 0 niin
22\ = 0 # —1). Kolmannesta yhtilosti seuraa silloin, etti 322 = 9eli x = y = £/3. Jos
r=y= \/§niinx+2y:3\/§jajosx:y: —\/§niinx+2y: —3v/3.

Funktiot f(z,y) = = + 2y ja g(z,y) = (x* + 2y*> — 9 ovat jatkuvasti derivoituvia ja
jalkimmadisen funktion derivaatta [Qx 4y} on nolla ainostaan origossa, joka ei ole kiyralld
g(z,y) = 0. Liséksi joukko { (z,y) : z>+2y* = 9 } on suljettu ja rajoitettu joten jatkuva funktio
f saavuttaa suurimman ja pienimmin arvonsa Lagrangen funktion derivaatan nollakohdassa.
Suurin arvo on siis 3v/3 ja se saavutetaan pisteessd r = y = V3.

8. Laske integraali // 3ydedy kun Q = { (z,y) : 22 + 4> <9, 0 < y < —z } kidyttimilld
napakoordinaatteja. N
Ratkaisu: Kun kdytamme napakoordinaatteja, eli

x = rcos(h),

y = rsin(0),



niin dzdy = rdrdf. Koska 22 + 3> < 9kun 0 < r <3,y > 0kun 0 <0 < mjay < —x kun
%7? <6< ;iw niin ndemme, ettd (x,y) € 2 josjavainjos 0 < r < 3 ja %7‘(‘ < 6 < 7. Niin ollen

//Q 3y dudy = /SZ (/0337°sin(9)7“d7°> df = [; (/03r3sin(9)> d

4

3
|wo

= / 27sin(0) dd = / (—27cos(8)) = —27 cos(m) + 27 cos(37) = 27 — \2/—;

'




