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5.1. Johdanto

Luottamusvalit
Olkoon
S (x;0)
satunnaismuuttujan X pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio, joka riippuu tuntemattomasta para-
metrista 0.
Olkoon
X, X0, .o, Xa

satunnaisotos satunnaismuuttujan X jakaumasta. Téll6in havainnot Xj, X, ... , X, ovat
rilppumattomia, identtisesti jakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama pistetodenndikoisyys-
tai tiheysfunktio f(x;0):

X, X,,...X, L

X, ~f(x0),i=12,...,n

Olkoon

X=WX,X, ..., X))
satunnaismuuttujien Xj, X, ... , X;, muodostama n-vektori.
Olkoot satunnaismuuttujien X;, X, ... , X, havaitut arvot

X1y X2y vov s X
Merkitdan tata:
X1 =x1,X2 =X2y ... ,Xn =Xy
Satunnaismuuttujien X, Xa, ... , X, havaitut arvot x;, x,, ... , x, madrddvét havaintopisteen

X = (X1, X2, ..., Xp)

Valiestimointi

Luvussa 3 tarkasteltiin todennikoisyysjakauman parametrin 6 piste-estimointia. Talloin paéttelyn
kohteena oli yksi parametrin 8 arvo. Tdssd luvussa tarkastellaan parametrin 6 joukkoestimointia.
Joukkoestimoinnissa péittelyn kohteena ovat muotoa

"OeC"

olevat vditteet, joissa C on jokin parametriavaruuden ® osajoukko:
Cco

Joukko
C=C(x)

médaritadn havaintopisteen x = (x,,Xx,,...,x,) avulla. Jos 0 on reaaliarvoinen parametri, joukko C on

tavallisesti jokin reaaliakselin vdli, jolloin puhumme vdiliestimoinnista.
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Olkoon
X=(x,%),...,X,)

havaintopiste. Funktiot L(x) ja U(x) muodostavat reaaliarvoisen parametrin 6 viliestimaatin
[L(x),U(x)]

jos
L(x)<U(x)

kaikille havaintopisteille x. Jos olemme havainneet havaintopisteen X = x, niin voimme tehda
viliestimaatin [ L(x),U(x)] perusteella parametrin 6 arvosta johtopédédtoksen

L(x)<0<U(x)
Satunnaista vilid

[L(X),U(X)]
kutsutaan parametrin 6 viliestimaattoriksi.

Huomaa, ettd satunnaismuuttujien L(X) ja U(X) muodostama pari [ L(X),U(X)] viittaa parametrin
0 viliestimaattoriin, kun taas merkintd [L(x),U(x)] viittaa valiestimaattorin [L(X),U (X)]
havaittuun tai realisoituneeseen arvoon.

Tavallisesti L(x) ja U(x) ovat ddrellisid, mutta joko L(x) tai U(x) voi olla my0s ddreton. Jos

L(x)=—-o0

niin véliestimaattiin liittyvd viite on muotoa
"0 <U(x)"

Jos taas
U(x) =+

niin véliestimaattiin liittyvd viite on muotoa
"L(x)<0"

Talloin puhumme yksipuolisista viliestimaateista.
Edelld véliestimaatti méériteltiin suljettuna vilinia
[L(X),U(X)]
mutta véliestimaatti saattaa olla myds avoin vili

(L(X),U(X))
tai puoliavoin vili

[L(X),U(X))
tai puoliavoin vili

(L(X),U(X)]
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Luottamustaso ja luottamusvali
Olkoon
[L(X),U(X)]
parametrin 6 vdliestimaattori. Talldin
Pr, (0 €[L(X),U(X)]) =Pr(0 €[L(X),U(X)]| 0)
on todenndkdisyys, ettd vili [ L(X),U(X)] peittdd parametrin 6 todellisen arvon. Kutsumme tété

todennikoisyyttd peittotodenniikoisyydeksi. Luottamusvéliin [L(X),U(X)] liittyvé luottamustaso
1—a on peittotodennédkdisyyden infimum parametrin 6 suhteen:

ir;f Pr,(0 e[L(X),UX)]) =1-«
Luottamustaso ilmoitetaan usein prosentteina, jolloin puhumme 100x(1—a) %:n luottamusvilisti
parametrille 6.
Koska parametrin 6 todellinen arvo on tuntematon, myos peittotodennikdisyys
Pr, (6 €[L(X),U(X)])
on tuntematon ja voimme taata vain sen, ettd peittotodenndkoisyys ei ylitd luottamustasoa. Tosin

monissa tilanteissa peittotodennikdisyys ei riipu parametrista 6, jolloin peittotodennikdéisyys yhtyy
luottamustasoon.

5.2. Luottamusvalien konstruointi

Seuraavassa esitetddn kolme luottamusvilien konstruointimenetelméaa:
— testisuureen kddntdiminen,
- saranasuureen kaytto,
— kertymdfunktion saranointi.

Kaikki kolme menetelméé perustavat olennaisesti testisuureen kddntimiseen.

Testisuureen kaantaminen
Luottamusjoukkojen ja testien vililld on seuraava yhteys:
Lause:
Olkoon A(6) sellaisen tasoa a olevan testin hyviksymisalue, jonka nollahypoteesi on muotoa
H,:0=0,
jossa 6y on mielivaltainen parametriavaruuden ® alkio. Olkoon x havaintopiste ja miaritellddan
joukko
C(x) =10, [x € A(6, )}

Talloin satunnaisjoukko C(X) on parametrin 0 luottamusjoukko luottamustasolla 1—a.
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Kééntden, olkoon C(X) on parametrin 0 luottamusjoukko luottamustasolla 1—a. Télldin
joukko

A(6,) = {x| 6, € C(x)}
on sellaisen fasoa o olevan testin hyviksymisalue, jonka nollahypoteesi on muotoa
H,:0=0,
Todistus:
Olkoon testauksen kohteena oleva nollahypoteesi muotoa
H,:0=0,
(1) Todistetaan lauseen ensimmdinen osa:
Koska A(6y) on tasoa o olevan testin hyvdksymisalue, niin
Pr, (X¢ A(6,))<a
ja siten
Pr, (Xe 4(6,))21-a
Koska 6y on mielivaltainen parametriavaruuden ® alkio, voimme korvata 6y:n
merkinndlld 6. Siten joukon C(X) peittotodenndkéisyys toteuttaa epayhtalon
Pr,(0 € C(X))=Pr,(Xe 4(0)) 21 -«
joten C(X) on parametrin 0 luottamusjoukko luottamustasolla 1—a.
(11) Todistetaan lauseen foinen osa:
1. lajin virheen eli hylkdysvirheen todenndkoisyys testille, jonka hyvéksymisalue on
A(6,) = {x]6, € C(x)}
toteuttaa epayhtilon
Pr, (X A(0,)) =Pr, (6, 2 C(X)) <

joten testin taso on o

Saranasuure
Satunnaismuuttuja

0(X;0)=0(X, X,,....X,;0)

sanotaan saranasuureeksi, jos sen jakauma ei riipu mistdan parametreista. Talld tarkoitetaan sita,
ettd jos

X ~ F(x;0)

niin satunnaismuuttujalla Q(X;6) on sama jakauma kaikille 6.
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Funktio O(X;6) riippuu tavallisesti sekd parametrista 6 ettd otoksesta X jonkin otostunnusluvun
kautta. Sen sijaan todennékoisyys

Pr, {0(X;0) € 4}
el saa riippua parametrista 0 olipa A miké tahansa (mitallinen) joukko. Jos haluamme konstruoida

parametrille 8 luottamusjoukon saranasuureen avulla, meidédn on 16ydettiva sarana Q(x;6) ja
konstruoitava sellainen joukko A4, ettd parametriavaruuden ® osajoukko

{010(x;0) € 45

kelpaa parametrin 8 joukkoestimaatiksi.

Kertymafunktion saranointi

Edellisessé kappaleessa néhtiin, ettd saranasuureen Q ldytiminen johtaa muotoa
C(x)=1{6,|a<0(x,6,)<b}

olevaan luottamusjoukkoon. Jos funktio Q(x;6) on jokaiselle havaintopisteelle x parametrin 0

monotoninen funktio, niin luottamusjoukko C(x) on aina vdli. Esimerkiksi paikka- ja skaala-
muunnokset johtavat monotonisiin saranasuureisiin ja siten luottamusvéleihin.

Lause: Jatkuvan kertymifunktion saranointi

Olkoon T tunnusluku, jolla on jatkuva kertymafunktio F(t;6). Olkoot o ja o, kiinteitd
reaalilukuja ja olkoon a; + o = ¢, jossa 0 < o < 1. Médritelldédn funktiot 6;(¢) ja Ou()
seuraavalla tavalla:

(1)  Jos Fi(t;0) on jokaiselle ¢ parametrin 6 arvojen vihenevd funktio, niin valitaan funktiot
0.(¢) ja Oy(?) niin, ettd

F (0, (1) =a,
ja
F(;0,() =1-a,
(i) Jos F(t;0) on jokaiselle ¢ parametrin 6 arvojen kasvava funktio, niin valitaan funktiot
0.(¢) ja Oy(?) niin, ettd
F(t:0,(0)=1-a,
ja
F(;0,() = o,
Talloin satunnaisvali
[0,(T),0,(T)]
on parametrin 0 luottamusvdli luottamustasolla 1-q.
Todistus:
(1)  Oletetaan, ettd olemme konstruoineet tasoa 1—a olevan hyvdiksymisalueen

{t|0£1 SFT(t;Ho)Sl_O‘z}
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Koska F(t;0) on jokaiselle ¢ parametrin 6 arvojen vihenevd funktio ja
l—-w>o
niin siten
0.(t) < Ou(1)
ja 6;(?) ja Oy(¢t) ovat yksikdsitteisid.
Koska lisdksi
F.(t;0)<q, < 0>0,()
F.t0)>1-a, & 0<0,(1)
niin
{0|la, <F.(t;0,))<1-0a,} ={010,(1)<0<06,(T)}

(1)) Kohta (i1) todistetaan vastaavalla tavalla kuin kohta (1).

Tavallisesti valitaan
g =o=0uo?

jolloin luottamusvalid sanotaan symmetriseksi. Tdma valinta ei kuitenkaan ole vdlttamiadittd
optimaalinen; ks. kohtaa 5.3.

Jos haluamme yksipuolisen luottamusvilin, valitsemme tilanteesta riippuen joko
o =0

tai
o=0

Lause: Diskreetin kertyméafunktion saranointi

Olkoon T diskreetti tunnusluku, jonka kertyméfunktio on F(¢;6). Olkoot o ja o kiinteité
reaalilukuja ja olkoon a; + o = &, jossa 0 < a < 1. Médritellddn funktiot 6;(¢) ja Ou(r)
seuraavalla tavalla:

(1) Jos Fi(t;0) on jokaiselle ¢ parametrin 6 arvojen vihenevd funktio, niin valitaan funktiot
0.(?) ja Oy(¢) niin, ettd

Pr(T<t]6,(1))=a,
ja
Pr(T>¢|6,(t) =a,
(11) Jos Fi(t;0) on jokaiselle ¢ parametrin 6 arvojen kasvava funktio, niin valitaan funktiot
0;(?) ja Oy(¢) niin, ettd
Pr(T>t]6,())=a,
ja

PH(T <t|0,() =a,
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Talloin satunnaisvili
[6,(T),6,(T)]
on parametrin 0 luottamusvili luottamustasolla 1—a.

Todistus:

(1) Todetaan ensin, ettd satunnaismuuttuja F'(T;0) on stokastisesti suurempi kuin jatkuvaa
tasaista jakaumaa Uniform(0,1) noudattava satunnaismuuttuja X.

Stokastinen suuremmuus:
Olkoon X ~ F, ja Y ~ F,. Satunnaismuuttuja X on stokastisesti suurempi tai

vhtd suuri kuin satunnaismuuttuja Y, jos
Fe () < Fy (2)

kaikille ¢. Talloin

Pr(X >¢)>Pr(Y >1)

kaikille . Jos X on stokastisesti suurempi kuin Y, niin satunnaismuuttujalla X on
taipumus saada suurempia arvoja kuin satunnaismuuttujalla Y.

Siten

Pr(F,(T;0)<x)<x
Sama ominaisuus on funktiolla

F.(T;0)=Pr(T >1|0)
joten joukko

(0| F.(T;0)<a, jaF,(T;0)<a,}
on parametrin 6 luottamusjoukko luottamustasolla 1-a.
Koska F(T;0) on jokaiselle ¢ parametrin @ arvojen vihenevd funktio, niin F,.(T;60) on
jokaiselle ¢ parametrin 6 arvojen ei-vdhenevd funktio.
Siten

0>0,1) = F.(;0)<al/2

0<0,(t) = F(t;0)<a/2
ja

O1F(T:0)<a, ja F(T:0) <o} ={010,(T) <0 <0, ()}

(ii)) Kohta (ii) todistetaan vastaavalla tavalla kuin kohta (i).
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5.3. Luottamusvalien vertailu

Peittotodenndkodisyys ja luottamusjoukon koko

Oletetaan, ettd luottamusvélin peittotodenndkoisyys kiinnitetddn. Miten valitaan [yhyin niista
luottamusviéleistd, joilla on sama peittotodenndkdisyys?

Lause:

Olkoon tiheysfunktio f{x) unimodaalinen ja olkoon x" funktion f{x) moodi. Oletetaan, etti
vili [a, b] toteuttaa seuraavat ehdot:

(i) [ rdx=1-a
(i1) f@=fb)>0
(iif) a<x <b

Talloin véli [a, b] on lyhyin niistd vileistd, jotka toteuttavat ehdon (i).
Todistus:
Olkoon [a’, b’] reaaliakselin suljettu vili, joka toteuttaa ehdon
b'—a'<b-a

Naytdmme, ettd

[ fede=1-a
Tarkastelemme vain tapausta a” < a. Tapaus a” > a todistetaan vastaavalla tavalla.
Jaetaan todistus kahteen osaan sen mukaan onko " < a vai b" > a.
Olkoon b” < a. Talldin
a’<b <a<x
ja siten
[ r@ar <f@Y b -a)  |x<b <3’ = )< fB)
<fla)b'-d) |b<a<x"= f(b)< f(a)
<[ f o) b —d' <b—aja f(a)>0
=l-a | (i1), (ii1) ja unimodaalisuus =
f(x)= f(a),kuna<x<b
joten tapaus b” < a on todistettu.
Olkoon b" > a. Télldin
a <a<b <b
silld, jos

b'>2b
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niin talléin
b—a' >b—a
miké on vastoin oletusta.

Siten
JL e =" o +| [ o =[] roas |
—(-a)+| [ =[] f s |

ja siten vdite on todistettu, jos hakasulkulauseke [-] on negatiivinen.
Koska funktio f{x) on unimodaalinen ja
a’<a<b <b

niin kohdasta (ii) seuraa, etti
[ feodx < flaa-a)
ja
[/ 0dx = £ (o)~

Siten

[\ rodx = [ f(x)dx < f(aa—a)-fB)b-D)
=f(@)l(a-a")-(b-b")] | f(a)=f(b)
= f(@[(b'-a")—(b-a)]

mikéa on negatiivinen, jos
b'—a’'<b-a
ja
Aa)>0

Siten myds tapaus " < a on todistettu.

Luottamusvalien optimaalisuus ja testit

Koska luottamusvidlien ja testien vililld on kddntden yksikdsitteinen vastaavuus (ks. kappale 5.2),
on luontevaa, ettd luottamusvélin optimaalisuuden kisite mairitelldan sellaisella tavalla, ettd se
heijastelee jollakin tavalla vastaavan testin optimaalisuutta.

Luottamusvilin optimaalisuutta ei kuitenkaan kannata liittdd suoraan festin kokoon, vaan
todenndkoisyyteen sille, ettd vddrd parametrin arvo tulee peitetyksi. Todennékoisyys sille, ettd
vddrd parametrin arvo tulee peitetyksi mittaa epasuorasti luottamusjoukon kokoa. Koska “’pieni”
luottamusjoukko peittdd pienemmén osan parametrin mahdollisista arvoista kuin ”suuri” luottamus-
joukko, niin todennékdisyys sille, ettd luottamusjoukko peittdd vddrid parametrin arvoja pitdisi olla
’pienelle” joukolle pienemmin kuin ”suurelle” joukolle.
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Alla esitetdén yhtdlo, joka liittda toisiinsa luottamusjoukon koon ja todennédkoisyyden peittdd vaéara
parametrin arvo.

Tarkastellaan yleistd tilannetta, jossa otoksen
X=X, X, ..., X))

yhteisjakauman pistetodennikdisyys- tai tiheysfunktio on f(x;6). Olkoon A(60) sellaisen fasoa o
olevan testin hyvdksymisalue, jonka nollahypoteesi on muotoa

H,:0=0,
Konstruoidaan parametrille 8 luottamusjoukko C(X) luottamustasolla 1—a kddntdamdlld hyvdiksymis-
alue A(0).

Luottamusjoukkoon C(X) liittyvd todennékoisyys sille, ettd oikea parametrin arvo tulee peitetyksi
eli peittotodenndkoisyys

Pr, (6 € C(X))
on parametrin @ funktio.

Todennékdoisyys sille, ettd vddrd parametrin arvo tulee peitetyksi, on parametrin arvojen 6ja 6’
funktio, jonka maédrittelee todenndkoisyys peittdd parametrin arvo 6’, kun oikea parametrin arvo on
0. Tamén todenndkodisyyden antaa kaavat

Pr, (0" e C(X)),0 %0, jos C(X) =[L(X),U(X)]
Pr, (0" € C(X)),0 <0, jos C(X) =[L(X),+x]
Pr, (0" € C(X)),0>0'", jos C(X) =[-o,U(X)]
Luottamusjoukkoa, joka minimoi todennékodisyyden peittdd vadrd parametrin 6 arvo niiden

luottamusjoukkojen luokassa, joiden luottamustaso on 1—a, kutsutaan tasaisesti kaikkein
tarkimmaksi.

Lause:
Olkoon
X~ f(x;0)

jossa 6 on reaaliarvoinen parametri. Tarkastellaan tasaisesti voimakkainta tasoa a olevaa
testid nollahypoteesille

H,:0=6,
vaihtoehtoista hypoteesia
H,:0>6, (H, :0<6,)
vastaan. Olkoon 4"(6y) testin hyviiksymisalue ja olkoon C"(x) hyviksymisalue 4"(6p)

kédntdmalld muodostettu parametrin 6 luottamusjoukko luottamustasolla 1—c. Jos C on
jokin toinen parametrin 6 luottamusjoukko luottamustasolla 1—¢, niin

Pr, (0’ € C*(X)) < Pr, (0" € C(X))
kaikille 0" < 0(6" > 0).
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Todistus:

Olkoon 6" < 6. Olkoon C parametrin 6 luottamusjoukko luottamustasolla 1—a. Tarkastellaan
tasoa o olevaa testid nollahypoteesille

H,:0=0'
joka on muodostettu kddntdmalla C ja olkoon A(60") testin hyvéksymisalue.
Koska 4%(6') on hyviksymisalue tasaisesti voimakkaimmalle testille nollahypoteesille
H,:0=0'
vaihtoehtoista hypoteesia
H :0>0'
vastaan ja koska 6> @, niin
Pr,(0'e C*(X)) =Pr,(X e 47(0")) | Kéédnnetddn luottamusjoukko C”
hyvéiksymisalueeksi A
<Pr,(X e 4(0") | A” on tasaisesti voimakkaimman
testin hyvéksymisalue
=Pr,(0'e C(X)) | Kédnnetddn hyviaksymisalue 4
luottamusjoukoksi C
Koska molemmat hyvédksymisalueen todennékdisyydet tissd epidyhtdloketjussa ovat
1 — testin voimakkuus
niin ndemme, ettd tasaisesti voimakkain testi minimoi hyviksymisalueen todenndkdisyyden.

Siten olemme néyttineet, etti tapauksessa 0" < 0 todenndikoisyys sille, ettd vddrd parametrin
arvo tulee peitetyksi minimoituu, jos luottamusjoukko konstruoidaan kédntdmdlld tasaisesti
voimakkain testi nollahypoteesille

H,:0=0'
vaihtoehtoista hypoteesia
H, :0>06'
vastaan.
Tapaus 6" > @ todistetaan vastaavalla tavalla.

Harhattomuus on erds keskeisistd vaatimuksista festeille (ks. lukua 4). Koska testien ja luottamus-
joukkojen vililld on edelld esitetty vastaavuus, harhattomuuden kisite on syytd pyrkia liittiméaan
myos luottamusjoukkoihin.

Kutsumme luottamusjoukkoa C(x) luottamustasolla (1-a)-harhattomaksi, jos
Pr,(0'e C*" (X)) <1-«
kaikille 6" # 6.
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Jos luottamusjoukko on harhaton, todennakoisyys, ettd védrd parametrin arvo tulee peitetyksi on
korkeintaan yhtd suuri kuin pienin mahdollinen todenndkdisyys sille, ettd oikea parametrin arvo
tulee peitetyksi.

Harhaton luottamusjoukko voidaan konstruoida kddntdmedilld harhaton testi. Olkoon siis A(6)
harhattoman tasoa « olevan testin hyvdiksymisalue, kun testattavana on nollahypoteesi

H,:0=0,
vaihtoehtoista hypoteesia
H, :0+0,
vastaan. Konstruoidaan parametrille 6 /uottamusjoukko C(x) luottamustasolla 1—« kddntdimdlld
hyviksymisalue A(6y). Télloin luottamusjoukko C(x) on harhaton.
Prattin teoreema:

Olkoon reaaliarvoisen satunnaismuuttujan X pistetodennikdisyys- tai tiheysfunktio f(x;0),
jossa 0 on reaaliarvoinen parametri. Olkoon

Cx) =[L(x),U()]

parametrin 6 luottamusvili luottamustasolla 1-a. Jos L(x) ja U(x) ovat molemmat muuttujan
x kasvavia (vihenevid) funktioita, niin

E, (U(X)-L(X)= [ Pr,(0<C(X)d0

0+0"
kaikille 6"
Todistus:

Todistamme Prattin teoreeman vain siini tapauksessa, ettd luottamusvélin C(x) paitepisteet
L(x) ja U(x) ovat molemmat muuttujan x kasvavia funktioita.

Odotusarvon maaritelman mukaan
E,.(U(X)-L(X))
= .[ (U(x)—L(x)) f(x;0")dx | Odotusarvon maéritelma
X

U(x)
= j j d@} (0" )dx |0 on dummy-muuttuja
2 L)
[0
= J- f(x; 0*)dx} do | Integroimisjérjetyksen vaihto

el U

[Pr, (U'(0)< X <L'(9))|d6 |Mairitelmi

Pr,,(6 € C(X))]|d6 | Késinnetdin hyviksymisalue

Pr (0 € C(X))d0 | Yhden pisteen tn =0

*

I
g

jossa y on kaikkien mahdollisten pisteiden x joukko.
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Mat-1.3621 Tilastollinen paattely 5. Véliestimointi

Integroimisjarjestyksen vaihto yo. yhtdloketjussa voidaan perustella Fubinin lauseen avulla,
mutta voidaan helposti ndhdé oikeutetuksi my0ds suoraan olettaen, ettd kaikki integroitavat
ovat ddrellisia.

Hyvéksymisalueen kddntdminen perustuu siihen, ettid L ja U oletettiin kasvaviksi, jolloin

0ciO|L(x)<O<UX)} < xelx|UO)<x< L (0))}

Prattin teoreeman mukaan véliestimaattorin
C(X) =[L(X),U(X)]
pituuden
U(X)-L(X)

odotusarvo yhtyy summaan (so. integraaliin) todenndkdisyyksisté sille, ettd vddrd parametrin arvo
tulee peitetyksi.
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