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4.1. Johdanto

Hypoteesi
Olkoon
X17X27 7Xn

satunnaisotos satunnaismuuttujan X jakaumasta, jonka pistetodenndikoisyys- tai tiheysfunktio
f(x;0) riippuu parametrista 6. Télloin havainnot X, Xa, ... , X, ovat rilppumattomia, identtisesti
Jjakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio f(x;0):

X, X,,..,X, L
X, ~f(x;0),i=12,...,n
Olkoon
X=UX,X,...,X)
satunnaismuuttujien X, X3, ... , X;, muodostama n-vektori.
Olkoot satunnaismuuttujien X1, Xa, ... , X, havaitut arvot
X1, X2s «en s Xp
Merkitddn téta:
Xi=x,X2=x3,...,X,=x,
Satunnaismuuttujien X, X, ... , X, havaitut arvot xi, x, ... , x, médrddvit havaintopisteen
X = (X1, X2, ... , Xp)

Satunnaismuuttujan X pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio f(x;6) méérittelema todenndkoisyys-
jakauma kuvaa satunnaismuuttujan X arvojen vaihtelua perusjoukossa ja parametri 6 kuvaa jotakin
perusjoukon ominaisuutta.

Tilastollinen hypoteesi on jokin parametria 6 koskeva vdite. Hypoteesin testauksen tavoitteena on
pddttdd kumpi kahdesta vastakkaisesta perusjoukon parametria koskevasta hypoteesista eli
vditteestd on tosi perusjoukosta poimitun otoksen perusteella.

Huomautus:

Tarkastelemme tissé luvussa vain todennédkoisyysjakauman parametreja koskevien
hypoteesien testausta.

Hypoteesin testauksen vastakkaisia hypoteeseja kutsutaan nollahypoteesiksi ja vaihtoehtoiseksi
hypoteesiksi. Merkitidin

Hpy : Nollahypoteesi
H; : Vaihtoehtoinen hypoteesi

Olkoon @ perusjoukkoa kuvaava parametri ja olkoon ® parametriavaruus eli mahdollisten
parametrin 6 arvojen joukko. Nollahypoteesin Hy yleinen muoto on

H,:0€0,c0®
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jossa ®p on jokin parametriavaruuden ® osajoukko. Téll6in vaihtoehtoinen hypoteesin H; yleinen
muoto on

H :0€0,cO
jossa ®; on nollahypoteesin Hy méérittelemén joukon ®y komplementti.

Esimerkkeja:
Olkoon nollahypoteesi Hy muotoa
H,:0=0,
jossa 6y on parametrin 6 jokin mahdollinen arvo. Talloin vaihtoehtoinen hypoteesi H; on
muotoa
H, :0+0,
Olkoon nollahypoteesi Hy muotoa
H,:0=>0,
jossa 6y on parametrin 6 jokin mahdollinen arvo. Talloin vaihtoehtoinen hypoteesi H, on
muotoa
H, :0<0,
Olkoon nollahypoteesi Hy muotoa
H,:0<0,
jossa 6y on parametrin 6 jokin mahdollinen arvo. Talloin vaihtoehtoinen hypoteesi H; on
muotoa

H, :0>06,

Testi

Testauksessa pyritdén paattimain otoksesta saadun informaation perusteella jitetianko nolla-
hypoteesi Hy voimaan (eli hyviksytiinko nollahypoteesi Hy) vai hylitiéinko nollahypoteesi Hy
ja hyviksytidin vaihtoehtoinen hypoteesi H;.

Testi on pddtdssddnto, joka jakaa mahdollisten havaintoarvojen joukon kahteen osajoukkoon:
(1)  Niiden havaintoarvojen joukko, jotka johtavat nollahypoteesin Hy hyvdiksymiseen.

(1) Niiden havaintoarvojen joukko, jotka johtavat nollahypoteesin Hy hylkddmiseen ja
vaihtoehtoisen hypoteesin Hy hyviksymiseen.

Sitd otosavaruuden osajoukkoa, joka johtaa nollahypoteesin Hy hylkddmiseen kutsutaan testin
hylkiysalueeksi tai kriittiseksi alueeksi. Sitd otosavaruuden osajoukkoa, joka johtaa nolla-
hypoteesin H jddmiseen voimaan kutsutaan testin hyviksymisalueeksi.

Tilastollinen testi on siis paddtdssddntod, joka jakaa otosavaruuden hyviksymisalueeseen ja
hylkdysalueeseen. Hylkédysalue pyritddn valitsemaan siten, ettd nollahypoteesista Hy voidaan pitdd
kiinni, ellei otoksesta saatu informaatio ole ky/lin vahvaa nollahypoteesin Hy hylkdamiseksi.
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Olkoon
X=(X,X,,....X,)

perusjoukosta poimittu otos. Testi perustetaan aina johonkin testisuureeseen. Testisuure on otoksen
funktio; merkitdédn testisuuretta yleisesti:

wX)y=wXx,,X,,....X,)
Esimerkki 1.1: Normaalijakauma
Olkoon

X=(X,X,,....X))
otos normaalijakaumasta N(u,0%) ja olkoon nollahypoteesina
Hy 2,
ja vaihtoehtoisena hypoteesina
H, :pu<uy,
Koska havaintojen aritmeettinen keskiarvo
X= %Z‘ X,

on tyhjentdvd ja paras harhaton estimaattori parametrille x4, niin on luontevaa perustaa testi
nollahypoteesille Hy tunnuslukuun X .

On jarkevaa valita hylkdysalueeksi joukko
{(x,%y,5...,X,) | X <c}

jolloin hyviksymisalue saa muodon
{(x,%y50..,X,) | X 2 ¢}

Tarkastelemme mydhemmin kappaleessa 4.3 sitd, miten kriittinen raja tai arvo c on valittava,
jotta testisuureen todennédkoisyys joutua hylkdysalueelle nollahypoteesin Hy patiessa eli
todennékoisyys

Pr, {(x,x,,...,x,) | X <c}

olisi halutun suuruinen.
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4.2. Testien konstruointi

Uskottavuusosamaaratesti

Uskottavuusosamddrdamenetelmd on yleinen menetelma testien konstruoimiseksi ja silld on ldheinen
kytkentd suurimman uskottavuuden estimointimenetelmdidn.

Satunnaisotos
Olkoon
X17X2: 7Xn

satunnaisotos satunnaismuuttujan X jakaumasta, jonka pistetodenndikoisyys- tai tiheysfunktio
f(x;0) riippuu parametrista 6. Télldin havainnot X, Xa, ... , X, ovat rilppumattomia, identtisesti
Jjakautuneita satunnaismuuttujia, joilla on sama pistetodenndkéisyys- tai tiheysfunktio f(x;0):

X, X, X, L
X, ~f(x;0),i=12,...,n

Uskottavuusfunktio
Koska havainnot Xj, X>, ... , X,, muodostavat satunnaisotoksen jakaumasta f{x;6), niin otoksen
X=(X,X,,....X,)
Vvhteisjakauman pistetodenndikoisyys- tai tiheysfunktio on
S %5500,%,30) = £(x30) f(x,30) - f(x,30)
jossa
f(x;0),i=12,...,n
on yksittdiseen havaintoon X;, i =1, 2, ..., n liittyva pistetodenndkdisyys- tai tiheysfunktio.
Otoksen X, X>, ..., X, uskottavuusfunktio
L(O;x,,%,,...,x,) = f(X,X,,...,%x,;0)

on havaintojen X1, X3, ... , X, yhteisjakauman pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktion f arvo
pisteessd

X1, X2, «ov y Xp

tulkittuna parametrin 0 arvojen funktioksi. Uskottavuusperiaatteen mukaan uskottavuusfunktio L
sisdltdd kaiken (stokastisen) informaation otoksesta.

Osamaaratestisuure ja osamaaratesti

Olkoon @ jakaumaa f{x;0) kuvaava parametri ja olkoon ® parametriavaruus eli mahdollisten
parametrin 6 arvojen joukko. Olkoon nollahypoteesi Hy muotoa

H,:0€0,c0®

jossa ®p on jokin parametriavaruuden ® osajoukko ja olkoon vaihtoehtoinen hypoteesi H; muotoa
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H :0€0,cO
jossa ®; on joukon ®( komplementti.

Osaméiritestisuure hypoteesille Hy hypoteesia H; vastaan on

sup L(0;x)
A(X) — 00,
sup L(0;x)
6O
Koska
0,c0
niin
sup L(0;x) <sup L(0;X)
0c0, 6cO
ja siten

0<Ax)<1

Osamiééritesti on pddtdssdcdnto, jonka hylkdysalue eli kriittinen alue on muotoa
x| A(x) <c}

jossa ¢ on toteuttaa ehdon
0<c<1

Tarkastelemme kriittisen rajan eli arvon c valitsemista kappaleessa 4.3.

Jos osamaédritestisuure A(X) saa pienen (1dhelld nollaa olevan) arvon, niin vaihtoehtoisen hypoteesin
H; rajoittamassa parametriavaruuden ® osajoukossa ®; on sellaisia parametrin 6 arvoja, jotka
tekevit havaitusta otoksesta uskottavamman kuin mikdin sellainen parametrin arvo, joka kuuluu
nollahypoteesin Hy rajoittamaan parametriavaruuden ® osajoukkoon ®,. Siten pienet (1dhelld nollaa
olevat) osamddrdtestisuureen A(X) arvot viittaavat siihen, ettd nollahypoteesi saattaa olla syytd
hyldta.

Jos osamédritestisuure A(x) saa suuren (ldhelld ykkostd olevan) arvon, niin nollahypoteesin Hy
rajoittamassa parametriavaruuden ® osajoukossa ®y on sellaisia parametrin 6 arvoja, jotka tekevit
havaitusta otoksesta ldhes yhtd uskottavan kuin mielivaltainen parametrin 6 arvo, joka kuuluu
vaihtoehtoisen hypoteesin H; rajoittamaan parametriavaruuden ® osajoukkoon ®;. Siten suuret
(1ahella ykkosté olevat) osamddrdtestisuureen A(X) arvot viittaavat siihen, ettd nollahypoteesia

ei ole syytd hyldtd.

Olkoon
0 =0(x)

se parametrin 6 arvo, joka maksimoi uskottavuusfunktion L(6;x) koko parametriavaruudessa ©® ja
olkoon

6, =6,(x)
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se parametrin 6 arvo, joka maksimoi uskottavuusfunktion L(6;x) nollahypoteesin Hy rajoittamassa
parametriavaruuden ® osajoukossa ®. Télldin

A(x) = 2@
L(0;x)
Huomaa, etti
0=0(X)

on parametrin 6 rajoittamaton suurimman uskottavuuden estimaattori, joka saadaan
maksimoimalla uskottavuusfunktio L(6;x) koko parametriavaruudessa © ja

0, =0,(X)
on parametrin 6 rajoitettu suurimman uskottavuuden estimaattori, joka saadaan maksimoimalla
uskottavuusfunktio L(6;x) nollahypoteesin Hy rajoittamassa parametriavaruuden ® osajoukossa ®.
Esimerkki 2.1: Osamaéiritesti normaalijakauman odotusarvolle

Tarkastelemme tdssd uskottavuusosamddrdtestid normaalijakauman odotusarvolle, kun
jakauman varianssi on tunnettu; vrt. esimerkkié 2.1. esimerkkiin 2.2.

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein
u=E(X)
o = Var(X) = E[(X — )’]

jos sen tiheysfunktio on

1

2
(o)

(x—u)z}

—o<u<+0,0>0,—-0<x<+0

SO, 02) = (272'62)71/2 exp [_ 5

Parametri 1 on normaalijakauman odotusarvo ja parametri o> on normaalijakauman
varianssi.

Oletetaan, ettd havainnot
X, X2, .o, Xa
muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,1). Talloin
X, X,,..,X, L
X, ~N,1),i=12,...,n
Olkoon nollahypoteesi Hy muotoa
Hy:p=u,
ja vaihtoehtoinen hypoteesi H; muotoa
H, o= p,
Parametriavaruus on tdssd muotoa

O ={u|—o0< u<+on}
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Madratadn osamddrdtesti hypoteesille Hy hypoteesia H, vastaan. Osamddrdtestisuure A(X) on
tassa

max L(1;X)
A(x) =—2

- max L(4;X)

Koska nollahypoteesin Hy rajoittama parametriavaruuden ® osajoukko on muotoa
O, = {1}
niin osamiiritestisuureen osoittaja on
L(pty5%)
Osamairétestisuureen nimittdjd on

L(41;%)

jossa [ maksimoi uskottavuusfunktion L(u;X) parametrin ¢ suhteen koko parametri-
avaruudessa ©.

Luvussa 3 on niytetty, ettd parametrin u rajoittamaton suurimman uskottavuuden estimaattori
[ on havaintojen aritmeettinen keskiarvo

_ 1
X==)X,
Siten osamdidrdtestisuure A(X) saa muodon

_ L(py3x)
A= L(x;x)

Qr)™""? ew{—ii(&- —uo)z}
(2m) ™" exp{—ég(x,» -)ﬂ
= exp{—%(i(xt _.uo)2 _i(xi _E)ZJ:|

Osamadrétestisuure A(x) voidaan kirjoittaa yksinkertaisempaan muotoon, kun otetaan

huomioon, etti

Z(xi _,uo)2 :Z(xi —f+f—‘u0)2
i i1

= 5~ =2 (5 - FE )+ D (F )

=3 (= X) +a(F - )’
i=1
koska
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D (6 = FNE 1) = (F = ) 3 (5, =)
= ()_C_,uo)(i‘,xi —l’l)_Cj
= (f_,uo)(ixi _ixij

=0

Siten osaméaaratestisuure A(x) nollahypoteesille Hy vaihtoehtoista hypoteesia H; vastaan
voidaan esittdd muodossa

z(x)=exp[—%n(a—c—uo>2}

Osamdidrqdtesti on testi, joka hylkéa nollahypoteesin Hy pienille testisuureen A(x) arvoille.

Hylkdysalue
{x| A(x) < c}

voidaan esittda ekvivalentissa muodossa

{x| |f—u0|2\/—210g(c)/n}

Kun c vaihtelee viélilla [0,1], niin /-2log(c)/n vaihtelee vililla [0,00). Siten osamdicdrdtesti

hylkdd nollahypoteesin Hy, jos havaintoarvojen aritmeettinen keskiarvo x poikkeaa para-
metrin x4 nollahypoteesin Hy kiinnittdmaista arvosta gy enemmcdn kuin jokin ennen testin
tekemistd kiinnitetty lukuarvo.

Olkoon tunnusluku 7(X) on tyhjentdvd parametrille 8 ja olkoon sen pistetodenndkéisyys- tai tiheys-
funktio g(t;0). Tarkastellaan osaméadritestid, joka perustuu tunnuslukuun 7 ja sen uskottavuus-
funktioon

L(6; 1) = g(t;0)
Olkoon tunnuslukuun T perustuvaa osaméiritestisuure 1°(7).

Koska kaikki otokseen sisdltyvé informaatio parametrista @ sisiltyy tunnuslukuun 7, tuntuisi
luontevalta, ettd tunnuslukuun 7 perustuva testi on yhtd hyvd kuin otokseen X perustuva testi. Itse
asiassa nadma testit ovat ekvivalentteja, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause:

Oletetaan, etti tunnusluku 7(X) on tyhjentdiivii parametrille 6. Olkoon A*(¢) tunnuslukuun 7
perustuva osaméiirdtesti ja olkoon A(x) otokseen X perustuva osaméirétesti. Talldin

AT (x)) = A(x)

jokaiselle havaintopisteelle x.
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Todistus:

Koska tunnusluku 7" on tyhjentéva parametrille 6, niin faktorointiteoreemasta (ks. lukua 2)
seuraa, ettd otoksen X pistetodenndkoisyys- tai tiheysfunktio f{x;6) voidaan esittdd muodossa

J(x;0) = g(T(x);0)h(x)

jossa g(t;60) on tunnusluvun 7 pistetodennikoisyys- tai tiheysfunktio ja A(xX) ei riipu para-
metrista 6.

Siten

sup L(0;x)

A(X) — 00,
sup L(0;x)

6O

sup f(x;0)

00,

sup f(x;60)

6O

sup g(7'(x);0)h(x)

00,

sup g(T'(x); 0)h(x)

6O

sup g(7'(x);0)

00,

sup g(T'(x);0)

6O

sup L' (0;T(x))
suI; L'(0;T(x))

6O

AN(T(x))

Esimerkki 2.2: Osamaéiritesti normaalijakauman odotusarvolle

Tarkastelemme tdssd uskottavuusosamddrdtestid normaalijakauman odotusarvolle, kun
jakauman varianssi ei ole tunnettu; vrt. esimerkkié 2.2. esimerkkiin 2.1.

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein
u=E(X)
o = Var(X) = E[(X - p)’]

jos sen tiheysfunktio on muotoa

07 = (2r07) " exp[— e —u)z}

—o<u<+0,0>0,-0<x<+0

Parametri 1 on normaalijakauman odotusarvo ja parametri o> on normaalijakauman
varianssi.
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Oletetaan, ettd havainnot
X, X2, .o, Xa
muodostavat satunnaisotoksen normaalijakaumasta N(u,0>).
Talloin
X, X,,....X, L
X, ~N(u,6%),i=1,2,...,n
Olkoon nollahypoteesi Hy muotoa
Ho <,
ja vaihtoehtoinen hypoteesi H; muotoa
H, tp>
Parametriavaruutena on tissa
O={u,0°|-0<u<+0,c° >0}
Nollahypoteesin Hy rajoittama parametriavaruuden ® osajoukko on
O, ={u,0” |u<p,, 0" 20}

Méiritaan osamdidrdtestisuure hypoteesille Ho hypoteesia H, vastaan. Parametri o* on tissi
kiusaparametri (engl. nuisance parameter) o’ on kylld malliin liittyvé tuntematon parametri,
mutta sen arvosta ei sinénsé olla kiinnostuneita.

Osamddrdtestisuure A(X) on tdssd muotoa

max L(u,0°;X)

A(x) =2
) max L(41,0°;X)

Testisuureen nimittdjd on
L(f1,67;X)

jossa i ja 6° maksimoivat uskottavuusfunktion L(u,o”;x) koko parametriavaruudessa ®
parametrien uja o” suhteen.

Luvussa 3 on niytetty, ettd parametrin u rajoittamaton suurimman uskottavuuden estimaattori
[ on havaintojen aritmeettinen keskiarvo

)‘(:li){

. . 2 .. . . . oA . .
ja parametrin o rajoittamaton suurimman uskottavuuden estimaattori 6’ on havaintojen
(harhainen) otosvarianssi

G’ =lZ(Xi—)_()2
n iz
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Jos fi =X < u,, uskottavuusfunktion L(u,o’;x) rajoitettu maksimi on sama kuin sen
rajoittamaton maksimi, mutta jos [ =X > y,, niin sen rajoitettu maksimi on
A2,
L(py,645%)

jossa
o I
Gg :;Z(Xi _,uo)z
i=1

Siten osamaaratestisuure A(x) saa muodon
1 , Jos X <

A(x)= L(#o,ﬁé;x)

Lr.6%x) T

Tarkastellaan osaméérétestisuuretta A(x) ldhemmin tapauksessa x > 1, .

Talloin
ﬂ,(}i) — 1;(l107C§§;:X)
L(X,6%;x)
1 n
2762) " exp| — X, — 1)
= o
276%) " exp| — X —x)
( ) p{ e Z:,( ;= X) }
B 602 -n/2
C%Z
koska
3G - ) =163
i=1
ja

n
z (x,—X)* =né’
i=l1

Siten osaméaaratestisuure A(x) saa muodon

~D -n/2
O
A(x) = %j
(o)
-n/2

> (- 1)
> (%)
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Ottamalla huomioon sen, etté (ks. esimerkkid 2.1)
2 =) =2 (3 = %) +n(E — p)’
i=1 i=1

sekd lisdksi sen, ettd

1 n
2 —\2
sT=——) (x,—X
n_lgx, )

osamadratestisuure A(x) voidaan kirjoittaa muotoon

-n/2

> - )
> (-5

A(x)

-n/2

Y (5~ %) T - )
i(xi _)?)2

-n/2

1+ ”()_C_,uo)2
Z(xi _)?)2

_ -n/2
— 1+ (x_/'lo)z
(n—=1)s*/n

2 -n/2
=1+ ! )
n—1

S/\/;

on tavanomainen ¢-testisuure nollahypoteesille Hy vaihtoehtoista hypoteesia H; vastaan.

jossa

t

Luvussa 1 on naytetty, ettd
t~tn-1)
jos nollahypoteesi Hy pétee.
Osamddrdtesti hylkda nollahypoteesin Hy pienille testisuureen A(x) arvoille.

Hylkdysalue
{x | A(x) < c}

voidaan kirjoittaa ekvivalenttiin muotoon

{qzsz—D@ﬁ“—n}

@ llkka Mellin (2010) 14/27



Mat-1.3621 Tilastollinen paattely 4. Hypoteesien testaus

Kun ¢ vaihtelee vililla [0,1], niin lauseke

Jir=1)c"" 1)

vaihtelee vililld [0,00). Siten osamddrdtesti hylkdd nollahypoteesin Hy, jos tavanomainen ¢-
testisuure saa suuremman arvon kuin jokin ennen testin tekemisté kiinnitetty lukuarvo.
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4.3. Testien vertailu

Hylatessdin tai hyviksyessddn nollahypoteesin testin tekijd voi tehda virheellisen paatoksen.
Tavallisesti testejd vertaillaan vertailemalla virheiden todennédkoisyyksia.

Virheet testauksessa, virheiden todennakdisyydet ja testin voimakkuus
Hylkiysvirhe ja hyviksymisvirhe

Olkoon @ perusjoukkoa kuvaava parametri ja olkoon ® parametriavaruus eli mahdollisten
parametrin 6 arvojen joukko. Olkoon nollahypoteesi Hy muotoa

H,:0€0,c0®

jossa ®p on jokin parametriavaruuden ® osajoukko. Téll6in vaihtoehtoinen hypoteesin H; voidaan
esittdd muodossa

H :0€0,cO
jossa ®; on joukon ®( komplementti.

Jos nollahypoteesi Hy hyldtdcdin silloin, kun se on tosi, tehddan 1. lajin virhe eli hylkdysvirhe. Jos
nollahypoteesi Hy hyvdksytdcdn silloin, kun se on epdtosi, tehddén 2. lajin virhe eli hyviksymisvirhe.

Maailman tila

Virheet testauksessa

Nollahypoteesi H, | Nollahypoteesi H,
on tosi on epatosi

Nollahypoteesi 1. lajin virhe eli

H, hylatdéan hylkédysvirhe Oikea paatos

Testin tulos

Nollahypoteesi
Ho hyvéaksytéaan

2. lajin virhe eli

SR et hyvéaksymisvirhe

Olkoon testin hylkdysalue eli se otosavaruuden osajoukko, joka johtaa nollahypoteesin
hylkdamiseen R. Olkoon x havaintopiste. Oletetaan, ettd nollahypoteesi

H,:0€0,c0®

péatee. Talloin testi johtaa nollahypoteesin Hy virheelliseen hylkddamiseen eli 1.1ajin virheeseen, jos
X eR

Siten 1. lajin virheen eli hylkdysvirheen todenndikoisyys on
Pr,(XeR)

Vastaavasti 2. lajin virheen eli hyvdksymisvirheen todenndikoisyys on

Pr,(X € R")
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Huomaa, etti
Pr,(XeR°)=1-Pr,(X€eR)
Siten todennédkoisyys

Pr,(X € R)

sisdltdd parametrin 6 funktiona kaiken informaation testistd, jonka hylkdysalue on R.
Nyt
1. lajin virheen todennékoisyys, jos €0,

Pr,(XeR)= o : .
1—(2. lajin virheen todennékoisyys), jos 6 € O,

Testin voimakkuus
Olkoon testin hylkdysalue R. Téll6in todenndkdisyytté
Pr,(XeR)

kutsutaan parametrin 6 funktiona testin voimakkuusfunktioksi.
Merkitéén:

B(0)=Pr(XeR)
Hyva testi on voimakas, koska sen 2. lajin virheen todennékoisyys on pieni.
Ideaalisen testin voimakkuusfunktio olisi muotoa
0,0€0,

mm:{uee@g

Tallaista ideaalitilannetta ei kuitenkaan saavuteta kuin triviaaleissa erikoistapauksissa. Voimme
kuitenkin todeta, ettd hyvilla testilld S(0) = 0 useimmille 0 € ®, ja B(6) = 1 useimmille 0 € O .
Osamddrdtestin tapauksessa testin voimakkuusfunktio on muotoa

B(0) =Pr,(A(X) <¢)
Testin koko ja testin taso

Kiinteélle otoskoolle 1. ja 2. lajin virheiden todennékdisyyksid ei voida yleensa tehdd saman-
aikaisesti mielivaltaisen pieniksi. Siksi testi konstruoidaan tavallisesti niin, ettd ensin kiinnitetddn
1. lajin virheen todenndkdisyys ja sitten niiden testien joukosta, joilla sama 1. lajin virheen toden-
ndkoisyys valitaan testi, jolla 2. lajin virheen todenndkdisyys on mahdollisimman pieni.

Olkoon
0<ac<l
ja olkoon f(6) testin voimakkuusfunktio.

Sanomme, etti testin koko on a, jos

sup f(0) =a

0c0,
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Sanomme, ettd testin taso on , jos

sup f(0) L«

0c0,

Kaikki eivit tee eroa termien koko ja taso vililld. Liséksi testin fasoa kutsutaan usein
merkitsevyystasoksi.

On syytd huomata, etti kokoa o olevat testit muodostavat osajoukon tasoa « olevien testien
joukossa. Kokoa o olevaa testid ei vilttamdttd ole olemassa, mutta vaikka niin olisikin asianlaita,
saattaa silti olla mahdollista l6ytdd jokin tasoa o oleva testi.

Sovelluksissa festin taso valitaan usein etukiteen so. ennen testin tekemisté. Tavanomaisia valintoja
ovat

a=0.1,0.05, 0.01, 0.001

On syytd huomata, ettd valitsemalla testin taso etukéteen voidaan kontrolloida vain 1. lajin virheen
eli hylkdysvirheen todennikoisyytta.

Osamdidrqdtestin tapauksessa testin tasoksi tulee a, jos vakio c valitaan siten, ettd

sup (0) =sup Pr,(A(X)<c)=«

0€0, 00,

Harhattomat testit
Testin tason lisdksi saatamme olla kiinnostuneita myods muista testin ominaisuuksista.

c

On jirkevaa toivoa, ettd nollahypoteesi Hy tulee todenndkdisemmin hylétyksi silloin, kun 6 € ©,

kuin silloin, kun 6 € ©, . Jos testilld on timd ominaisuus, kutsutaan testid harhattomaksi.

Sanomme, ettd testi on harhaton, jos
BO) = pO")
kaikille 6’ € ©; ja kaikille 6" € ©, .

Tasaisesti voimakkaimmat testit

Tarkastellaan sellaisten testien luokkaa, joiden faso on o. Edellisessd kappaleessa todettiin, ettd
kaikilla tdhin luokkaan kuuluvilla testeilld 1. /ajin virheen eli hylkdysvirheen todennékoisyys on
korkeintaan «a kaikille 6 € ©,, .

Optimaalisena testind niiden testien joukossa, joiden taso on «, voidaan pitdd sellaista testid, jolla
on mahdollisimman pieni 2. lajin virheen eli hyviksymisvirheen todenndkéisyys eli mahdollisimman
suuri voimakkuus kaikille 0 € O .

Olkoon C jokin sellaisten testien luokka, joilla testataan nollahypoteesia
H,:0€0,

vaihtoehtoista hypoteesia
H,:0 €0,

vastaan.
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Luokkaan C kuuluva testi, jonka voimakkuusfunktio on (6), on tasaisesti voimakkain (engl.
uniformly most powerful, UMP) luokassa C, jos

B©)=p'(6)
kaikille 0 € ©; ja kaikille luokkaan C kuuluvien testien voimakkuusfunktioille B’(6).

Téssd kappaleessa tarkastelun kohteena oleva testien luokka on kaikkien niiden testien luokka C,
joiden faso on . Télloin voimme puhua tasaisesti voimakkaimmasta tasoa « olevasta testisti.
Téllaista testid ei ole aina olemassa, mutta jos sellainen on olemassa, sitd voidaan pitdd
parhaimpana tasoa « olevien testien luokassa.

Neymanin ja Pearsonin lemma:

Olkoon nollahypoteesina

H,:0=6,

ja vaihtoehtoisena hypoteesina
H, :0=6

ja olkoon
f(x;0,),i=0,1

otoksen X = (X1, Xa, ..., X,) yhteisjakauman pistetodennédkoisyys- tai tiheysfunktio, kun
parametri 0 saa arvon 6;,1=0,1.

Tarkastellaan testid, jonka hylkdysalueen R miirittelee seuraavat ehdot:

On olemassa k > 0 siten, ettd

1 xeR ,josf(x:0) >k (x:6,)
@ x e R, jos £(x:6,) < K (x:6,)
ja
(2) Pr, XeR)=a

Talloin pétee seuraava:
(1)  Ehtojen (1) ja (2) riittavyys:

Jos testi toteuttaa ehdot (1) ja (2), niin se on tasaisesti voimakkain tasoa o oleva testi.
(i1))  Ehtojen (1) ja (2) vdlttamdttomyys:

Jos on olemassa testi, joka toteuttaa ehdot (1) ja (2) jollekin &£ > 0, niin jokainen
tasaisesti voimakkain tasoa o oleva testi on kokoa « eli toteuttaa ehdon (2).

Liséksi jokainen tasaisesti voimakkain tasoa a oleva testi toteuttaa ehdon (1)
mahdollisesti lukuun ottamatta nollamittaista joukkoa A eli joukko A toteuttaa ehdot

Pr, (Xe€ 4)=Pr, (Xe4)=0
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Todistus:

Todistamme lauseen vain jatkuvien jakaumien tapauksessa. Todistus diskreettien jakaumien
tapauksessa saadaan korvaamalla tissé esitetyn todistuksen integraalit summilla.

Toteamme ensin, ettd jokainen testi, joka toteuttaa ehdon

(2) Pr, XeR)=a

on kokoa a ja siten myo0s tasoa o, koska nollahypoteesin Hy mééritteleméassd parametri-
avaruuden ® osajoukossa ®y on vain yksi piste 6, jolloin

supPry(XeR)=Pr, (XeR)=a

0c0,
Maiiritelladn merkintdjen yksinkertaistamiseksi testifunktio ¢(x) seuraavalla tavalla:
5(%) 1, xeR
X)=
0,xeR"
Testifunktio §(x) on indikaattorifunktio hylkédysalueelle R.

Olkoon ¢(x) testifunktio testille, joka toteuttaa ehdot (1) ja (2) ja olkoon ¢’(x) testifunktio
mielivaltaiselle tasoa a olevalle testille. Olkoot () ja B’(0) vastaavat voimakkuusfunktiot.

Koska
0<¢'(x)<1
niin ehdosta (1) ja siitd, ettd
P(x)=1, jos f(x;6,) > kf (x;6,)
ja
$(x)=0, jos f(x;6,) <kf (x;6,)
seuraa, etta
[p(x)—¢' (][ /(x:6,) —kf (x;6,)] = 0
Siten
(*) 0< I[¢(X) —¢' I/ (x:0,) - kf (x;0,)]dx = B(6,) - B'(0,)) — k[ B(6,) - B'(6,)]
(1)  Ehtojen (1) ja (2) riittdvyys.
Todetaan ensin, ettd
p6)-p'(6)=a-pB'(6,)=20
koska ¢ on tasoa a oleva testi ja ¢ on kokoa o oleva testi.
Siten epédyhtilosta (*) ja siitd, ettd k > 0 ettd seuraa, ettd
0<B(6,)-B'(6,)-k[B(6,)-B'(0,)]< B(6)-p'(6)
joten

B6)=p'(6)
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Siten testi ¢ on voimakkaampi kuin testi ¢’". Koska ¢” oli mielivaltainen tasoa a
oleva testi ja vaihtoehtoisen hypoteesin H; maaritteleméssa parametriavaruuden ® osa-
joukossa ®; on vain yksi piste 8y, niin ¢ on tasaisesti voimakkain tasoa o oleva testi.

(11) Ehtojen (1) ja (2) vdlttamdttomyys.

Olkoon ¢’(x) testifunktio mielivaltaiselle tasaisesti voimakkaimmalle tasoa o olevalle
testille. Kohdan (1) mukaan jokainen testi ¢, joka toteuttaa ehdot (1) ja (2) on myds
tasaisesti voimakkain tasoa o oleva testi. Siten

ﬂ(el) = ﬂ'(gl)
Koska k> 0, niin epdyhtélosta (*) seuraa, ettd
a—pB'6,)=pBO,)-p',)<0

Koska ¢ on tasoa o oleva testi,

B'O)<a
ja edelleen
B'(6,) =«

jasiten ¢ on kokoa o oleva testi. Lisdksi epdyhtdlossa (*) on voimassa yhtdsuuruus.
Epayhtilon (*) ei-negatiivisen integroitavan
[p(x) =" (O[S (x:6,) — kf (x;6,)]

integraali voi olla nolla vain, jos testi ¢ toteuttaa ehdon (1) mahdollisesti lukuun
ottamatta nollamittaista joukkoa 4, jolle

J-f(x;Q.)dx=0,i=O,l
A

Siten my0s kohdan (i) véite on todistettu.

Seuraava korollaari liittdd tunnusluvun tyhjentdvyyden Neymanin ja Pearsonin lemmassa
tarkasteltuun testaus-asetelmaan.

Korollaari:

Olkoon testausasetelma sama kuin Neymanin ja Pearsonin lemmassa. Olkoon 7(X) parametrin
0 tyhjentdivd tunnusluku ja olkoon

g(:0),1=0,1
tunnusluvun 7 pistetodennékoisyys- tai tiheysfunktio, kun parametri 6 saa arvon6;, i =0,1.

Tarkastellaan tunnuslukuun 7 perustuvaa testid, jonka hylkédysalue S saadaan seuraavista
ehdoista:

On olemassa &k > 0 siten, ettd

{x eS ,josg(t;0)) > kg(t;0,)

1
M) x eS¢, jos g(t;0,) <kg(t;6,)
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ja
(2) Pr, (TeS)=a
Talloin pétee seuraava: Jos testi toteuttaa ehdot (1) ja (2), niin se on tasaisesti voimakkain
tasoa a oleva testi.
Todistus:
Otoksen X suhteen, tunnuslukuun 7 perustuvan testin hylkdysalue on
R={x|T(x)e S}
Koska tunnusluku 7 on tyhjentdvé parametrille 6, niin faktorointiteoreemasta (ks. lukua 2)

seuraa, ettd otoksen X yhteisjakauman pistetodennikoisyys- tai tiheysfunktio f(x;6,), i = 0,1
voidaan esittdd muodossa

J(x:6,) = g(T(x);6,)h(x),i=0,1
jollekin ei-negatiiviselle funktiolle /(x).
Kertomalla ehdon (1) epdyhtilot funktiolla 4(x) ndhdddn, ettd

XeR ,jos f(x;6)) = g(T(x);60,)h(x) > kg (T (x);0,)h(x) = kf (x;6, )
X € R, jos f(x;6,) = g(T'(x);0,)h(x) < kg(T(x);6,)h(x) = kf (x; 6, )

Liséksi ehdosta (2) seuraa, ettéd
Pr, (XeR)=Pr, (T(X)eS)=a

Siten Neymanin ja Pearsonin lauseen kohdasta (i) seuraa, etti tunnuslukuun 7 perustuva testi
on tasaisesti voimakkain tasoa o oleva testi.

Kutsumme Neymanin ja Pearsonin lemman hypoteeseja Hy ja H; yksinkertaisiksi, koska ne
kumpikin kiinnittdvdt vain yhden todennékoisyysjakauman otokselle X. Tavallisesti haluamme
kuitenkin antaa kiinnostuksen kohteena olevien hypoteesien kiinnittdd useampia todennékoisyys-
jakaumia otokselle. Téllaisia hypoteeseja kutsutaan yhdistetyiksi.

Esimerkkejé yhdistetyistd hypoteeseista ovat yksisuuntaiset hypoteesit
H:0>6,taiH:0 >0,
H:0<6,taiH:0<6,

sekd kaksisuuntainen hypoteesi

H:0+06,

Koska tasaisesti voimakkaimman testin méaaritelméssa vaaditaan, ettd testin on oltava voimakkain
kaikille 8 € ®;, niin Neymanin ja Pearsonin lemmaa voidaan soveltaa usein soveltaa myos

tilanteissa, joissa hypoteesit Hy ja H; ovat yhdistettyjd.
Sellainen testien luokka, jossa yksisuuntaiselle hypoteesille voidaan konstruoida tasaisesti

voimakkain tasoa o oleva testi, on niiden testien luokka, jotka perustuvat monotoniseen
uskottavuusosamdcdrddn.
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Olkoon
{g(1,0);0 € O}

yksiulotteisen satunnaismuuttujan 7 pistetodennidkdisyys- tai tiheysfunktioiden perhe, joka riippuu
parametrista 6. Perheelld on monotoninen uskottavuusosaméiri, jos osamadri

8(:0,)
g(t;0)
on kaikille 6, > 6, muuttujan ¢ monotoninen (ei-kasvava tai ei-vihenevad) funktio joukossa
{t|g(t;0,)>0tai g(t;0,) > 0}
Tehdédédn sopimus, etté
c/0=0o,josc>0

Monilla tavallisilla jakaumilla on monotoninen uskottavuusosamaari. Téllaisia jakaumia ovat
esimerkiksi normaalijakauma, jossa odotusarvoparametri on tuntematon ja varianssi on tunnettu,
Poisson-jakauma ja binomijakauma. Voidaan itse asiassa osoittaa, ettd kaikilla sddnnolliseen
eksponenttiperheeseen

g(1;0) = h(r) exp[w(0)t]

kuuluvilla jakaumilla on monotoninen uskottavuusosaméiérd, jos w(6) on parametrin 6 ei-vihenevd
funktio.

Karlinin ja Rubinin teoreema:
Olkoon nollahypoteesina
H,:0<6,
ja vaihtoehtoisena hypoteesina
H, :0>6,

Olkoon tunnusluku 7T tyhjentdvd parametrille 6 ja oletetaan liséksi, ettd tunnusluvun 7’
jakaumien perheelld

{g(1,0)|0 € O}

on monotoninen uskottavuusosamdcdrd. Valitaan ty. Jokainen testi, joka hylkda nolla-
hypoteesin Hy, jos ja vain jos 7> ¢, on tasaisesti voimakkain tasoa o oleva testi, jossa

a=Pr, (T >1))
Todistus:
Olkoon
BO)=Pr, (T >1t,)

testin voimakkuusfunktio. Valitaan 6" > 0, ja tarkastellaan testid, jossa testataan nolla-
hypoteesia

H;:0=6,

vaihtoehtoista hypoteesia
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H :0=0'
vastaan.

Koska tunnusluvun 7 jakaumien perheelld on monotoninen uskottavuusosamdcdrd,
voimakkuusfunktio B(6) on ei-vihenevd.

Tasta seuraa:

(i) sup 5(0) = p(6,) =«

0<0,

ja testin taso on a.

(i) Jos midrittelemme suureen

k'=inf 2(0)
3 g(1;,6,)
jossa
I={t|t>1, jajoko g(¢;0") >0 tai g(¢;6,) > 0}
niin
T=t, < 2(0) > k'
g(t:6,)
Siten kohdista (i) ja (ii) seuraa Neymanin ja Pearsonin lauseen korollaarin nojalla, ettd
BO)=p(0)

jossa 8°(6) on mielivaltaisen toisen tasoa o olevan nollahypoteesin H|, testin voimakkuus-
funktio eli sellaisen testin voimakkuusfunktio, jolle

BO)<a
Toisaalta mielivaltaisen tasoa a olevan nollahypoteesin Hy testin voimakkuusfunktio toteuttaa
ehdon

B (6,) = Sgalzﬂ*(B) <a
Siten

B0 = B (6"

mielivaltaiselle tasoa a olevan nollahypoteesin Hj testille. Koska 6 oli mielivaltainen, testi on
tasaisesti voimakkain tasoa o oleva testi.

Vastaavasti, jos nollahypoteesi on muotoa
H,:0<0,
ja vaihtoehtoinen hypoteesi on muotoa

H, :0>06,

@ llkka Mellin (2010) 24/27



Mat-1.3621 Tilastollinen paattely 4. Hypoteesien testaus

ja Karlinin ja Rubinin lauseen ehdot pétevit, niin jokainen testi, joka hylkdd nollahypoteesin Hy, jos
javain jos T <ty on tasaisesti voimakkain tasoa o oleva testi, jossa

a =P, (T <t))

Testin p-arvo
Testin tekemisen jdlkeen testin tuloksesta pitdd kertoa jollakin tilastollisesti merkitsevilla tavalla.

Erds mahdollisista tavoista on kertoa testin koko a ja se hylittiinko vai hyvaksyttiinko nolla-
hypoteesi Hy. Jos testin koko « oli pieni, pdcdtés hyldtd nollahypoteesi Hy perustuu suhteellisen
vahvoihin todisteisiin nollahypoteesia vastaan. Sen sijaan, jos testin koko o oli suuri, pddtos hyldtd
nollahypoteesi Hy ei perustu kovin vahvoihin todisteisiin nollahypoteesia vastaan.

Toinen mahdollinen tapa kertoa testin tuloksesta on ilmoittaa tunnusluku, jota kutsutaan testin p-
arvoksi.

Testin p-arvo p(X) on tunnusluku, joka toteuttaa ehdon

0< p(x)<1
jokaiselle havaintopisteelle x. Pieni p-arvo viittaa siihen, ettd vaihtoehtoinen hypoteesi H, on tosi.
Sanomme, ettd p-arvo on kelvollinen, jos

Pr,(p(X)<a)<a
kaikille 8 € ©, jakaikille a,0<a <1.

Jos p(X) on kelvollinen p-arvo, niin voidaan helposti konstruoida tasoa a oleva testi. Testi, joka
hylka4 nollahypoteesin Hy, jos ja vain jos

p(x)<Za
on tasoa Q.

Testin p-arvon p(X) kertominen siséltdd aina enemmcdn informaatiota kuin se, ettd kerrotaan vain
testin taso o ja se hyléttiinkd vai hyvéksyttiinkod nollahypoteesi Hy. (Lahes) kaikki tilastolliset
ohjelmistot kertovatkin nykyddn testin p-arvon.

Seuraavaan lauseeseen siséltyy yleisin tapa mddritelld kelvollinen p-arvo.
Lause:

Olkoon W(X) testisuure, jonka suuret arvot viittaavat sithen, ettd vaihtoehtoinen hypoteesi H;
pétee. Olkoon

p(x) =sup Pr, (W (X) 2 W (x))

0c0,

Talloin p(X) on kelvollinen p-arvo.
Todistus:

Valitaan 0 € © . Olkoon Fj,(w) tunnusluvun —#(X) kertyméfunktio ja olkoon
Py (X) = Pr, (W (X) 2 W(x)) = Pr, (=W (X) < -W(x)) = F, (-7 (x))
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Siten satunnaismuuttujan p,(x) jakauma on stokastisesti suurempi tai yhtd suuri kuin valilla

(0,1) méadritelty jatkuva tasainen jakauma Uniform(0,1).

Jos satunnaismuuttuja p,(x) on jatkuva timi seuraa siitd, ettd aina pétee seuraava:

Olkoon X jatkuva satunnaismuuttuja, jonka kertyméfunktio on Fy ja olkoon
Y = Fx(X)
Télloin
Y ~ Uniform(0, 1)
ts. Pr(Y <y)=y kaikilley, 0 <y <1.
Viite voidaan perustella my®6s silloin, kun satunnaismuuttuja p,(x) on diskreetti.

Stokastinen suuremmuus:

Olkoon X ~ F, ja Y ~ F,. Satunnaismuuttuja X on stokastisesti suurempi tai yhtd

suuri kuin satunnaismuuttuja Y, jos
Fy () < Fy (1)

kaikille #. Talloin
Pr(X >¢)>Pr(Y >¢)

kaikille ¢. Jos X on stokastisesti suurempi kuin Y, niin satunnaismuuttujalla X on
taipumus saada suurempia arvoja kuin satunnaismuuttujalla Y.

Edella todetusta seuraa, etti
Pr,(p,(X)<a)<a
Koska
P(X) = sup py(X) 2 py(x)

0'<0,
kaikille 6, niin
Pr,(p(X)<a)<Pr(p,X)<a)<a
mika pétee kaikille 8 € ©, jakaikille o,0<a <1.
Siten p(X) on kelvollinen p-arvo.
n

Toinen tapa mddritelld kelvollinen p-arvo perustuu ehdollistamiseen tyhjentdvin tunnusluvun
suhteen. Olkoon tunnusluku S(X) #yhjentdvdi nollahypoteesin Hy méérittelemélle mallille

{/(x:0)|0 €0}

Jos nollahypoteesi Hy on tosi, niin otoksen X ehdollinen jakauma ehdolla S = s ei riipu parametrista
0. Olkoon W(X) testisuure, jonka suuret arvot viittaavat siihen, ettd vaihtoehtoinen hypoteesi H;
patee.
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Mat-1.3621 Tilastollinen paattely 4. Hypoteesien testaus

Olkoon
p(x) =Pr(W(X) 2W(x)| § = S(x))

Samantapaisella argumentilla kuin edellisessé lauseessa voidaan todistaa, ettd
Pr(p(X)<a|S=s5)<a

kaikille a, 0 <o <1. Jos S on diskreetti satunnaismuuttuja, niin

Pr,(p(X)<a) =Y Pr(p(X)<a|S=5)Pr(S=s)<a) Pr(S=s)<a

joten p(X) on kelvollinen p-arvo. Jos S on jatkuva satunnaismuuttuja, niin summalausekkeet ylla
olevissa kaavoissa on korvattava integraaleilla.
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